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Einleitung

Die Fourieranalysis beschaftigt sich mit Darstellung von Funktionen
durch Fourier-Reihen

ft) = i) (Ay cos(nt) + By, sin(nt))

oder durch Fourier-Integrale

1) = | e¥gls)ds.

Sie besitzt unzdhlige Anwendungen in fast allen Gebieten der Mathematik
sowie in der Physik und den Ingenieurwissenschaften. In der Vorlesung
wird die Theorie der Fourierreihen entwickelt. Auch einige Anwendungen
dieser Theorie werden besprochen, unter Anderem in einem parallel zur
Vorlesung angebotenen gleichnamigen Seminar.



KAPITEL 1

Fourierreihen

1.1. Fourierkoeffizienten

Sei f : R — C eine 27 periodische Funktion, d.h. f(t 4 27) = f(¢) fur
alle t € R. Somit gentigt es die Funktion f auf dem Intervall (—7, 7] zu
betrachten (oder [0,277)). Wegen der Periodizitit von f ist es ganz natiir-
lich, das Intervall (—7t, 7] als Kreis aufzufassen:

T:={(x,y)|x =cost,y =sint,t € (—m, 7|} C R
oder

= {x+iy|x = cost,y =sint, t € (—m, ]} CC

und die Funktion f als Abbildung von T nach C zu betrachten. Offen-
bar ist auf T das Lebesque-Maf definiert. T ist ein metrischer Raum mit
d(z,Z') = min{|t — t'|,2r — |t — ¥'|. Fiir 1 < p < co definieren wir

Il = (57 ), \f(t)lpdt>]/P

DerINITION 1.1. Fiir f € LY(T) heifit

iy -—-;L, —int
fonyi= o [ f(ear
der n-ter Fourierkoeffizient von f. Die Reihe S[f] := ) _ F(n)e'™ heifit Fou-
nez

rierreihe von f.

BEMERKUNG. Hier machen wir keine Aussage iiber die Konvergenz der Fou-
rierreihe.

BeispIeL. Das trigonometrische Polynom

N
P(t)y= Y aye™
n=—N
hat Fourierkoeffizienten

= _ an, |Tl| S N
P(n) = { 0, sonst.

Satz 1.2. Seien f,g € LY(T),m,n € Z,c € C,t € T beliebig. Dann gilt
(@) f+ g(n) = f(n) +§(n) (Linearitit)
cF(m) = cf(n)

(b) ?(11) = f(—n) (Konjugation)
2
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@ fC=D)(m) = e f(n)
(d) f(t)e™!(n) = f(n—m)
(e) die Abbildung™: L}(T) — ¢ (Z) ist beschriinkt mit der Operatornorm

Il =1
() Aus fo, — f in LY(T) folgt fin(n) — f(n) gleichmifig in n € Z.

Bewas. (e) [F(n)| < [|flluxr) = Il < 1. Aus 1(0) = 1 folgt || = 1.
)

) = Fln)l = | o [ n(0) = fla))e "t

< o [ 1al®) = F0)1dt = lfo = fllisery = 0
U
Lemma 1.3 (Differenzformel). Fiir alle n € Z\{0} gilt
Fn) = o [ (F(0) = flt = m/m))e
BEwEIs.
= 217'[/11-f(t)e_intdt: —;ﬂ/jrf(t)e_i”te_i”dt
_17T/Tf(t)e—in(t+n/n)dt — _% /qrf(t_ n/n)e_i”tdt.
Folglich gilt
Fn) = 3(Fom) + Fl) = 1 [ (76) = e = m/mp)e et
O

LEMMA 1.4 (Stetigkeit der Translation). Sei f € LP(T),1 < p < oo,
beliebig. Die Abbildung

¢:T — LP(T), T fr:=f(-—1)
ist stetig.

BemerkUNG. LP(T) C LY(T) fiir alle p € [1,00], denn

Lironae= [isonaa™E ([iroran)” ([ ra)

BeEwEIs VON LEMMA 1.4. Fiir den Beweis brauchen wir das folgende
Hilfsmittel:

1/q

BenaurtunG. C(T) ist dicht in LP(T), d.h. zu jedem f € LP(T) und jedem
e > 0 existiert ein g € C(T), so dass || f — g|[rr(m) < €ist.
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Sei Ty € T beliebig. Zu ¢ > 0 wiihle ein g € C(T) mit ||f — g|lpp(1) < &
Betrachte
| fr— fTOHLP(T) <|fr— gTHLP(T) + llge — gToHLP(T)+

+l1g% = frollrry = 21f — 8lleeery +1187 — Swller()
\—,_/

I8 — gallfrer) 27T/|gt—r gt — )"t

<sup|g(t—1)—g(t—10)|"
teT

Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ist gleichmifSig stetig. Daher ist g
gleichmiifig stetig, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass |g(t — T) —
gt — )| < € fiir alle T mit

d(t,1) =d(t —t,d — 1) <.
Somit gilt
lim sup [g(t—7) —g(t —10)|F =0

T—T7 teT

= lim I fe = frollrer) < 2¢

ebelzeblg
lim |If = fallirer) =0

O
KOROLLAR 1.5 (Lemma von Riemann-Lebesgue). Sei f € L'(T). Dann
gilt
f(n) =0  fir  |n] — co.
Lemma 1.4

Bewgrs. Nach Lemma 1.3 gilt |f(n)| < SIf = frmmllpr ——— 0

n—00
|

Das Lemma von Riemann-Lebesgue kann nicht verbessert werden: Die

Fourierkoeffizienten f(n) konnen beliebig langsam fallen (spater!). Ist f
glatt, so kann die Abfallrate abgeschatzt werden.

DEFINITION 1.6. CO'“(T), 0 < a < 1 bezeichne die Menge aller x-Holder-
stetigen Funktionen, d.h.

[f(t1) — f(t2)| < Cd(ty, t2)"
fiiralle t1,t, € T.
Satz 1.7. Fiir f € CO*(T), 0 < a < 1, ist

f(n) =0O(|n|™), d.h. limsup ||J?(| WIN
|n|—o0

Bewers. Nach Lemma 1.3 (Differenzformel) gilt

Fn) = 4 70 = f(6 = /e,
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Also ist
const

—~ 1 7T | &
< —C|— = )
fml < 4nc‘n‘ 27 |n|«

0

BEMERKUNG. Ist f € CO%(T) mit 1/2 < a < 1, s0 gilt f € (*(Z) (Satz
von Bernstein, spiter!). Aus dem Satz von Bernstein folgt nicht, dass Satz 1.7 fiir
« > 1/2 verbessert werden kann. Dazu betrachte die Folge

1 _ ok
0 = {n,fallsn 2

0, sonst

Die Reihe ) ay ist absolut konvergent wegen Y. a, = Y. 2% = 2. Es gilt
n=1 n=1 k=0

jedoch |a,| = O (|n|~1), d.h.

|an|

lim sup
=0 11
Satz 1.8. Ist f k-mal stetig differenzierbar, k € N, so gilt f(n) = o (ﬁ)

= (A
und | f(n)| <

Bewers. Fiir k = 1 gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung;:

f(t)e_int 1n71_|_/ —1n5f )
*%”f<n>e-i"" = fleme+ [ S (e (s)ds
Somit ist
in/Tf(s)e_i"Sds:/Tf’(s)e_insds,
d.h.
D 27r/f e d ~ 2n7in / fls)e™ds = %fl(ﬂ)'

Nach Lemma von Riemann-Lebesgue ist
!
fo=o (1) und )] < W lom
Fiir k > 1 durch rekursive Anwendung von (1.1) erhélt man die Iden-

titat

flon = 5 [ ftear = o [ Ot at = o )

die wieder mit Lemma von Riemann-Lebesgue die Aussage des Satzes
liefert. O
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AUFGABE 1.9. Sei f € C®(T) mit sup |f®)(t)| < Ck* fiir ein C > 0, ein
teT
0 < a <1 undalle k € Ng. Dann gilt
3 & 1/a
< _=
[Fm)| < Kexp (= |m["/*)
fiir eine Konstante K.

Hinwers. Die Stirlingsche Formel

k
k! ~ <k> 27tk.
e

AUFGABE 1.10. Sei CH*(T) := {f € CK(T)[f®) € CO'*(T)},k € N,0 <
a < 1. Untersuchen Sie das Verhalten der Fourierkoeffizienten f(m) fiir f €
CF*(T), |m| — co.

DeriNn1TION 1.11.
Var(f) := sup Zlf tic1)| =+ |f(tn) — f(to)|
—n<ty<-<ty=7j=

heifit die Variation der Funktion f : T — R. Ist Var(f) < oo so heifit f von
beschriinkter Variation, f € BV(T).

BEMERKUNGEN. (1) Fiiralle T € T gilt Var(f) = Var(fr).
(2) Funktionen beschrinkter Variation brauchen nicht stetig zu sein. Zum
Beispiel

B —1,t € (—m,0]
f(t)_{ 1Lte (0, 7]

ist nicht stetig, aber Var(f) = 4.
(3) Es gibt stetige Funktionen mit unbeschriinkter Variation, z.B. f : [0,2] —

R mit
xsinZ, fiirx € (0,2
flay = g X Sirxe 02
0, fiir x = 0.
(4) Lipschitzstetige Funktionen haben beschriinkte Variation.
(5) Ist f € CY(T), so gilt

var(f) = [ 1f/(1)at.

BEWEIS VON BEMERKUNG (5) FUR DAS INTERVALL (—7t, 7t]. Nach dem Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung ist

Var(f) = sup Z!f( i) — f(tic1)]

—n<typ<--<ty=7Tj=1

= sup Zlf w)|(t = tio1)
—<tp< - <ty=7Tj=
fir ; € [t;_1,t;]. Offenbar gilt die Abschédtzung
n
DGR ES IO

i= 1T€[f, 11’]
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Also ist

n

(R) [1f®ldr = sup Y7 inf [f(](— i)

0< - <ty=17 j—1 TEti-1,ti]
n

< sup 1 |f' (7o) | (i — tio1)

— << <y =TT j—
= Var(f).

Andererseits gilt

=

!ﬂm—quﬂzi

Aﬂfumﬁg
> [ irae= [Cr o

i=1"ti-1

=1

IN

Folglich gilt

va(f)s s [Clrolae= [T IF @l

—n<ty<--<ty=m Jto

Satz 1.12. Ist f € BV(T), so gilt

Fln)| < V‘T;({ ) fiiralle e z\{0}.

BEwEIs. Sei n € Z \ {0} beliebig. Sei g : T — C die stiickweise kon-
stante Funktion so, dass

guw:f<_n+mﬁzFU>

fur

tE(—ﬂ—i—z’:’k,—n—i—zn((;‘i_l)} und k=0,1,...|n| —1.

Wir betrachten zunachst

_ 27t(k+1)

—p i) 1 T
/ e Mdr = ——e

2nk i
—7T+ﬁ n t:-n-‘-%

1 . _ 2min(k+1) . _ 2mikn
- e+1n7‘(e T — e i

m

inrm i n+1

e _ 2rikn __ 2min
=8 <e 0 _1) "=

m

Somit gilt
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Nun betrachten wir

f(n)] = % /_Zf(t)ei”tdt‘
— e | [0 = st

T |J-m
In|-1 . gy2rtD) .
= LY [ - st

T o o

[n]

2m(k+1)

2 i [ (= (s PR ) e

k=0 [n]

1 WS e i 1)
< _ _
_Zﬂkg/mz.ﬁ" £(t) f( L >’dt
= 27(k+ 1)\ | 2
Si sup f(t)—f(—n—l—n( + )> mild
27 (= te(—mﬁ—”"{,—n#”ﬁ"‘“)} || |
< Var(f).
i

1.2. Beispiele
(1) Wir betrachten die periodische Stufenfunktion

-1, —m<t<O,
f(t):=40, t=0, t € (—m, .
1, O0<t<m



1.2. BEISPIELE 9

~

Zunichst berechnen wir die Fourierkoeffizienten f(n) fiirn € Z\ {0}:

e O e
C2m ) g 2 )n

t=0
1 T 1 :
+ 7/ e Ml = —— e
21t Jo 27min PR
t=7t
— ZL —int — 1. (1 . eirm)
Tin =0 27tin
1 —inn
2rtin (e 1)
= (=~ + (1= (1))
- 27in 27tin
1 0, n gerade
=—(1-(-1)") =
A= =1
~5-, nungerade
Sein =0:
f ! /n dt =0
0) (= — t =0.
Foy:=5- [ £
Also ist

0, n€Zgerade
f(n) =
%, n € Z ungerade

BEMERKUNGEN. (1) f € BV(T) mit Var(f) = 4. Nach Satz 1.12 gilt
Fom)| <

(2) Da f(n) = O(|n|™Y) ist, kinnen wir a priori keine Aussage iiber die
Konvergenz der Fourierreihe erzielen.

(2) Nun betrachten wir die Sagezahnfunktion

flt)=—, t e (—m, m.

1 °
\ y
! )
|
= 5 37

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten:

- 1 (7t 1 27"
0)=— /[ —dt=-—= = 0.
f(0) 27 /77'[ 71’ 22 2 |,
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Fir n € Z\ {0} haben wir

J?(n) -1 /n te M dt
2?2 ),

_ 1 —int o 1 —int o
2; 2.2
274in e 27N f—
1 . : L (=1)"
—1n7t 17t —1n7 17t
= — — (7Te + 7€ —+ e —e = — .
271—21” ( ) 27‘[2712 ( )

Also ist

o~ 0, n=2~0
f("):{ﬁi?,i“, nez\ {0}

BEMERKUNGEN. (1) f € BV(T) mit Var(f) = 4. Nach Satz 1.12 gilt
Fom)| <
(2) f ¢ C(T), denn t lirn+f(t) =—1und f(m) = +1.
——T
(3) Da f(n) = O(|n|™Y) ist, konnen wir a priori keine Aussage iiber die
Konvergenz der Fourierreihe erzielen.

(3) Die Dreiecksfunktion

Berechnung der Fourierkoeffizienten:

~ 1 (7 |t 2 7 1 2]
=— [ Har=_2 [ tdt= ——
f(0) 27 /41 T 2772 Jo w2 2
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und
7 1 —int —int
Fln) = 22/ e it — 22/tem&
L / ' fe ity — / te —mfdt+— / tedt
2712 2712
t= t=
— L —int " 4 1 —int "
27%in o 2m*n? =0
t= t=
+ int 7T+ 1 eint "
27%in o 2mn? t0
_ 212((_1),1_1): 0, . n gerade
%N ——3, nungerade
Also ist
%, n=20
f(n) =<0, n e Z\ {0} gerade
—#, n € Z ungerade

).
< 2

I

BEMERKUNGEN. (1) f € CO(T). Nach Satz 1.7 gilt f(n) = O ((|n
Andererseits ist f € BV(T) mit Var(f) = 2. Nach Satz 1.12 gilt |f(n)]
Die beiden Abschitzungen sind sehr grob.
(2) Wegen f(n) = O(|n|~?) ist die Fourierreihe ) f(n)e™ absolut und
nes
gleichmiiflig konvergent. Uber den Grenzwert dieser Reihe kdnnen wir noch nichts
sagen.
1.3. Faltung

DEFINITION 1.13. Fiir f,¢ € LY(T) heifit
(Fr8)(0) = 5 [ Flt=9)3(6)

s Zn/Tg(t—r)f(r)dr, teT

die Faltung von f und g.

A priori ist es nicht klar, ob das Integral auf der rechten Seite existiert.
Der folgende Satz liefert die positive Antwort auf diese Frage.

Sarz 1.14 (Youngsche Ungleichung). Seien 1 < p,q,r < oo so, dass

1 1 1
S S =14
P g r

Ist f € LP(T) und g € L1(T), so gilt f x g € L'(T) mit

If*gllerery < I flleremlIglzaem)
und
Fegln) = fm)g(n),n e Z.
Ferner ist f € C(T) und g € LY(T), so gilt f x ¢ € C(T).
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BEMERKUNG.

L®(T) = {f : T — Cmessbar|ess-sup|f(t)| < oo}
teT

mit
I liegr 1= ess-sup F(5)] := it sup [£(1)

ist ein Banachraum.

BeEwers. (1) Ist g = oo, so gilt p =1 und r = oo

IF #8llimr) < gess —sup [ 17( =) lg(rlar

< HgHZL;(T)esst;rsup/T |f(t—7)|dT

1
= lgllism g [ FOIAT = Iglmm 1 fllurcr)
(2)Istp=o00,s0giltg=1und r = o0

If *glloemy < fllzoery - N8y

analog.
(3) Sei nun p,q < co. Setze

und
-1 q ¢
Es gilt
1 1 1 1 1
() (1Y)
p q r
=2+—<1+1):1
p 4
1+1
und
pP,.P_P Y _p 11y _
r+q/_r+p<1 q>_r+p<r7 r>_1'
Analog zeigt man
T+ 4
rop
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Betrachte

[(f*8)()]
_zn/\f g(t—1)ldt

= o= L@ (1@ lgte =0l lgte = )P e

1/p' drt

= [ arom <rf<r>|f’|g<t—r)\%“fﬂg(t—rw 2

Wir erinnern uns an die Holder-Ungleichung: Fiir alle u € L*1(T) und

(1.2)

1 1
v € L%2(T) mit S——l—s— =1,1<s1,5 < oo gilt
1 52

[ utwp(nar] < (/T|u(r)]51dr)l/51 </T ]v(r)|52dr>

AUFGABE 1.15. Leiten Sie aus der Holder-Ungleichung die folgende Unglei-
chung (iterierte Holder-Ungleichung) her:

u(t)o(t)w(t)dr| <
T

1/52

1/s1 1/s; 1/s3
< (fmpar) ([ o@rar) ([ o)
T T T
. .1 1 1
fiiru € LY(T), v € L2(T), w € L3(T) mit o + - + o= 1,1 < sq,8,83 <
1 2 3

00,
Wir setzen
= (V" L e L7 (T),
w:= (|g(t— )N 2w e LP(T),

o= (| fIPlg(t—)")"" .

Wir konnen aber nicht behaupten, dass vy € L'(T) fiir alle t € T. Jedoch
lasst sich beweisen, dass v; € L"(T) fir fast alle t € T.

BEHAUPTUNG. v; € L"(T) fiir fast alle ¢t € T.

Bewers. Wir betrachten das Integral

[iolimge = [ (L 1oorss) 5e

:/ [f(T)IPlg(t — )q%%
— [ r@PlgersEs

2w 21w

- Hf”m(jr) HgHLq(T)
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Mit Hilfe der iterierten Holder-Ungleichung erhdlt man aus (1.2) fiir
fast alle t € T:

|(F* &) O] < Null po oy Il o oy 0t [ )

1/r
/ / drt
= U gty PPl =25 )
und folglich

1/r
(L1 mrss) <11 et

| </ [f(OIPlg(t - )q;:;j:[)l/r

el [ < A L S
_HfHLP HgHm

(4) Die Fourierkoeffizienten der Faltung;:

7z = [ (5 508 )dr>e—intdt

3y (5 [ £ =200 ) g(m)e- e = Flgo).
(5) Seien f € C(T) und g € L!(T) beliebeig. Betrachte

(Fe)+0) = (F ) (O] < 5= [ 1f(t—7+8) = f(t =) |g(0)ldr
< sup |f(t =7+ 6) = f(t = D) - Igllem

TeT

0

BEMERKUNGEN. (1) Ist f ein trigonometrisches Polynom, g € L*(T), so ist
f * g ebenfalls ein trigonometrisches Polynom.

BEWEIs. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so gilt f(n) = 0 fiirallen € N
mit |n| > N. Also gilt
frg(n) = Fm)g(n) =0
fiir alle n € N mit |n| > N, d.h. f = h ist ein trigonometrisches Polynom.
(2) Seien f € LP(T) und g € L1(T) mit 1 —I—1 =1,1<p,q < co. Nach
Satz 1.14 ist f x g € L*(T). Es lisst sich jedocI;l me{izr zeigen: f x g € C(T).

1.4. Cesaro-Konvergenz
Sei (an)nen eine Zahlenfolge. Man definiert die Mittelwerte

_omt...tay
n-zi.
n

Die Folge (0, )zen heifit Folge der Cesaro-Mittelwerte.
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BErspieLE. (1) Die Folge (a,)nen mit a, = (—1)"*1 konvergiert nicht. Die
Folge der Cesaro-Mittelwerte oo = 0, 051 = ﬁ, k € IN, ist konvergent mit

Grenzwert Null.
(2) Die Folge (1,0,—1,1,0, —1, . ..) konvergiert nicht. Die Folge der Cesaro-
Mittelwerte
1 1

O3k+1 = kL1 O3k+2 = 3k L2 03c+3 = 0,k € Ny,

ist konvergent mit Grenzwert Null.

Sa1z 1.16. Sei (a,)neN eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann kon-
vergiert die Folge der Cesaro-Mittelwerte (0, )neN gegen a.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle N € IN so gro8, dass |a, —a| < %
fir alle n > N. Wegen
1 N
CENOSER
gibt es ein M € IN mit
1Y €
=) (ap—a)| < =
35 2
fiir alle k > M. Sei nun n > max{N, M} beliebig. Betrachte nun
1¢ 1
E;aj_a = E;(aj—a)
j=1 j=1
1 N n
= EZ(“]—QH‘* Y (aj—a)
j=1 j=N+1
1 N n
< EZ(a]—a) +E Y. laj—al
j=1 j=N+1
< n-Ne
2 2n
O

Ferner wird uns die Reihenkonvergenz interessieren. Sei (a,),eN ei-
n

ne Folge, s, = Z”J’ Partialsummen. Man definiert die Mittelwerte der
j=1
Partialsummen:
_S1+...+5,
‘yl - .
n

BEIsPIELE. (1) Seien a, = (—1)"*1. Die Folge der entsprechenden Partial-

sumrmen
1 ( _ 1)n+1

A R
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ist nicht konvergent. Die Folge der Cesaro-Mittelwerte

! 1
g, — — S — —
" nz.i ] op

=1 j

(14 (—1)*h)

Pq:

Il
—_

_ji
(1) -2

I
N =
+
Sl
=
N =

j=1

Man sagt, dass die Reihe ) _ (—1)"! Cesaro-summierbar ist und schreibt
n=1

(2) Sei (an)nen = (1,0,—1,1,0,—1,...). Die Folge der entsprechenden Par-
tialsummen

ssky1 =1, sz2=1 ssp3 =0, k€N,
ist nicht konvergent. Fiir Cesaro-Mittelwerte gilt

o 1 3’<Z+:15‘_ 2k+1 2

TS 57T k13

e L 3T 22 2

Tk +2 5 Bk 42k 3

1 3k+3 2k )

TS5 & T T Bk B ko3

Also gilt
= 2
C - ng:l ap = g.

AUFGABE 1.17. Untersuchen Sie die Reihe 1 —2 + 3 — 4 4 ... auf Cesaro-
Konvergenz.

Nach Satz 1.16 gilt fiir jede konvergente Reihe ) _ a,:

n=1
[ee) o0
C—)Y an=Y an
n=1 n=1

Fiir Reihen mit nichtnegativen Reihengliedern sind die Konvergenz und
die Cesaro-summierbarkeit dquivalent.

o0
Sarz 1.18. Seien a, > 0 fiir alle n € IN. Die Reihe Z ay ist genau dann
n=1
Cesaro-summierbar, wenn sie konvergent ist.

BEwEls. ,, < ist klar.
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1 n
,=" Sei die Folge der Cesaro-Mittelwerte ¢, = — Zs]- konvergent.
n =
]7
Angenommen, die Folge der Partialsummen (s;)jcn wére nicht konver-
gent, d.h. s; — oo fiir j — o0. Sei & > 0 beliebig grofs. Dann existiert ein
N € N so, dass s; > «a fiir alle j > N. Fiir jedes n > N gilt

1N
U—n:EZS] Z S]

] N+1

> ZS] 41 Y
] N+1
n—N

== Z sj+u — Q.

n: n n—co
j=1
Also gilt o, — . Widerspruch! U
n—oo

Wir betrachten wieder allgemeine Reihen, deren Reihenglieder belie-
biges Vorzeichen haben kénnen.
SATZ 1.19. Sei t, = a1 +2a, + ...+ nay,.
(@) Y ay ist Cesaro-summierbar genau dann, wenn die Reihe
0 t,
n;l n(n+1)
konvergiert.

(b) Sei Y a, Cesaro-summierbar. Dann ist ) a, konvergent genau dann,
wenn t, = o(n) ist.

BEMERKUNG. Aus der Kom)ergenz der Reihe Z nt'jH folgt nicht, dass

bh-=o(1) o t, =0(n) ZBZ odeer mit

n(n+1)
n = k?
bn — nl 7
{nlz, n # k2.

Umgekehrt, aus t, = o(n) folgt nicht, dass ) -

=

@ +1 konvergent ist, z.B. t, =

divergent.

th
g D) = L aterD) = & (n+1)log(n+l)
BEWEIS VON Satz 1.19. (a) BEHAUPTUNG 1. Fiir alle N € IN gilt

i b _ N
nzln(n—l—l)_N—i—lN

BeEwEls mit der vollstandigen Induktion:
h_m_ 1
2 2 2°F
Ferner lasst sich ty.1 schreiben als
tNy1=a14+ 20+ ...+ (N + 1)IZN+1

:(N+1)SN+1—SN—...—52—51.
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Folglich gilt

Nil by :ﬁ Bt

nzln(n—i—l) nzln(n+1) (N+1)(N+2)
_ N 0_N+(N+1)SN+1—SN—...—SQ—81
N+1 (N+1)(N+2)
_S1+s2+...+5sN (N+1)SN+1—SN_...—S2—51
N N+1 (N+1)(N+2)

1 1

N
_ SN+1 B )
_N+2+]§1<N+1 (N+1)(N+2))SJ

_S1+ S+ ...+ 5N +SN+1 _N+1

N2 T N2
Aus Behauptung 1 folgt
el n(n+1) N—oc0 N

und somit (a) bewiesen.
(b) BEHAUPTUNG 2. t, = (n + 1)s, + noy,.

BeEwEls mit der vollstindigen Induktion: t; = a; = 2a; — a;. Ferner
betrachte

thr1 =tn+ (n+1)ay = (n+1)s, — noy, + (n+ 1)a,
=m+1)sy41—(s1+s2+...+5n)
=(n+2)sy41 —Su+1(s1+s2+ ... +5,)
=(n+2)sy41 — (n+1)0y41.

,=" Sei ) a, konvergent, d.h. die Folge (s,) mit Grenzwert s. Dann ist

nach Satz 1.16 die Folge (0,,) ebenfalls konvergent mit demselben Grenz-
wert s. Aus Behauptung 2 folgt nun

t 1
lim =2 = lim n Sy, — lim o, =0,
n—oo 1 n—oo n n—oo
d.h. t, = o(n).
t
,<="Seit, =o(n),dh. li£11 ;ﬂ = 0. Nach Behauptung 2 gilt dann
n [ee]
lim <n + 1sn — 0'n> =0,
n—oo n
d.h. die Folge (s,) ist konvergent. O

BEMERKUNG. Es gibt auch andere Summationsformeln divergenter Reihen,
wie z.B.:

1
1+2 .= ——
+2+3 B
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= 1 1 1
:;;—1+ et Re(s) > 1.

besitzt eine analytische Fortsetzung auf C \ {1}:

1 1
(1) =—p = 1+243+.. =~
1
g(o):—§:>1+1+1+...:—1/2,
0(-2)=0=1+2>+3%+-.-=0.

1.5. Summierbarkeit von Fourierreihen

(a) Betrachte die n-te Partialsumme der Fourierreihe einer Funktion

feLY(T),

n

=Y fke*, teT.

n . n .
Sei Dy(t) := Y. e = Y gFmitq = el*. Sei zundchstt # 0 < g # 1.
k=—n

k=—n
Dann gilt
n B 2n 1 2n+1
I e I e
k=—n k=0 q
q—n _ qn-i—l e—int _ ei(n+1)t

1—9q 1—e i
eit/2(e—int=it/2 _ gint+it/2)
eit/2(g-it/2 _ g til/2)
sin (n+4 3) ¢t
sin(#/2)
Fir t = 0 gilt D,(t) = 2n+ 1. Also ist D,(t) stetig, denn %13(} D,(t) =
2n + 1.

Die Funktion D,,(t) hei3t Dirichlet-Kern. Nach Satz 1.14 ist die Faltung
(Dy * f)(t) ein trigonometrisches Polynom mit Fourier-Koeffizienten

D, (k) f (k) = {é,(k)' ysl;\nin

d.h.

n

(Duxt)(t) = Y fk)e™ = Su(f,t).

k=—n

(b) Betrachte den Cesaro-Mittelwert

O'H(f,t)tz n—1|—1 isk

k=0
n k

Z Z ]?(l)eilt

k=01=—k
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BEHAUPTUNG.

ar0= ¥ (1- 25 ) Fwet.

I=—n

~

BEwWEIs mit vollstindiger Induktion. Fiir n = 0 ist o, (f,t) = f(0).
Betrachte nun

+
—_

n

On+1 (fl t)

w
Il

01

i 1lt
n:_k . ) n+1 =N )
2 _Z: f(l)ellt“[‘ Z )f(l)ellt)

—k I=—(n+1

n—+1

(n+Dou(f.)+ ) )f(l)ei”>

I=—(n+1

= ((n+1) f (1—n’ﬁ1>f(l)ei”

I=—n

Il
—_
/\/—\

=
=+
N

S
N

n+1 1

+(n+1) Y, —
= M1

_n+l = LN 2y e w L= i
_n—|—2<lz <1_n—i—1> e+ L g/0e

—(n+1) I=—(n+1)
n+1 <1_ 1] 1
)

J?(l)eilt>

7 ilt
n+1+n+1>f(l)e

Ferner sei

n k .
Fi(t):= Y (1— n|+|1) el
k 1 n

n
ilt
= Y, Y et =——) D)
n+ 1,7, n+1=
in(k+1/2)t
=
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Fiir t #0 & g := el £ 1 gilt

i L k12 k12
k_zosm(k—kl/Z)t—ZiE(q q )

k=0
R IRV R N S
~ 211 k; (‘7 q )
q1/2 1— qn+1 B q—1/2 1— q—n—l
21— q 2i 1-— qfl
q1/2 1— qn+1 B ql/Z 1— q—n—l
21— q 2i q-— 1
ql/Z 1— qn—H +1— q—n—l
2i 1-— q

2i ql/2(qg- /2= 4172)
4l )\ 2
(e

2i ql/z _ q—l/z

q%ﬂ—q’% ?
1 (=4 (zl>

2i .qt/2—q71/2
21—

- sin? ("Tﬂt)

sint/2

Also ist

Fy(t) = 1 sinz(”T“t)
T n41 sin?t/2
fur t # 0. Fur t = 0 ist

n

Y (2k+1) = (n+1)?
k=0

und somit F,(0) = n + 1. Also ist F,(t) stetig, denn %in% F,(t) = F,(0). Die
%

Funktion F,(t) heilt Fejer-Kern, die Faltung (F, * f)(t) ist ein trigonome-
trisches Polynom mit Fourier-Koeffizienten

(0 (k) = {f () (1-35h), Ikl <n

0, sonst

d.h.

Foe )0 = ¥ (1= 557 ) F =autfo)

k=—

(©
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DEerFINITION 1.20. Eine Reihe Z ay heifit summierbar im Sinne von Abel,
n=0
falls fiir alle r € [0,1) die Reihe
A(r) =Y an”
n=0
konvergiert und lim A(r) existiert.

r—1—

BErspiEL. Sei a, = (—1)". Dann ist

> 1
A — — nyh —
=L =,
fiir alle 0 < r < 1. Der Grenzwert lirin A(r)=1/2.
r—1—

Der Abel-Mittelwert

Ar(f 1) = Y Fn)rinleint

nez

konvergiert fiir alle 0 <r < 1, denn ]? € ¢*. Die Funktion

P(t) := Z rlnlgint

nez
=14+ Z rneint+ E rne—int
nelN nelN
reit re it
=14+

1 — relt + 1—reit
2rcost — 212
=1+
1412 —2rcost
- 1—12
1472 —2rcost
heifst Poisson-Kern. Es gilt

Ar(fit) = (Prx f)(h).

Anschlieffend betrachtet man den Grenzwert

. _ T r |n| jint
B AL = O

(d) Der Gauf3-Mittelwert
Gs(f, 1) =) e’”2sz(n)ei”t, s> 0.

nez
Die Funktion

nez
_ 21 —(t4+27tn)? /4s
\/477-[5 nez
heiflt Gauf-Kern. Es gilt G(f,t) = (I x f)(t)



1.5. SUMMIERBARKEIT VON FOURIERREIHEN 23

DEerFINITION 1.21. Eine Dirac-Folge auf T ist eine Folge (ky)nen in L'(T)
mit den Eigenschaften

(a) % /Tkn(t)dt —1,
(b) :gﬂg%/jr!kn(t)\df < oo,
© 7}%% /a<|t|<n ko (£)dt = O fiir alle & € (0, 7).
Gilt k,(t) > 0 fiir alle t € T und n € IN, so heifst die Dirac-Folge positiv.
Bildet die Folge der Dirichlet-Kerne D, (f) eine Dirac-Folge? Es gilt
21/ Dy (t)dt = 1 i / elftdr = 1.
TJT 2 = T
Die Eigenschaft (b) gilt jedoch nicht!
Proros1TION 1.22. Fiir gewisse Konstanten c¢,d > 0 gilt
[Dnllpi(ry = clogn +d.
Insbesondere ist (D,,) keine Dirac-Folge.

BEMERKUNG. Es lisst sich zeigen, dass

4
/T|Dn(t)\dt:;10gn+0(l), 7 — oo,

BEwEIs.
1 27 |sin((n+1/2)t)
D = dt
| HHU(T) 27T /0 sin(t/2)
t=t/2 1 (7 |sinnt
1w Jo |sintT

mit m = 2n + 1. Wir zerlegen das Intervall [0, 7] in Teilintervalle

o) (&2 [2E]. .
| [(m— I3 (Zm—l)ﬂ] , [(2771—1)7'[,”} |

m 2m 2m

Di Funktion 7 + |sin mt| ist monoton wachsend auf Intervallen

[0 71}/[71 371],."[(m—1)7r (2m—1)7t}

" 2m m’ 2m !

m 2m

und monoton fallend auf Intervallen

i nusn 27r] [(Zrn—l)n’n]

2m’ m 2m’ m 2m
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Wir entfernen alle Intervalle, wo T — |sinmT| monoton fallend ist und
erhalten somit eine untere Schranke

1 m=1 Dom
IDalloery 2 7 & /k,[

szrin/m 1 m=1 /7‘[/2711 Sin(ms + kﬂ:)
T 0 sin (s + %ﬂ)

sin(mt) dr

sinT

ds
k=0

1 mt /”/2’” sin(ms)
= = — _|ds.
T k=0 /0 sin (s + %)
Wir notieren die folgenden Eigenschaften:
T
. > 0 fi T
(1) sin(ms) > 0 fiir alle s € [O, 2m}’
(2) Ist 0 <s < 5, so gilt
s+ kj c |:k7T, (k—|-1)7'(:| C [0, 7-[].
m m m

Somit gilt sin (s + %T > 0.
(3) sin <s+kn> Ss—i—kﬁ,
m m

(4) sinx > '%x fur alle x € [0, 7t/2].

Mit diesen Eigenschaften erhalten wir die folgende untere Schranke:

7w/2m
D, HL1 P 2/ sin(ms) ds
kmt
sin <s+ )

>

v

m=1 " dx 1 1
> — —
> /0 il 4 log(2m —1) = yp log(4n +1)

1 1
In log(4n) = I logn + ype log 4.
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Lemma 1.23. (F,) ist eine positive Dirac-Folge.

BEwEIs. (a)

1/P()dt 1/2;1: g o KLY kg = g
27T 27T - n+1 '

(b) klar wegen F, > 0.
(c)
n ()’
sup
n+1 s<|t|l<m ( sin (i)
1 1 .

~ n+1lsin?§ noe

sup F,(f) =

s<|t|<m

0

AUFGABE 1.24. Sei (r,) eine Folge mit 0 < r, < 1, r, — 1. Dann ist (P,,)
mit
1—r?
1472 —2rcost

Pi(t) =
eine positive Dirac-Folge.
BEMERKUNG. Der Gauf-Kern (T's,) fiir s, — 0, s, > 0, bildet ebenfalls eine
positive Dirac-Folge.
Satz 1.25. Sei (ky,) eine Dirac-Folge. Ist f € C(T), so gilt
knp* f— fin C(T).

BEWEIS. Setze fr := f(- — 7). Sei € > 0 beliebig. Wéhleein 0 < 6 < 7
so klein, dass

max || fr — flleo - sup [[kul| 1r) <e.
nelN

[7l<o
Betrachte
(kn * F) (1) 2 /k t—TdT——f()/T 2(7)dT
= o [ k@ (-0~ fle)ar,
Folglich gilt

(ka0 = FO] < 5 [ a7 7) = F(0) e
<5 [ Iu(@)lsup f(s =) = £s)ldr

seT

1
= 5 [ IRaDl1fe = flluct
Wir zerlegen das Integral auf der rechten Seite in zwei Teile:

1
[ (Ol — flude

27

< max]lfe — fllog; /|k )|t < €

L =
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und
b=s- [ (@l fllede
2—27_( T\(=5,) n T 00
1
< o= dt — 0.
max|fe ~ fllogz [ T(OldT
Folglich gilt

limsup ||k, * f — f|lo < &.
n—oo

Da ¢ > 0 beliebig ist, erhalten wir
lim [k % f — f[loo = 0.

KororLAR 1.26. Fiir f € C(T) gilt:
oulf,) — fin C(T),
r—1
Spéter beweisen wir auch punktweise Konvergenz fiir o,(f,-) und
A,(f,-) fur nicht stetige Funktionen.

KoroOLLAR 1.27 (Trigonometrischer Approximationssatz). Trigonometri-
sche Polynome sind dicht in C(T).

BEWEIS. 0;(f, ) ist ein trigonometrisches Polynom. 0

Weiterhin untersuchen wir die Konvergenz von o, (f, -) und A,(f,-) in
LP(T) fir f € LP(T), 1 < p < oo. Wir werden dabei einige Ergebnisse aus
der Funktionalanalysis benutzen.

Satz 1.28. Sei (ky,) eine Dirac-Folge. Ist f € LP(T), 1 < p < oo, so gilt
kp*f — finLP.

n—00

BEMERKUNG. Aus ky, * f — f in LP folgt, dass es eine Teilfolge (n;) gibt,

so dass k, * f — f fast iiberall. Der Beweis findet sich im Vorlesungsskript zur
Funktionalanalysis.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir ein niitzliches Lemma.

LEMMA 1.29. Seil < p < co. Sei / |f(-,s)|ds € LP(T). Dann gilt

| [ rCs)asliom < [ IFC

BEMERKUNG. Das Lemma verallgemeinert die Dreiecksungleichung:

(-/s))

< LG lleeem
]

LP(T)
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BEWEIS. Sei 1 < q < o0 s0, dass ; + ; = 1 gilt. Sei g € L7(T) beliebig.

Betrachte
jr(/Tf(t,s)ols> dt‘ /‘/ftsds
< [ [ 17ts)lds - g(o)lat.

Aus der Vorausetzung / |f(-,s)|ds € LP(T) mit Hilfe der Holder-Unglei-

(£)|dt

chung folgt, dass die Funktion ¢ — |g(t)| / |f(t,s)|ds integrierbar ist. Mit
T

dem Satz von Fubini kénnen somit die Integrale vertauscht und anschlie-
end mit der Holder-Ungleichung abgeschitzt werden:

//|fts|ds g(£)|dt = //|fts (£)|dtds

< [ Gl  lgllamyds
= gl - [ IFClusery

Wir zitieren zwei Fakten aus der Funktionalanalysis:

(a) (Darstellungssatz von Riesz) Jedes lineare stetige Funktional auf
LP(T), 1 < p < oo ist gegeben durch

o) = [ s(hp(tdt Yo € L'(T)

fiir ein ¢ € L9(T) mit % + % = 1. Fur die (Operator-) Norm des

Funktionals
el = sup AP
peLP (T ||§9||Lv
¢#0

gilt [[£]] = ligllzs(m)
(b) (Eine Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach)

(o)
H(PHLP(T) = sup -
I lineare H H
stetige Funktionale auf LP

Mit (a) konnen wir die obige Abschitzung folgendermafien interpre-
tieren: Fiir alle linearen stetigen Funktionale ¢ auf LP(T) gilt:

(fresas)| < L olo

Mit (b) folgt daraus die Ungleichung

s < [ 17
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BEWEIS VON Satz 1.28. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass
lim | fz = fllrery =0,
wobei fr := f(- — 7) ist. Sei € > 0 beliebig. Wahle 0 < § < 7t so klein, dass
sup || fr — fllr() sup [knllr () <e.

|t|<é

Betrachte nun

(k% £) (1) — o [ k@t = 0pdr = ) [ Kol
:E/qun(ﬂ( f(t=1)— f(t)dt

Mit Lemma 1.29 folgt daraus
Ik = Flluscry _m = [ Ik @)= = Pl
= o [ @ 1A =) = flomde

Wir zerlegen das Integral auf der rechten Seite in zwei Teile:

1 o
b= [ @l = fllomdr
< sup [lfe — fllumg [ Ika(r)ldr <&
|t|<d
und
1
B= g [ @ flurde
< sup ||fe - fum o [ Ik(@ldr —o.
|T|<m T\(—4,9) oo
Folglich ist

limsup ||k, * f — fllr(T) < €

n—o0

Da e > 0 beliebig ist, erhalten wir
r}l_{r.}o lkn* f = fllLrer) = 0.

Kororrar 1.30. Sei 1 < p < oo. Fiir f € LP(T) gilt
oulf,) — fin LP(T),
. in LP
Alf, ) — f in LY(T).

Kororrar 1.31 (Trigonometrischer Approximationssatz). Trigonometri-
sche Polynome sind dicht in LP(T), 1 < p < co.

KoroLLAR 1.32 (Eindeutigkeitssatz). Seien f,g € LY(T). Gilt f(n) =
g(n) fiirallen € Z, so ist f = g f.ii.
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BEWEIS. Aus f = g folgt 0,(f,-) = 0y(g,-) fiir alle n € Z. Daher ist
If =&l =0, dh. f = g fast tiberall. 0

KoRroLLAR 1.33. Sei X = C(T) oder X = LF(T),1 < p < oo. Die Rand-
wertaufgabe

Av=0 in By(0) C R?
v=g  aufdB;(0)
mit g € X besitzt genau eine Losung. Sie ist durch v(r,t) = (P, * g)(t) gegeben.

Genauer: Zu jedem g € X existiert genau eine harmonische Funktion v(r, t) mit
lo(r,) — glix — 0.

Bewers. (1) Laplaceoperator in Polarkoordinaten lautet

AP 10 1
o2 ror  r2of2
Wir wollen die Reihe
(Prxg)( Z f r‘”‘ei”t, r<l1

nez
differenzieren. Dafiir brauchen wir das folgende Kriterium: Wenn die Rei-

he Z u x) gleichméBig in (a,b) konvergiert, dann ist

nez
d (o] (o]
T L wi(x) = Lui(x)
j=1 j=1
Berechne
Ar|n\emt |n[(|n| )r|n\—2eint+
+ |n|rlM=2eint — p2pln1=26imt — 0 fiir |n] > 2.
Fir |n| =1 gilt

1 ., 1 4
Ar|n\e1nt A}’eilt 7e:|:1t o 7e:i:1t —0.
r r

Fiir n = 0 ist A const = 0. Also ist P, ¥ ¢ harmonisch in B;(0).

(2) Die Grenzwerteigenschaft ist bereits bewiesen (s. Korollare 1.26 und
1.30).

(3) Eindeutigkeit.
(a) X = C(T). Definiere

B v(r,t), r<l,
o(r,t) = {limv(r,t) =g(t), r=1

r—1

BEHAUPTUNG 1. Die Funktion 7 ist stetig auf By (0).
BEWEIS. Sei (1, t,) € B1(0) eine Folge mit r, — 1, t, — t. Dann gilt
[0(rn tn) =01, 1) < [0(rn, tn) —0(1, tn)| + [0(1, £n) —0(1, £)]
= [0(rn, tn) = 0(1, tn)| + |(tn) — g(£)].
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Der erste Term auf der rechten Seite konvergiert gegen Null fiir n — oo
nach der Definition von ©. Der zweite Term auf der rechten Seite konver-
giert gegen Null, denn g ist stetig.

Nun wollen die Eindeutigkeit der Losung zeigen.

BEHAUPTUNG 2. Sei u € C2(B1(0)) N C!(B1(0)) harmonisch. Dann ist
u(r,t) = (Pr+o)(t)
fiir ein ¢ € C(T).
BEwETs. Setze ¢(t) := u(1,t). Betrachte
w(r,t) :=u(r,t) — (P x @) (t).

Die Funktion w ist harmonisch und es gilt w(1,¢t) = 0. Mit dem Maxi-
mumsprinzip fiir harmonische Funktionen (s. Vorlesungsskript zu partiel-
len Diffrenzialgleichungen) ist w(r,t) =0 fir alle 0 < r < 1.

(b) Fir X = LP(T), 1 < p < oo, konnen wir die Aussage noch nicht
beweisen. Mit solchen Fragestellungen beschiftigt sich Harmonische Ana-
lysis. U

AUFGABE 1.34. Losen Sie die Randwertaufgabe

Au=0 in B;(0) C R?
u=g aufdBq(0)

mit g(t) = sin 2t.

1.6. Lokale Summierbarkeit von Fourierreihen

Satz 1.35. Sei (ky) eine Dirac-Folge, f € L'(T), ty € T. Es gelte

(1) lim sup |k,(t)] =0 Vo e (0, )
e I<|t|l<m

oder

(2) f e L™(T).

Dann gilt:

(a) Ist f stetig im Punkt to, so ist (k, * f)(to) — f(to);

(b) Ist die Dirac-Folge (k) symmetrisch, d.h. k,(—t) = ky(t), und
lim f(to+h)+ f(to—h)
h—0 2

=: L existiert, so gilt (k, * f)(to) — L.
n [ee]
BEWEIs. (a) Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle 0 < § < 7 so klein, dass

sup |[ku |1y - max |f(to — ) — f(to)| <e
nelN [T]<é
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Betrachte
ka f)00) — f0)] = \ [ k(@) (Pt — )~ (1) de
<o wr (Ol (ko —7) — fto)| de
+ % [ Wl Uflto =) = fto) e
=L+ b.
Fir I gilt

Ilgﬁfn‘i);\f(to—r To\/|k )|t < e.

Unter Voraussetzung (1) gilt

b < sup [ku(t)|5lflto— ) — flto)ld

s<|t|<m

< sup |ku(t (271/ If(to—7 |dT+|f(t0)|>

s<|t|l<m
= sup [ka(O)[ (IfllLim) + [f(t0)]) —= 0
2P a0 (1 lcr) + 170001 =

und unter Voraussetzung (2)

1
< 21 * .
I 27 /5<|T<7r‘kn<r>‘dT(HfHL (T)—i_‘f(tO)‘) H—OO>O

(b) Wegen der Symmetrie des Integralkernes k() ist

(% £)(10) = 5= [ kal0) (00 =) + Flto + 1)) T

Sei € > 0 beliebig. Wahle 0 < § < 7t so klein, dass

1
5 Sup [knllr1ery sup |f(to —7) + f(to +7) —2L[ <e.

nelN 0<t<d
Betrachte

ke (ko) = L1 < 5 [ I (OIIf(to —7) + Flto + 1) — 21]de
_m/rk )IIf(to =) + flto+7) —2LIdT

o [ HalIfto =) + flto +7) —2LIde
=L+ 1.
Fir I gilt

1
I < o sup |f(lo—7)+ fto +7) 2L|/ Ik (7)|dT

0<t<é

1
ZEHkHHU sup |f(to—71)+ f(to+7T) —2L| <&

0<T<
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Unter Voraussetzung (1) ist

b < sup k()] (20fllur +L) — 0

0<T<LTT

und unter Voraussetzung (2)

1 T d
< — © .
L < 5 [ k()T (20 fllimer +2L) = 0

U

BEMERKUNG. Spiter beweisen wir, dass k, x f — f fast iiberall fiir jedes
f e LY(T).

Was ist mit der Konvergenz der Fourierreihe selbst? Also fiir k, () =
D, (t)?

Sa1z 1.36 (Dini-Kriterium). Sei f € L'(T). Gilt

LU 1 +9)+ £l =) =2 (0] § < o0

fiiir ein t € T, so konvergiert die Fourierreihe Y, f(n)e™ gegen f(t).

nez
BEweEis. Betrachte die Differenz
St ZN/D” f(t—s)—f(t))ds
2n/o Du(s) (f(t—s) — f(t))ds

o [ Da(s) (=)~ F(1) ds

o [ Due) (=) - (1) s

:27T0

+ o [TDu) ((e+5) — £(1) ds
= o [ Du) (Flt+5) + £ = 5) — 2£(6)) ds

27 Jo

Das Integral auf der rechten Seite ldsst sich schreiben als

;T/()nsin<n+;>ssm(s f(t+s)+f(t—s)—2f(t)ds

s/2) s
Hier ist die Funktion ( 72) beschriankt und flt+s)+f (; —s) = 2f()
integrierbar. Nach Lemma von Riemenn-Lebesgue strebt das Integral ge-
gen Null fiir n — co. U

Satz 1.37 (Jordan-Kriterium). Sei f € LY(T), to € T beliebig. Ist f €
BV (to — €0, to + €9) fiir ein g9 > 0, so konvergiert Y f(n)e™o gegen %(f(to +

nez
0) + f(to —0)).
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BEMERKUNG. Die Existenz der einseitigen Grenzwerte f(tg £ 0) folgt aus
der Voraussetzung f € BV (ty — €0, to + €9). Wir diskutieren diese Aussage aus-
fiihrlich.

BEHAUPTUNG. Eine Funktion ist genau dann von beschrinkter Variation,
wenn sie sich als Differenz zweier monoton steigender beschriinkter Funktionen
darstellen liisst.

Bewers. Sei f € BV([a,b]). Setze u(x) := Var,,(f). Offenbar ist u
monoton wachsend. Setze v(x) := u(x) — f(x). Seien x,x" € [a,b], x < ¥/,
beliebig. Dann gilt

U<x/) - U<x> = Var[u,x’] (f) - Var[u,x] (f)
= (f(x') = f(x)) = Varp o« (f) = (f(x') = f(x))

Offenbar gilt Var|, ,(f) > [f(x") — f(x)| und somit o(x') —v(x) > 0.
Umgekehrt, sei f(x) = u(x) — v(x) mit u, v monoton wachsend und be-
schrankt. Dann gilt

|f(xi) = f(xima) | = [u(xi) —o(xi) — u(xiz1) + 0(xi-1)|
< u(xi) —u(xio1)| + |o(xi) — v(xi-1)|-

Folglich ist

n

Var(f) = sup 1 |f(xi) = fxia)]

a=x9<x1<...<x;=b =

< [u(b) —u(a)| + [v(b) — v(a)].

BEHAUPTUNG. Jede monoton wachsende beschrinkte Funktion besitzt einsei-
tige Grenzwerte.

BEWEIS. Seien x € (a,b] und § > 0 beliebig. Die Menge f((x — 4, x))

ist nach oben beschriankt, d.h. A := sup f(y) < oo. Also existiert zu
ye(x—6,x)

jedem ¢ > Oein x, € (x —J,x) mit A —e < f(x,) < A. Aufgrund der

Monotonie folgt A —e < f(x,) < f(x) < A fir alle x € (x,,x), d.h. der

einseitige Grenzwert lim, ., f(x) existiert und gleich A ist.

BEwEIs VON Sarz 1.37. O.B.d.A. sei ty = 0. O.B.d.A. sei f monoton
wachsend auf (—¢,¢). Es genitigt zu zeigen

lim o= [" Du(Df ()t = S (7(0+) + F(0-)),
Wegen
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geniigt es zu zeigen

lim — / Dy(t)f(H)dt = % £(0+)
0
O.B.d.A. sei f monoton wachsend mit f(0+) = 0.

Sei € > 0 beliebig. Wéhle § > 0 so klein, dass 0 < f(t) < e fiir alle
0 <t < 4. Wir zerlegen das Integral in zwei Teile:

s 0 T
| Dttt = [ Duthf(dt+ [ Da()f(t)at.
BEHAUPTUNG 1. (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, g :

[2,b] — R funktionen, f monoton und g stetig. Dann gibt es ein § € [a,]],
so dass

[ g =gt [ sar+ o) [ sar

Bewels. O.B.d.A. sei f monoton wachsend. Setze

(1) Fir f € C'([a, b)) ist der Beweis sehr einfach. Mit der partiellen
Integration erhalten wir

b t=b b /
| fogat = fcwis - [ recmar

wobei f’(t) > 0. Mit dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt
die Existenz eines ¢ € [a, ]| so, dass

[ s = reco) - 6@ [ oar
= f(b)G(b) — G(§)f(b) + G(§)f (a)

4 b
= f(a) / g(t)dt+ f(b) /g g(t)dt.

a

(2) Im allgemeinen Fall gentigt es zu zeigen, dass es ein ¢ € [a, b] gibt
mit

FO)6E®) ~ @G ~ [ fBgd = (F6) ~ f(a)) G(&).

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen gilt dies dann, wenn

() — f(@)) minG < FD)G(O) ~ f@)Gla) ~ [ F(B)g(a
< (F(b) - f(a)) maxG.
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N-1

Sei [a,b] = |J [tk tip1] mit t < teyq eine Zerlegung des Intervalls
k=0
[a,b]. Offenbar gilt

f(B)G(b) — f(a)G(a) = ), (f(tr1)G(ter1) — f(B)G(t))
= ), (f(tkr1) — f(t)) G(tks1)

+ 2 f(t) (G(tes1) — G(t)) -
Wegen

N-1

U@)—f@»mmcf;giuaﬂn—fumﬂxuﬂ>
=0
< (f(b) — f(a)) maxG

geniigt es zu zeigen, dass

L £(8) (Glten) ~Glw) — [ fjgiosar
=0 a

N-1 b1
=% [ 0t - g

k=0 "'k

beliebig klein gemacht werden kann.

Ist f stetig, so gibt es ein & > 0 so dass |f(t) — f(s)| < e fir alle
s,t € [a,b] mit |t —s| < J. Fiir jede Zerlegung des Intervalls [a,b] mit
|t — | <O gilt

N-1 trta
Y [ ) ) st

k=0 7tk

N-1 bt
= RO EVOIHOI

k=0 7tk

<e [Istola

Sei nun f nicht stetig. Dann besitzt f hochstens abzédhlbar viele Unste-
tigkeitsstellen. Daher ist die Menge

X:={telab]|f(t+0)—f(t—0) > u}
fiir jedes u > 0 endlich. Wahle ein

£

< ———.
4 [ |g(x)|dx

Setze
5= ‘
- 2[X[(f(b) — f(a)) max [g(s)|

s€(a,b]
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Wahle eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b] mit f; 1 — t < 0 fiir
allek =0,...,N — 1. Dann ist

N-1 trta €
) /t f () = f(B)] |g(8)]dt < [X]o(f(b) — f(a)) max [g(s)] = 7.
k=0 k

— s€la,b)
[t b ]NXAD
Die Menge
S :=[a,b]\ U (te tk) = U [t tiet]

[t ka1 N X#ED [t tra1 N X=D
ist kompakt. Zu jedem t € S gibt es eine Zahl r(t) > 0, sodass
Ft+20(8) - £t —2r(8)) < 20,
denn llqg(l)( f(t+h) — f(t —h)) < u. Folglich gibt es eine endliche Uberde-
ckung von S mit offenen Intervallen
(1 —2r(ty), t1+2r(t;)), l=1,...,M.

O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass jedes Teilintervall [f, tx, 1] in einer
der Uberdeckungsmengen (t; — 2r(t;), t; +2r(t;)) liegt, sonst kann die Zer-
legung des Intervalls [a, b] verfeinert werden. Also ist

ftesn) = f(t) < 2.

Folglich ist
N-1 tet1 b Pl
[ IR = F0)l1g(0)lat <2 [ Ig(t)lat < 3.
k=0 b a
[tetrs|NX=D

Wenn wir die Funktion f umdefinieren und setzen f(a) = f(a+), f(b) =
f(b—), bleibt die Funktion f monoton wachsend. Mit dem zweiten Mittel-

wertsatz konnen wir schreiben
5

5 :
/()Dn(t)f(t)dt:f(o+)/0 Dn(t)dt+f(5—)/§ D, (b)dt.

=0
Also ist

/0” Da(£)f(H)dt = £(5—) /; D, (#)dt + /; Do (£)f(£)dt.

Das zweite Integral strebt gegen Null fiir n — oo nach Lemma von Riemann-
Lebesgue. Ferner ist f(6—) < e. Somit gentigt es zu beweisen, dass / i D, (t)dt
gleichmaflig beziiglich ¢, 6 und n beschrankt ist. ‘
BEHAUPTUNG 2. f D, (t)dt ist gleichmé&Big beschrankt beziiglich n € IN
und J > 0. !
BewEIs. Betrachte zunachst

5 sj By o n+1)é g
/ sm(ntJr 5) at° (n;l/Z)t/( 1) Sl?Sds:Si<(n+;)§>,
0 0
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wobei die Funktion

v
Si(x) ::/ S8 4
o s

wird als Integralsinus bezeichnet. Wegen

d_.
a&(x)—o & x=kn, kelN
und
d—ZZSi(x) _ cosx B sinzx ~(—1f
dx =kt X x=km X x=krr 7T

besitzt der Integralsinus lokale Minima an den Stellen x = 2k, k € IN
und lokale Maxima an den Stellen x = (2k — 1), k € IN. Offensichtlich
gilt Si(7r) > 0. Betrachte

27 o3
Si(277) = Si(7) +/ s
7T

T sins T sins
:/ —ds—/ ds > 0.
0 S 0o s+ 7T

Analog erhélt man

T sin s T sins T sins
Si(37) — ds — /
i(37) 0o s ’ os—i—rcs os—|—27'cs
o
</ ﬁds
0o S
und
7T 1 7T 1
Si(3m) > Mgs— [ M5 = 0.

0 S 0 S

Durch rekursives Anwenden dieser Analyse erhdlt man die zweiseitige
Abschétzung
0 < Si(x) < Si(mr) =1,851937....

Nun betrachte das Integral

Ssin((n+3)t) . [osin((n+3)t)
/0 sint/2 d —2/0 t d

¢ 1 1 2
+/0 sin ((n + 2)t> (sint/2 - t) dt.

1 2
lim(———--) =
0 (sint/2 t) 0

1 _ 2
sint/2 t

(0, 7). Nach Lemma von Riemann-Lebesgue konvergiert das zweite In-
tegral in () gegen Null fiir n — oo. Folglich ist dieses Integral ebenfalls
gleichmaflig beschrankt.

(*)

Der Grenzwert

und somit ist die Funktion ( ) integrierbar auf dem Intervall

B
Nach Behauptung 2 ist das Integral / D, (t)dt gleichmiBig beschrankt
¢

beziiglich ¢, 6 und n. Daher existiert ein C > 0 sodass

#6-) [ Dutoyar| < ce
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d.h.

lim sup
n—oo

/g " Du(t) f(t)dt‘ < Ce.
0

Die Konvergenzkriterien von Dini und von Jordan sind unabhéngig
voneinander. Um das zu sehen betrachten wir zwei Funktionen

1
f(t) — ) |logt/2m|” O<t<m
0, —nT<t<O0

und

t*sinl 0<t<m
t — tl —_—
3(t) {0, T <t<0

fir ein @ € (0,1). Die Funktion f ist beschrankt und monoton wachsend,
somit erfiillt das Jordan-Kriterium. Jedoch erfiillt sie das Dini-Kriterium
nicht, denn

/" f() +f(=t) =2f(0)] 5, _ /” b _
0 t 0 t|log 5|
Die Funktion g ist nicht von lokal beschrénkter Veriation in jeder Umge-
bung von t = 0, denn

d 1 1 1
—t*gin -~ = at* lsin T 2 cos T

dt t
ist nicht absolut integrierbar. Andererseits gilt

Tlgt) +g(=t) —=280)] ., [TIgB] , [T e
/0 dt—/o Tolt_/ot 1

t

c0.

1
sin'dt
t

(o)
S:zl/t/ s ! sins|ds < co.
1/7
Also erfiillt die Funktion ¢ das Dini-Kriterium, aber nicht das Jordan-
Kriterium.
Eine Verallgemeinerung von beiden Kriterien stellt das de la Vallée
Poussin Kriterium dar.

Satz 1.38 (de la Vallée Poussin Kriterium). Sei f € LY(T), tp € T
beliebig. Ist die Funktion

o(t) = 1 [ (Flto )+ flto—5) — 2f(t0))ds

von beschrinkter Variation im Intervall (0,¢0) fiir ein eg > 0, so ist die Fourier-

reihe ) F(n)e™o konvergent. Gilt (0+) = 0, so ist der Grenzwert f(to).
nez

Erfiillt eine Funktion die Voraussetzung des Jordan- oder des Dini-
Kriteriums, so erfiillt sie auch die Voraussetzung des de la Vallée Poussin-
Kriteriums. Fiir den Beweis diese Aussage brauchen wir folgendes Ergeb-
nis.
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BEHAUPTUNG. Sei ¢ eine Funktion beschrdnkter Variation in einem In-
1 X
tervall (0,¢0). Dann ist auch G(x) := p / ¢(f)dt von beschrinkter Varia-
0
tion in (0, €).

Beweis. O.B.d.A. sei ¢ monoton steigend und beschriankt. Die Funktion
G ist fast tiberall differenzierbar mit

iy = 8 1 /x
G'(x) = p, 2 o g(#)dt.
Wegen der Monotonie von g gilt

[ stde < [ gar = xg(x).
Also ist

G'(x) > &—ﬁzo,
x x
d.h. G ist monoton wachsend.

Sein nun g eine Funktion beschriankter Variation in einem Intervall
(to — €o,to + €0) C T. Dann ist s — f(to+s)+ f(to —s) — 2f(tp) von
beschrankter Variation. Nach der Behauptung ist

o) = 3 [ (Flto+9)+ fto—5) —2f (10))ds

ebenfalls von beschrankter Variation. Also impliziert die Jordan-Bedingung
die de la Vallée Poussin-Bedingung. Nun sei die Funktion

_, f(to+3) + flto —s) —2f(to)

S

S

integrierbar. Dann ist

¥(t) = /Ot f(to+5)+f(fso—5) —2f(t) 4

von beschrdnkter Variation. Wegen der Identitét

o) =1 [ swas =0~ [ vioar

folgt mit der Behauptung, dass ¢ auch von beschrankter Variation ist. Also
impliziert auch die Jordan-Bedingung die de la Vallée Poussin-Bedingung.

Kororrar 1.39. Sei f € C(T) NBV(T). Dann konvergiert die Fourierreihe
von f fiirallet € T gegen f.

AUFGABE 1.40. Sei f € C(T) NBV(T). Dann konvergiert die Fourierreihe
von f gegen f gleichmiifsig.
Satz 1.41. Sei f € LY(T).
(1) Ist f stetig im Punkt to € T und f(n) = O (L), so konvergiert die
Fourierreihe Y f (n)el™ gegen f(to).
() Ist f € C(T) und f(n) = O (%), so konvergiert die Fourierreihe
Y f(n)el"t gegen f(t) gleichmiifig.
BEwEIs.
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(1) Nach Satz 1.35 ist oy, (f, to) — f(to).
(2) Nach Satz 1.25 ist 0y, (f, t) — f(t) gleichmaBig.

Dass auch die Partialsummen der Fourierreihe dieselbe Konvergenzeigen-
schaften wie ihre Cesaro-Mittelwerte haben, folgt aus dem folgenden Er-
gebnis:

AUFGABE 1.42. Ist die Reihe Y c,, Cesaro-summierbar mit Grenzwert s und

cn = O (%), so konvergiert die Reihe Y " c, gegen s.
Hinweis: Benutze das Kriterium (Satz 1.19) fiir die Cesaro-Summierbarkeit.

1.7. Konvergenz von Fourierreihen fast iiberall (Ausblick)

Satz 1.43 (Kolmogorov). Es gibt ein f € L'(T), dessen Fourierreihe iiber-
all divergent ist, d.h.

sup [Su(f,t)| =00 fiiralle  teT.
nelN

Der Beweis ist sehr lang und nicht konstruktiv (siehe z.B. Grafakos
,Classical Fourier Analysis”).

SA1Z 1.44 (du Bois Reymond). Es gibt ein f € C(T), dessen Fourierreihe
im Punkt t = 0 divergent ist, d.h.

sup [Su(f,0)] = oo.
nelN

BEMERKUNG. (1) Nach Satz 1.44 existiert ein f € C(T), dessen Fou-
rierreihe in endlich vielen Punkten t € T divergent ist.
(2) (Katznelson) Es gibt ein f € C(T) und eine dichte Nullmenge N C T,
so dass

sup |Su(f,t)| =00 fiiralle  t€ N.
nelN

Es gibt zwei prinzipiell verschiedene Beweise von Satz 1.44

(1) Analytisch und konstruktiv (Fejer),
(2) Funktionalanalytisch und nicht konstruktiv.

Wir diskutieren den funktionalanalytischen Beweis.

BEWEIS VON SaTz 1.44. Sei T, : C(T) — C, f — S,(f,0). Die Ope-
ratoren T, sind linear und beschriankt, denn

| Tuf| = Su(f,0)[ = [(Dn* £)(0)]
:;T‘ADH(T)f(o—T)dT

< IDallpagry 1 flleocry = 1 Tall < 1Dl ry-

BEHAUPTUNG 1. ||Ty|| = |[ Dyl 111

BEWEISs. Sei ¢ > 0 beliebig. Sei I, C T die Vereinigung offener Interval-
le mit Mittelpunkten

{t € T|Du(t) = 0} = {t € T\{0}|sin <n + ;) t=0}
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und Gesamtlange kleiner als Zni- T Sei g, € C(T) beliebig mit

D) lIgnllzory =1,
(2) gn(t) = gn(—t),
1,  Du(t)>0,t¢ 1,

3) gn(t) = .
@ &) =1"1 p<ote,
Dann gilt
1
Tlgn)| = 3 | [, Du(lgi(ree.
Zunichst betrachte
/ Dy(T)gn(T)dT = [ Du(t)gn(t)dT + / Dy (7)gn(7)dT
T JT\1I, I
:/ |Dn(T)]dT+/ Dy (7)gn(T)d.
T\I, I
Wegen
[ DuDga(e)ar] < [ D] lgn(Dlae
/ Dy (7)|dT
ist
Dy (t)gn(7)dT > — / D, (7)|dT
I}l
und somit

/Dn T)gn(T )dr>/\ IDa(t |dT—/ Dy (7)|dT

_/ Dy (7)|dT — z/ D, (7)|d.

Aus der Ungleichung |D,(7)| < 2n + 1 folgt die Abschitzung

/T Dy (7)gu(T)dT > 278 Dy 1) — 2(211 + 1)
= 27t|| Dy | 1y — 2¢

€
=27t (IDullsgry = — ) lgalliscay
Fiir ¢ > 0 hinreichend klein gilt

2n+1

€
1Dl 1y — p >0

und somit

€
Tu(gn)] = (I1Dallnry = =) lgalliscr)

3
ITull 2 IDullir) — =

d.h.

Da ¢ > 0 beliebig ist, gilt
Tl = [1Dnllrry
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Mit Proposition 1.22 folgt aus Behauptung 1 die Abschéatzung || T, || >
clogn + d fiir gewisse Konstanten c,d > 0.

BEHAUPTUNG 2. Es gibt ein f € C(T) mit

sup [Ty (f)| = o0
nelN

BEwEIs. Angenommen, es gelte sup |T,,(f)| < co fiir alle f € C(T), d.h.
nelN
sup | T, (f)| < Cy fur alle f € C(T). Nach dem Satz von Banach-Steinhaus
neN
(s. Funktionalanalysis) sup || T, || < co. Widerspruch! O
nelN

Existiert eine stetige Funktion mit der Fourierreihe, die auf einer Teil-
menge von T mit positivem Lebesgue-Mafi divergiert? Nein! Das folgt aus
dem Satz von Carleson-Hunt:

Satz 145 (Carleson-Hunt). Sei f € LP(T),1 < p < oo. Dann gilt
Su(f,t) — f(¢) fast iiberall.

Dieser Satz galt lange Zeit als Lusinsche Vermutung (1913), wurde
bewiesen von Carleson (1966) fiir p = 2 und Hunt (1967) fiir 1 < p < co.
Den Beweis findet man z.B. in Reyna ,Pointwise Convergence of Fourier
Series”.

1.8. Integration der Fourierreihen
Sei f € LY(T), ¥ cye™ dessen Fourierreihe. Konvergiert die Fourier-

ne
reihe gleichméflig gegen f, so gilt

/Otf(s)ds =) o /Otei”sds

ne
_ zcn{w"f—l),n#o
nez t,?’l:O

Fiir Fourierreihen gilt wesentlich mehr.

Satz 1.46. Sei f € LY(T) mit der Fourierreihe Y c,e™ (keine Voraussetzung
beziiglich der Konvergenz). Dann gilt

t £,
/ f(s)ds = Y ¢, / e"ds  fiirallet € T.
0 0

nezZ

BEwWEIS. Setze
t
F(t) = /0 (F(s) — co)ds.
Dann ist F(0) = 0 und F(27) = 27co — 27cp = 0. Also ist F € C(T).

BenaurtUNG. F € BV(T).
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BEwEIs. Sei ¢y (s) := max{f(s) —co,0} und g_(s) := —min{f(s) —
co,0}. Dann sind g+ nichtnegativ und

f(s) —co=g+(s) —8g-(5)
und folglich
t t
Ft) = [ gi(s)ds— [ g-(s)ds
Die beiden Integrale sind monoton wachsend. 0

Nach Korollar 1.39 konvergiert die Fourierreihe von F gegen F fiir alle
t € T. Nach Aufgabe 1.40 ist die Konvergenz sogar gleichmafdig.
Wir berechnen die Fourierkoeffizienten von F fiir n # 0:

d= o [T Fwe = o [7 ([ fo)as) e
e 27-[ —7T ¢ o 27T —7T 0 ¢

1 e—int t=+m 1 T o—int 1
:E ()—in +E/nf(t)—indt:fcn'
. _

o in

Also ist c
)a —_ wn _int .
(t) ) e 4 do
neZ\{0}
Fir t = 0 ist F(0) = 0 und somit
dy = — =
nez\ {0}
Also gilt

F= Yy - 3

nez\ {0} ! nezvfoy 1

= ¥ o),

nez\{o}
d.h.

/Otf(s)ds:cot—i— ) ,C—"(ei”t—l)

nez\{oy "

o
= Z Cy / e"ds.
nez\{o} 70

0

. . . c . .

Aus dem Beweis folgt, dass die Reihe Z —~ konvergent ist. Mit
nez\joy

dieser Beobachtung konnen wir trigonometrische Reihen konstruieren, die

in(nt)

S . . . .
ist keine Fourierreihe,
logn

keine Fourierreihen sind. Zum Beispiel Z
n=2
= 1
denn n;z nlogn ist divergent.

sin(nt)

BEHAUPTUNG 1. E fog

n=2

konvergiert fiir alle t € T.
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Bewers. Fiir t = 0 ist die Konvergenz klar. Fiir t # 0 benutzen wir das
Dirichlet-Kriterium:

(1) Die Partialsummen ) a, seien gleichmafig beschrankt,
k<N
(2) by, — 0 monoton fallend.

Dann ist die Reihe Zanbn konvergent.
n

N N
Wir betrachten die Partialsummen ) _ sin(nt) statt ) _ sin(nt):

n=1 n=2
N N it _ Gi(N+1)t
Y sin(nt) =Im ) _ ™ = Im%
n=1 n=1
1 (eit _ ei(N+1)t>(1 . e—it) . (efit _ efi(N+1)t)(1 . eit)
T2 (1—eit)(1—eit)
_ 1sint—sin(N+ 1)t + smNt
T2 1—cost
Somit ist
N
1
Y sin(nt)| < gi
=t 21 —cost

BEHAUPTUNG 2. Die Funktion

B i sin(nt)
N logn

n=2
ist nicht integrierbar.

sin(nt) . . NP,
Bewers. Die Reihe Z log 7 konvergiert gleichméBig fiir alle t € T \
(=9,0), denn
1
——<C
1—cost — °

fir allet € T\ (—4,0). Dann gilt fiir jedes t > 0

T & sin(ns) T sin(ns)
2 logn ds = 2/ logn

ton=2
i cos(ns) ="
n=2 TllOg]’l s=t
B i (—1)" n >, cos(nt)
= nlogn ‘=, nlogn

Es bleibt nur zu zeigen, dass

lim Z cos(nt) e

t—0+ = nlogn
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BEMERKUNG. Es besteht eine Verbindung zwischen Fourier- und Taylorrei-
hen. Es gilt

o8 (1) =~ 1

n=1

fiir alle z € C mit |z| < 2. Setze z = elt:

eit 0 (_1)neitn "
o (1) = £ U - g

n=1 nez
mit

(71)11
G =d 7 n21
0, sonst.

Die Koeffizienten c,, sind die Fourierkoeffizienten der Funktion t — log (1 + %ﬂ)

1.9. Konvergenz im quadratischen Mittel

Satz 1.47. (a) Sei f € L2(T). Dann gilt

Y If(n)? = % /T |f()|>dt  (Parsevalsche Identitit)

nez

und

N

f(t) = lim ) F(n)e beziiglich der L — Norm
N—oo e N

(b) Zu jeder Folge (cN)nez € 12(Z) gibt es genau ein f € L*(T), so dass

cn = f(n).
(c) Seien f,¢ € L*(T). Dann gilt

o [ FWg(dt = T Fongin)

nez

BEMERKUNG. (1) L*(T) und 1>(Z) sind Hilbertriume mit Skalarpro-
dukten

(f, 82Ty = zlﬂ/Tf(t)g(t)dt,

<C, d>lz(Z) = Z F]d]
ieZ
Das Skalarprodukt erfiillt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(u,v)| <
lul[[o]]-
(2) Nach Satz 1.47 ist die Abbildung * : L?>(T) — I?(Z) ein isometrischer
Isomorphismus von Hilbertriiumen, d.h. * ist eine lineare isometrische
Bijektion, die das Skalarprodukt erhiilt.

FUNKTIONALANALYTISCHE BEWEIS. Sei e,(t) = e, n € Z. {¢]j € Z}
ist ein Orthonormalsystem, d.h. (ej, ex);2(T) = Jj fiir alle j, k € IN. Es gelte
(ej, f)i2ry = O fiir alle j € Z fiir ein f € L*(T). Dann sind alle Fourier-
koeffizienten von f Null. Nach Korollar 1.32 gilt f = 0 fast tiberall. Also
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ist {¢j|j € Z} ein maximales Orthonormalsystem, d.h. eine Orthonormal-
basis. Die Aussagen (a), (b), (c) folgen nun aus dem Entwicklungssatz fiir
Hilbertraume. U

ANALYTISCHER BEwEIs. Sei f € L?(T) beliebig, (c,),cz die Fourierko-
effizienten von f. Setze

N .
@(t) == f(t) = ;N cne™

und berechne

27r/| ()Pdt = - /|f (1)[2d t—zln_iNcn/Tf(t)ei”tdt

1 L ) N
S C/ te "tdt + 2
nn:Z—N n Tf< Je nz |cnl

=—N
1 N N N

= o [0Pd = L adi— Y et Y Jal
TJT n=—N n=—N n=—N
1 2 y 2

= — t)|=dt — .
7 Jp FOFdt= 3 o

Also gilt die Ungleichung
Z lcn]* < o / |f(t)2dt, (Besselsche Ungleichung)

die impliziert, dass die Reihe ) |cu|* konvergent ist mit
nez

B RIOIE

nez

N .
(2) Sei (cn)nez € 12(Z) beliebig. Setze Sy (t) :== Y. c,e™.Sei M < N.

n=—N
— [ [Sn(t) = Su(t)|"dt = —— cpe™ + cpe™| dt
2 Jr 27 J1 n=—N n=M+1
_Afl 2 i 2
= lca|” + |cy|” ——— 0.
n=—N n=M+1 N,M—ro0

Also ist (Sn(t))nen eine Cauchyfolge in L?(T). Wegen der Vollstandigkeit
von L2(T) ist diese Folge konvergent, d.h. || f — SNli2ry — O fiir ein f €
L*(T).

Wir berechnen nun die Fourierkoeffizienten der Funktion f:

Fn) = o [ F0)e™ = fen, e

BEHAUPTUNG 1. (ey, f)2(T) = ;}ij{}o<€nrsN>L2(T)-
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Bewers. Mit der Cauchy-Schwarzchen Ungleichung erhélt man

[(en, f) = (en, Sn)| = [(en, f = SN

< lleallzml1f = Snllzzery = 0

Also gilt

~ L —mt 1 Cns ‘7’1’ S N’
f(n) = lim (e, Sn) = 7'[]\111310/ Su(t df = lim, {0, In| >N

und daher /?(n) = ¢y, flir alle n € Z. Somit ist die Aussage (b) bewiesen.
(3) Sei f € L*(T) beliebig. Wegen (1) ist die Reihe ) _ |f(n)|? konver-

nez
gent. Nach (2) existiert eine Funktion g € L2(T) mit g(n) = f(n) fiir alle

n € Z und
N
¢(f) = lim Z f(n)ei”t

N—oo He—N

beziiglich der L2- Norm Nach Korollar 1.32 gilt f(t) = g(t) fast tiberall.
Setze Sy (t Z f Yel,

- 2 2
BEHAUPTUNG 2. Es gilt I\ljgr;o ISnlT2ery = I lI2em)

Beweis. Betrachte
IS8 11Z2(r) = 1 1IZ20r) = (S, Sn) = (£, f)
= (Sn,Sn) = (SN, f) + (SN, ) = {f. f)
= (SN, S8 = f) + (Sn = f, f)-
Nun erhalten wir mir der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
158122y = Iy | < 1(Sn,Sn = )1+ 1(Sn = £.£)]
< ISnll2m IS = fll2emy
+ IS8 = flle2em) L Nl 2y
<2|Sn = fll2emy L f 12 emy oo 0.

Hier wurde in dem letzten Schritt die Abschdtzung

N ~ -~
1SN 1172 0r) = ;le(ﬂ)lz < Y IFm)P =1IflIzzm

nez

benutzt.
Also ist || f |2, (T) = Lnez |f(n)|2. Die Aussage (a) ist somit bewiesen.

(4) Seien f,g¢ € L?(T) beliebig. Analog zu Behauptung 2 lasst sich
zeigen, dass

lim (Sn(f,-),Sn(8 )iz = (f/ &) 12(m)

N—oc0
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Wegen

N
(Sn(f,),Sn(g Nr2my = Y, f(n)g
n=—N
ist somit die Aussage (c) bewiesen. 0
Mithilfe der Interpolationstheorie, genauer des Interpolationssatzes von
Riesz-Thorin, kann man zeigen, dass die Abbildung = : LP(T) — (1(Z)

fir alle p € (1,2), p ' + g~ ! = 1, wohldefiniert und stetig ist. Fiir alle
f € LP(T) gilt die Ungleichung von Hausdorff-Young:

IFllen < 11fllocmy-

Umgekehrt gibt es zu jeder Folge (c;)nez mit Y |cu|P < oo eine Funktion
nez

~

f € L1(T) mit f(n) = ¢, und

1/p
£ llLaery < (Z !cnl’”> -

nez

Der Satz von Hausdorff-Young gilt nicht fiir p > 2!

1.10. Die Wiener-Algebra und der Satz von Bernstein

DErFINITION 1.48. Sei
A(T) == {f € L) | 1 |f(n)] < oo}.
nezZ
Offensichtlich ist A(T) ein Vektorraum.

LEMMA 1.49. Ist f € A(T), so ist f fast iiberall stetig. Genauer: Die Funk-
tion f kann auf einer Nullmenge so abgeindert werden, dass sie stetig wird.

Bewers. Ist f € A(T), soist ) | f(n)| konvergent. Daher ist
nez

Z f(n)ei”t

[n|>N

< Y 1fm)] —=o.

sup
In|>N N—o0

teT

Also konvergiert die Reihe ) f(n)ei”t gleichméafiig und folglich ist die

nez
Funktion o
t— Y f(n)e™
neZ
stetig.
Andererseits folgt aus ) |f(n)] < oo, dass ) |f(n)]* < oo, denn
nez nez

x?> < x fir x € [0,1]. Nach Satz 1.47 ist f € L*(T) und mit Satz von
Carleson-Hunt (Satz 1.45)

fiHy=13, F(n)et fast tiberall.

nez

U
LEMMA 1.50. Die Abbildung™: A(T) — (*(Z) ist eine lineare Bijektion.
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Bewers. Die Injektivitdt folgt aus dem Eindeutigkeitssatz (Korollar 1.32).
Fiir den Beweis der Surjektivitit sei (c,),cz eine beliebige Folge in ¢1(Z).

Betrachte
) — Z Cneint
nez

Wie oben zeigt man, dass diese Reihe gleichmifiig konvergent ist und
somit ¢ stetig ist. Also ist g € L(T). O

LEmMA 1.51. Das Funktional

f flam = 1flloz = X If(n)

nez

ist eine Norm auf A(T).

BewErs. Ist || f[|4(1) = 0, so ist f(n) = 0fiiralle n € Z und somit f =0
fast tiberall. Die anderen Normaxiome lassen sich einfach iiberpriifen. [J

LemMa 1.52. CY(T) C A(T) und fiir jedes f € C'(T) gilt
1A lacry < If e ery + 20 Nl ey
Beweis. Sei f € C!(T) beliebig. Dann gilt

71nt
27T/f a
—in : 1 —i T
= o e T~ (imo [ f(e Mt = infln).
Da f stetig ist, ist f' € L?(T) und

I 2y = X 1P )P = X Inf(m)P?

nez nez

Mit der Ungleichung von Cauchy-SChwarz erhalten wir

Y Ifml= Y P ,Inf( )|+ |£(0)|

nez neZ\{0}
1 1/2 1/2
s( ). n2> ( Y Inf(n)|2> +1£(0)|
nez\{0} neZ\{O}

2 PR—
< Jeom [1r P+ o [ 5(0)a
< fllzeoery + 20 Ml o)
denn 7t < 2+/3. O

Lemma 1.53. Der normierte Raum (A(T), || - | 4(r)) ist vollstindig.

BewEis. Der normierte Raum ¢}(Z). Da~: A(T) — ('(Z) eine Bijek-
tion ist, gentigt es zu zeigen, dass - stetig ist. Das folgt aus der Definition

der A(T)-Norm: [|Flli(z = lIf lacr), dh. [Fl| = 1. O
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Nun definieren wir die Faltung zweier Folgen a,b € (*(Z) durch
(axb)(n):= Y af —m) =Y a(n—m)b(m).
meZ meZ

Die Faltung liegt wieder in ¢1(Z):

laxbllpz) =), | ), a(m)b(n—m)
neZ \mezZ
<) ), la(m)|[b(n —m)]
neZ meZ
=) ) lam)|[b(K)| = llallo(z)lbllnz)
nezZ ke?

AUFGABE. Beweisen Sie die Youngsche Ungleichung fiir Folgen: Seien 1 <
1 1 1
p,q,v < oo, sodass — +§ =1+ P Ista € tP(Z),bel1(Z) sogiltaxb e

0'(Z) und
laxbllez) < llallerz) 16l e(z)
DErINITION 1.54. Ein Banachraum X mit Multiplikation X x X — X heift
Banachalgebra, falls gilt
(1) (X, +,-) ist eine assoziative C-Algebra, d.h. die Multiplikation ist bili-

near (ax + Py) -z =ax-z+py-z z-(ax+Py) = az-x+Pz-y
und assoziativ;

@) llx-yll < x|yl

Satz 1.55. A(T) mit Punktweiser Multiplikation von Funktionen ist eine
Banachalgebra. Sie heifit die Wiener-Algebra.

Bewers. Es gentigt zu zeigen, dass fg € A(T) und || fgllacr) < Ifllacm)
gllacr) fir alle f,¢ € A(T). Seien f,g € A(T) beliebig. Dann ist das
Produkt fg fast tiberall stetig und somit integrierbar. Wir berechnen seine
Fourierkoeffizienten und benutzen dabei, dass A(T) C L*(T):

_ % / F(B)g(te mdt

27_[/ (Z Fm 1mt> (H)e i dt

meZ
— e—i(n—m)t
T fomg [ 5 dt
= sz m)g(n —m) = (f *&)(n).

Mit der Youngschen Ungleichung fiir Folgen erhalten wir

If8llenz = 1F*8lnz < 1fla@ o
d.h. [fgllacr) < I flamligllacr- O
SaTz 1.56 (Bernstein). Sei f € C%*(T) mit 1/2 < « < 1. Dann ist f €

A(T) mit
£ lacry < Callfllconcm)
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Hier ist C, > 0 eine Konstante, die nur von a abhingt und

1l coacry = I llmx +5,§%W
t;és

die Norm im Holder-Raum C%%(T).
BewErs. Wir brauchen die elementare Ungleichung

2t

(1.3) et —1| > -

t e [—m, .
Wegen

; t

e —1[> =2 —2cost = 4sin’ 5

2[x|

kann diese aus |sin x| > Y€ [—7/2, /2] gefolgert werden kann.

2
Seien m € Ny, n € Z mit 2" < |n| < 2"T1 beliebig. Setze h = —427:1.
Dann ist
2 27
§:4Zm <Inlh < 22’”+1 TT.

Mit (1.3) folgt daraus, dass

eif 1) > 2|n|h
7

Nun betrachten wir

Yo fmP < X e 1P ()P = L e f(n) — Fn)

2m < || <2m+1 nezZ nezZ

Nach Satz 1.2(c) ist ei”h]?(n) ist der n-te Fourierkoeffizient der Funktion
fn(t) := f(t + h). Daher gilt

). < Y falm) = F@ P =1 = flz2 ey

2n1§‘n|<2m+] nez

< fu = Fmmy < 21 N onery
27_[ 20 )
() Wl

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt daraus, dass

2
Y, fml] < Y, 1 Y. fmP
2m§|n‘<2m+1 2m§|n|<2m+1 2"’§|n|<2’”+1

N 277 2w
<2 v <2 () Ik

om < ‘I’l| <2m+]
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und folglich
Y fml=Y X Ifm)
nezZ\{0} mENg 2m < |n|<2m+1

" 2t \*
S Z 2 /2 (42771) ||f||CO""'(']F)

melNy

= (g) Y 2"/ 270 f]| con

melNp

T/2)"
- ]_(_21/)2—04Hf||C0,a(T),

Wegen

-~ 1
FO = 55 | [ 50| < Wflivgry < Wflcor
erhalten wir dann

. . t/2)"
Y F0)] < Calfleomr mit Co= 2 41

nez

0

BEMERKUNG. (1) Die Voraussetzung o > 1/2 kann nicht geschwiicht wer-
den. Dazu betrachte die Hardy-Littlewood-Funktion

einlogn

f(t) — Z eint.

nelN n

Die Reihe konvergiert beziiglich der L?>-Norm. Die Funktion f liegt nicht in
A(T), jedoch gilt f € COV2(T).

(2) Typische Pfade der Brownschen Bewegung liegen in CO*(R) mit 0 < a <
1/2.

Nun zeigen wir, dass Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion be-
liebig langsam abfallen konnen.

PROPOSITION 1.57. Sei (ay) eine beliebige monoton fallende Folge mit ay >

~

0, oy — 0. Dann existiert eine stetige Funktion f € A(T) mit f(n) = O(ay),

d.h. lim sup m =1.

n—oco &p

BeEwEls. Zu jedem k € IN seien 1, € IN die kleinsten natiirlichen Zah-
len mit 1/a,, > k2. Setze

i)=Y ayem™.

keIN
Wegen
Y fm) =3 Iflm)l=) <} k?<e
neZ kelN keN kelN
liegt die Funktion f in A(T). Offenbar gilt
lim sup fn) = lim f ) =1
n—oo  &n k—oo Ky,
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Man kann auch zeigen, dass die Partialsummen der Fourierreihen ei-
ner stetigen Funktion f stets langsamer als der Logarithmus wachsen, d.h.

Su(f,t) = o(logn).
Satz 1.58. f € A(T) gilt genau dann, wenn f = g *h fast iiberall fiir
¢, h € LX(T).
BEwEls. <" Sind ¢, h € L?(T), so sind gA,ﬁ € (2(Z). Somit gilt mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Y lgxh(n)l = Y 87| < 18ll2z) Il 22
nelN nelN
alsoist g h € A(T).
,="Sei f € A(T) beliebig. Dann ist f € ¢'(Z). Setze
= f(m)? und  dy = signf(n)|f(n)]'/?,

sodass c,d, = f(n). Dann sind die Folgen (c,) und (d,,) quadratisch sum-

mierbar. Definiere
= Y cpe™, ht) ==Y dye™

nez nez

Offenbar sind die Funktionen g und h quadratisch integrierbar. Mit dem
Satz von Fubini erhalten wir

1 —int
g * h <7'c h(t — S)dS) dt

/ dsE /T h(t)e " dr
=8(n )h< ) = Fn)
tur alle n € Z. Somit gilt g * h = f fast tiberall. O

Satz 1.59 (Wiener). Ist f € A(T) und f(t) # O fiir alle t € T, dann ist
1/f € A(T).

Bewers. Fiir beliebiges h € A(T) gilt
o) = sup | ) h(m)e™]| <

teT mez

< Y |h(m)| = ||kl ac)

meZ.

Nach Lemma 1.51 gilt fiir beliebiges ¢ € C'(T)

181 acry < lIgllee(m) + 2018 [l w)-
O.B.d.A. sei |f(t)| > 1 fiir alle t € T. Wiahle ein N € IN so grof3, dass

If = Sn(f )laemy = X 1f(m)] <

Im|>N

OJ\H

Dann ist

Q=

1f =Sn(fr )l <
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und somit
547,01 = [f(B] - [Sn(f,0) — F()] = 5.
>1 <1/3
Wegen
Sn(f,t) — f(t) 13 1
ped sm’ =327 2
1 1 _ 1
f8) fO=Sn(f,) +Sn(f8)  sy(f,1) (1 - Lgfzt()f;];(f))

| <5N(ft)—f(t)>:i (Sw(f,t) = F(B)"

=) SN (f,

Wir zeigen nun, dass diese Reihe auch beziiglich der A(T)-Norm konver-
giert. Dazu betrachte

(Su(f,) = )" ‘ 1
NI <70 AN(SL(F,-) — )" ‘
H SNCE ™ | acry = ISV g 1(Sulf,) = £ laqm)
Fiir den zweiten Faktor auf der rechten Seite dieser Ungleichung gilt

1SN = llagey < ISN(E) = Fllhery < 5

Der erste Faktor kann wie folgt abgeschidtzt werden

1
‘SN(ff‘)”H A(T)
Sn(f,)ec! r(f .
NfgE 1 - Py (n—i—l)SN({Z, )
Sn(f,)" L (T) Sn(f, )" L>(T)

M ape ()10
SN(fo )™ ey
<2 ()" +2me 0 () 1 e

3 1
= Suil +18(n + 1)w|’53\1(fr e (T)-
Folglich ist die Reihe

Also ist

D
n=0
konvergent. Da der normierter Raum vollstdndig ist, konvergiert somit
auch die Reihe

1 (Sulh)—fr

f Sn(f, )l

n=0
beziiglich der A(T)-Norm. Alsoist 1/f € A(T). O

(Sn(f, ) —f)"
SNn(f

’,)n+1

A(T)
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1.11. Das Gibbssche Phianomen
Wir haben bereits die Funktion

-1, —nm<t<O
f(t):: 0, t=0
1, O<t<m

betrachtet. Ihre Fourierkoeffizienten lauten

f(”) = 2

Tin’/

=~ 0, ne€Zgerade
n € Z ungerade

Nach Jordan-Kriterium konvergiert die Fourierreihe } ]?(n)ei”t gegen
nez

f(t) fir alle t € (—m, 7)\{0} und gegen 0 fiir t = 0. Also konvergiert
Y f(n)e™ gegen f(t) punktweise in (—7t, 7). In jedem Intervall (—¢,¢), & >

nez —

0 ist die Konvergenz nicht gleichm&fig! [Sonst wire die Funktion f(t) ste-

tig]
Betrachte die partielle Summe

N int
2e!
Sv(ft)= ). — =
Ly Tin
n ungerade
4 % sin(nt)
. n

n=1
n ungerade
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Wir wollen diese Summe genauer untersuchen. Sei N ungerade.
Betrachte

/ 4 ¢
Sy(f,t)== Y cos(nt)
L

n ungerade

2 N ) .
— E Z (eltn + e*ltn)

n=1
n ungerade

g+ +.. gV =q(1+¢*+...+4")

_ 1_(q2)%+1_ 1_qN+l
=1 1—112 =1 1—6]2

2 1 — elt(N+1) 1 — elt(N+1)
/ _ t —it
= Sn(f,t) = - (e1 e e ! T o

2 [ 1 — eit(N+1) 1 — e it(N+1)
T\ et _eitf il _ it

2 —1+ elt(N+1) 41— e it(N+1)
— eif — o—it

2sint(N +1)

T

sint
Uns interessieren positive Nullstellen von S}, (f,t): in (0, 7t]:

7tk

= ,1<k<N+1
N+1 — = *

te

Untersuche nach Maximum /Minimum:

2 (N+1)cost(N+1)
" o
SN(f't)‘tZtk T sint -
t=t;
2sint(N+1)
T -2 cos|,_, =
7T sin“t k
i
’ \ < 0 fur k gerade
2
=—(N+1) cos(rtk) > 0 fur k ungerade
T . k#N+1
7T
sin | 575
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Berechne (fiir k = 1)

4N sin(ng)
Sn(f t1) == -
N h) = — nZ:l ”
n ungerade
e ()
n=1 Nn—tl N+1
n ungerade
_ 2 fl sin (x'f1) 27
T a3 N1 N+l
n ungerade
2 [Tsint 2
— f/ SMEat = Z5,(m)
N—oo 7T JO t o
1.85H19...
~———’

1.179...

2,(m) = (Wilbraham-) Gibbs-Konstante
Also gilt

SN (f,1(N)) =2, —Si()

,Ausreireifien“um 9% (18% im Vergleich zu 2)
Nun bereche Sy (f, tx) fir k > 1:

2 k7 sint 2
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Wir betrachten noch eine Funktion:

f(t) = %,t € (—m, r] (Sdgezahn) (bereits untersucht)
—~ 0, n=
f(n) = { —1)"t
CU™, nez\{o}
N (_1\n+l N in(t—m)
SN(f/t): Z ( 1) int _ e
L in N n
n#0 n#0
2 % sinn(t — )
B T n=1 n
» N
N(f 1) =—=)_ cosn(t—m)
n=1
N
_ _l Z ein(tfn) + e%n(hn))
T n=1
N N-1 1— gV
9"=q) 9" =4q
nZ:;1 n=0 1- q
/ 1 eml=eNT gl e N
= SN(f’ t) - E € 1 — eilt—m) € 1 — e—i(t—m)
1 [ jia 1—eNi=m jron 1 — g7 INU=T)
= e ? t—m St +e t— ii—m
T e 12 —el'z2 el2 —e 172
B 1 e 1tT (1 ef1N(t77'()) eit*2 (1 _eiN(tfr())
o _E eir_zﬂ — e_lt_Tﬂ
1 —sin(5F) +sin(N+3) (t—n)
- x sin (57)
_ 1sin (5E) —sin (N +13) (t—m)
T sin (tE")
1 t
Sh(Ft) = 0= <N+> (t—m) =27 ok
27tk
S —nT=——
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Uns interessieren die Werte k € IN
Betrachte



KAPITEL 2

Anwendungen der Fourierreihen

2.1. Randwertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen

d2u

¢ € C(T) u € C*(T) (periodische Randbedingungen)
BEMERKUNG. Klassische Theorie der Randwertaufgaben fiir gewohnliche Dif-

ferentialgleichungen (Coddington, Levinson oder Walter) erfordert keine Fourier-
Theorie.

e—im
21

o 1 " —itn _ A / —itn

—zn/Tu (H)e "dt = - Tu(z‘)e dt
1 —itn

+27r /Tg(t)e a

n*i(n) — Mi(n) = ¢(n) =

Die Idee: Multipliziere die Gleichung mit und integriere beziiglich

=1(n) = néjf) falls n* # A

Sei A keine Quadratzahl, d.h. A # n? Vn € Z
= i(n) = ) _ <1>

>

nz— A n?2
Definiere
g(”) int
u(t): = e
ngi n2—A

Die Fourierreihe konvergiert absolut und gleichmiBig = u € C(T)
Ist g € A(T), so gilt
2

A n 5
Y nPla(n)| =Y Y 18(n)]
nez neZ
<C)_ Ig(m)] = Cligllam) =
nez

= u" € A(T) = u € C¥(T)

Sei nun A = m? fiir ein m € INp. Dann funktioniert unsere Vorgehensweise
genau dann, wenn ¢(m) = §(—m) = 0. In diesem Fall sind #(m) und
i1(—m) beliebig. Somit ist die Losung nicht eindeutig, der Losungsraum

60
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2.2. GLEICHVERTEILUNG

ist zweidimensional:
g(l’l) int imt —imt
u(t) = e +Cie™ 4+ C e
e
n?#m?
Kann man andere als periodische Randbedingungen betrachten?
2y
= Au+ g(t) t e [0, ]
(Dirichlet)

o dz
u(mr) =0

mit u(0) =
Bemerke: sin(nt) erfiillt die Randbedingungen Vn € IN. Wir werden diese

Eigenschaft folgendermafien benutzen

Definiere
g(t),t € (0,7
g(t) =40,t=0

—g(t),t € (—m,0)

Also ist § ungerade =
1 - _
5 / F(t)e Mtdr "=

1 / g( mtdt 2 / 1ntdt

= —&(-n)
= L §me = §(0)+ T §n)e
N AP
I
— Y &n)e ™= Z &(n)sin (
nelN €N
Suche die Losung mit dem Ansatz
= ) Cysin(nt)
nelN
= —u"(t) = Au=Y_ (n* — A)Cysin(nt)
nelN
_ 2ig(n)
=Cy = P

2.2. Gleichverteilung

Seiy>0,{v}:=7—1[7] >0.
Sei zundchst ¥ € Q, d.h. v = Z. Betrachte die Folge ({kv})ken

) ). (o
RN
o
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Also ist die Folge periodisch.
Was passiert, wenn vy irrational ist?
BEHAUPTUNG. Alle Zahlen der Folge ({kv})ren sind paarweise verschieden.
BEwEls. Angenommen, {ky} = {ly} firk #1 =
={(k=Dy}=0=>(k-1)yeZ=v€Q O

DErFINTTION 2.1. Eine Folge ({y) der Zahlen in [0,1) heifit gleichverteilt,
falls

1
im — <n< =b—
dim {1 <n< NG € (ab)}=b-a
fiir jedes Teilintervall (a,b) < [0,1).
Insbesondere liegt jede gleich verteilte Folge dicht in [0,1).

Satz 2.2. Ist v > 0 irrational, so ist die Folge ({k7})ren gleichverteilt in
[0,1).
Sei X(ap) die 1-periodische Fortsetzung der charakteristischen Funktion X (,p),
d.h.

Riap) () = Y Xarkprn (t)
k€N

= {1 <k < N[{kv} € (a,b)| =

Z

= ) Xap (k)
=

Der Satz ist dquivalent zur Aussage:
1 & !
N Y Koy (ky) — / X(ap)(t)dt
u=1 0
Wir beginnen den Beweis mit dem folgenden Lemma:

LemMA 2.3. Sei f : R — R stetig und 1-periodisch. Sei vy irrational. Dann
qilt

1Y 1
5 & fler) — [ oy
k=1 0
BEWEIS. (1) Sei f(t) = e*™" fiir ein n € Z.
Fir f =1 gilt:
Ly k ! N=1 : d
N LSk =5 | s
Sei nun n # 0

1
= / F(Hdt =0
0
7 ist irrational
N T

1 Y 1 &,
s k — minky _

1 .1 — e2minNYy
— 7e27'[1n'y 0

N 1— e Now
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(2) Die Aussage gilt fiir beliebige trigonometrische Polynome.
(3) Sei f stetig und 1-periodisch. Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle ein trigo-
nometrisches Polynom mit

£
sup (1) — P()] < 5
teR
Sei N so grof3, dass

s

‘;}:Z;P(ky) —/OlP(t)dt‘ <:

Betrachte

<£/3

BEWEIS. VON SATZ 2.2
Sei € > 0 beliebig ,hinreichend klein”. Sei (a,b) C [0,1) beliebig. Seien f:*
stetige 1-periodische Funktionen mit Eigenschaften:

1)
fei(t) = fj(t) = X(a,h)(t)Vt € (a +¢&b— 8)
2)
fe (1) < X(ap (1)
VteR
fE () > Xap) (1)
3)
fr(t)=0firVt<a—eundVt >b+e
2)

1 a-+e
=>b—a= / X(u,b)(t)dt = / X(a,b)(t) dt+
0 a N——
[
X(a,p)(D—fe (D+fe (D)

b—e
+ Xub dt+/ ub t dt
b—e

a-+e ‘|R,_/ h\,_/
fe (B X(ap )() e (D+fe (B)
_/ fo(t dt+/ — fe(t))dt+
<1
b
F L an® - e s [ e

<1
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Analog zeigt man, dass

1
/ fH(t)dt <b—a+2e¢
JO

sei S = 0 1 K 47) =
1 N 1 N N
= < L fo(ky) S Sn < ) £ (k)
k=1 k=1
= liminf Sy > lim 1 %f— (k) Lemma 2.3
N—oo ~ Nowo N 1 €
1
= [ frdrzb—a—2e
0
und
limsup Sy < hm el 2 FH (k Lemga 23
N—oo

:/ FH()AE < b—a+ 2
=b—a—2 e<11rn1nfSN<11msupSN<b—a+2€

N—oo
= lim Sy=b—a
N—o00

O

= Ausfallswinkel

..in [0,1) ist gleichver-

Theorie des mathematischen Billards: Einfallswinkel

Satz 2.4. (Weylsches Kriterium) Eine Folge (1,(>, .
teilt genau dann, wenn

N

271k,
N L

~>oo
n:

fiir alle k € Z\{0}.

64



KAPITEL 3
Das Fourier-Integral

Sei u € L'(IR) mit Werten in C. Definiere
a(t) == / u(s)e sVt € R
R
Man schreibt auch F|u]| statt i.

Satz 3.1. Seien u,v € L*(RR) beliebig. Dann gilt
@) u+o(t) =a(t) +o(t)
cu(t) = cii(t)Ve € C
(b) u(t) = (-t

(c) Seiur(s) := )u(s — 1), T € R. Dann ist
i (t) = e Ta(t)
(d) Sei u(s) := u(s)e®", T € R. Dann ist
ut(t) = a(t—1)

(e) Sei A € R\{0} beliebig. Sei
@(s) = Au(As).

Dann ist
. Lt
(t) =1 (/\) .
BEWETIS. (a) ist klar
(b)
() = / u(s)e ds = / u(s)eitsds = a(—1)
R R
(©)
() :/ ur(s)e ¥tds =
R
= [ u(s—71)e ¥ds o= / u(&)e e g
R =647 JR
=e (1)
(d)

() = /R W (s)e i ds =

= u(s)ei”e’”jds =10(t— 1)
e—i(t—1)s

65

(Linearitiit)

(Konjugation)
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(e)

At — 1tsd _

o1 = [ gls)e s

= /\/ u(As)e itsds M=

R s=%
= [ u(&)e 1i%d& =1 <t>
R A
O
BEISPIEL.
1
u(t) = 1+1t2

. 1
u € LY(R) mit |ulx = /]Rmdt:

N dt
:Mlli\]m / T+ :Mlli\[m (arctan N — arctan(—M))
JN—00 J M ,IN—00
=S +5=
efits N efits
1) = [ S di = i / €
(s) /nzl+t2 Now ) N T+ P2
111
1+ t—it+i
_ _i;e—\s\ — el
—2i
eits feNe# . [T e—iNe s ™
dt = = —z/ —————=Ne “df =
/y+(N)1+t2 0€0,7] 0 1+ N2e-2¢
=t
/dh\,da
o efiNcos()-sestine-s 0
Ne ¢ | N _
1+ N2e—2i6| — \/(1—|—N2e—219)(1—|—N2e219)

N
N V1 +2N2cos26 + N4

<1fir N >1

Insbesondere ist 1 stetig und verschwindet im Unendlichen, i € Co(R). Wir
werden zeigen, dass diese Eigenschaft universell ist.

Satz 3.2. Sei u € L}(R) beliebig. Dann ist il gleichmiifiig stetig.
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BEWEIS.
(s +6) — A( ) =

_ / t ﬂt (s+6) _ n‘s) dt

e it(5+6) _ e_ltS — OVt € R
&—0

u(t) (e*it(”g) — e’its> ' < 2Ju(t)|

Nach dem Satz von Lebesgue ist

- —it(s+6) __ ,—ifs —
élgb IRu(t‘) (e e )dt 0

= il ist stetig.
Zum Beweis der gleichméfiigen Stetigkeit:

—it(s+6) _ ,—its

e dt

(s +&) —(s)] < [ Ju(t)l]e

o

Die rechte Seite hangt von s nicht ab! U
LeEmwma 3.3. (Differenzformel) Fiir t € IR\{O} gQilt

2 / S - %)) e ds

a(t) = /R u(s)e ds =
_ _/]Ru(s)e—iste—indSZ_/]Ru(s)efit(s+§)ds

— /]Ru (6 — g) e 1545

e 6 _ ‘dt —0

BEwETIs.

7@
el
g

Il
~2 ~x

I
=
/N
=
—~
»n

O

LEMMA 3.4. (Stetigkeit der Translation) Sei u € L'(R) beliebeig. Die Abbil-
dung ¢ : R — L'(R),& — LY (R), & — ur = u(- — 1) ist stetig, d.h.

}g{} [t — ”ToHLl(IR) =0

Bewers. Fiir den Beweis brauchen wir das folgende Hilfsmittel:
BenauPTUNG. Co(R) := {v € C(R)|supp v kompakt} ist dicht in L'(R),

d.h. zu jedem u € L'(R) und jedem e > 0 existiert ein v € Cy(R), so dass
[u — ol Ry < eist.
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Fiir den Beweis siehe FA
Seien 1) € R und ¢ > 0 beliebig. Wahle ein v € Co(R) mit [|u — o/ 1(g) < &
Betrachte
Jur — uToHL](]R) < flur — UTHU(]R) + [lor — UT()HL](]R)
+ o — unllr) = 2/ =0l + llor = o[l w)
\_vd

<&

Betrachte ||vr — vy 11(r) = / lo(t — 1) —v(t — 10)|dt
R

b
= / |o(t —T) —v(t — 19)|dt fiir gewisse a,b € R falls |t — 19| < 1
a

< (b—a)sup|v(t—1)—v(t —10)]
teR
v ist stetig ¢ = g ist gleichmiBig stetig = zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
0 >0,sodass [v(t —7) —v(t — 19) < €| fiir alle T mit [T — 1| = [(t — T) —
(t—m)| <o

= Tlgrrlostlelﬂ}{) lo(t—1)—0v(t—1)| =0

= limsup ||ur — g || R < 2¢
T—T7

2 Yim (e — gy || g = 0

T—7
0
KoroLLAR 3.5. (Lemma von Riemann-Lebesgue)
Sei u € L'(R). Dann ist
lim 7(s) = 0.
|s| =00
BewEers. Lemma 3.3 (Differenzformel)
1 T Lemma 3.4
f(R) < - B T
= |a(t)] < 2/1R u(s) u(s t) ‘ds ‘m 0
O

Also haben wir gezeigt, dass

F:L'(R) — Co(R) := {v € C(R)| ‘llim v(s) = 0}
S|—00
BEMERKUNG. (1) F ist nicht surjektiv (ohne Beweis).
(2) Alle Funktionen in Ceo(IR) sind gleichmiifSig stetig (Beweisskizze!).
(3) Das Lemma von Riemann-Lebesgue kann nicht verbessert werden: Im
Bild (F) gibt es Funktionen, die beliebig langsam fallen.

Satz 3.6. Sei u € L'(R) N CX(R),k € N. ist u®) € L'(RR), so ist i(s) =

(k)
0(ls| %), Is| = oo, d.h. Tim |a(s)||s|* = 0, und a(s)| < L1t
|s|—o0 Is|

Es gilt u®)(s) = (is)*4(s).
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@) BEwEls. Zunichst beweisen wir den Satz unter der zuséitzli-
chen Voraussetzung u') € L'(R) fir I € {1,2,...,k}.
Betrachte

sk(s) = sk/ u(t)e Stdt =
R
b

= lim u(t)ske tdt =
a—>—o0 Jg
b—ro0
= lim i [ u(t)s"(—is)e dt
Jim 7 [ u(e)st (i)
b k—1 d ist
— 1 . 194
LHnPooz/a u(t)s T (e™™") dt
b—oc0
Der Grenzwert existiert!
partielle t=b

lim is*lu(t)e i
Integration a——o0
b—oo

—i lim [ u/(t)s"le At
a——00 Jg e

b—o0
T

O

BEHAUPTUNG. Es gibt Folgen (a,,) und (by,) mit a,, — —o0, by, —
oo und u(a,) — 0,u(by) — 0.

Beweis. Es gelte 1%i£f|u(bm)| =: ¢ > 0 fir jede Folge (by,)
mit b, — o0 < lim inf |u(by)| = ¢ > 0 fiir jede Folge (by,) mit
n—oom>n
by — o0 = zu jedem 0 < ¢ < C existiert ein M, 4, > 0, so dass
[u(bm)| > ¢ —eVm > M, fiir jede Folge (by,) mit by, — oo =
es gibt ein T, > 0, so dass |u(t)| > ¢ — eVt > T, [Beweis durch
Widerspruch!] = u ¢ L'(R).

Also gilt lirrl}inf |a(by)| = 0 fiir eine Folge (by,) mit by, — 0o = es
m—r 00

gibt eine Teilfolge (by,, ) mit li_r>n by, =0 O
n [ee]
Berechne
|t=1b |t ="Dbn
lim wu(t)e ™ = lim u(t)e ™ =0
a—r—o0 m—00
b—oo t= t = am
Folglich gilt
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Durch rekursive Anwendung dieser Argumentation erhalten wir

s5i(s) = (—i)kul®(s)

e u®)(s) = (is)*a(s)

Betrachte
ki~ k |u(k) (S)’ TRy Riemann-Lebesgue
s/ (s)] = Is|" = = [ub(s)] — 0
G = Jsl—>00
LL(R)

’a(k)(s)‘ 1
ja(s)| = < — / u® (s)|ds
| ’S’k ’S|k ]R‘ ( ’
1
= WH”U{)”U(R)

)

BEHAUPTUNG. Aus u € L'(R) N CK(R) und u® € L(R) folgt

u e LNR) firl € {1,2,...,k—1}.

BeEwEls. Zunichst sei k = 2. Sei a > 0 beliebig. Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung ist

Integriere die beiden Seiten tiber T € (t — «, t). Dann ist

wu'(t) = /tta u'(T)dT + /tta /: u”(s)dsdt
= au'(t) =u(t) —u(t—a) + /t:x /Tt u”(s)dsdt

= ()] < ()| +utt - + [ [)lds) de

monoton fallend bzgl.t
t t
<)+t =)+ [ [ |u(s)ldsd
f—a Jt—u

:WUH+WU—aH+altW%@Ms

—
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Nun integriere beziiglich t € IR:

/\u |dt<2/|u )|dt + a // o)dsds

wir untersuchen dieses Lntegral

Grafik
I

{(s,t)eR2|te[s,5+a],s€R}

// W (s)|ds th“b““/| " y/ dtds
t—u
:rx/ lu”(s)|ds

R

zx/]R|u’(t)]dt gz/R|u(t)|dt+a2 /H'{yu“(mdt

Also ist ¥/ € L'(R). Man kann es schéner darstellen. Teile die beiden
Seiten durch « und setze

INTHOIT
jéwmwéé(@wwﬁmgywwfm
+v6<4yAMdQU2(4wwomQuz
=m6(4waw#fn(ém%wmﬁuz

Sei nun k = 3. Dann gilt

Also gilt

Bl ()] < ult) + ut =)+ [ [a(5)ls

Mwanghmwrwwa—an+aj;|W<nw
1 t "

\UH+ﬁWU—ﬁM+A$W(®MS

<

slut—a=p)l+ [ We)sta [ e)as

tur beliebige a, > 0.
Integriere die zweite Ungleichung beztiglich t € IR:

a/l[‘{|u"(t)|dt < ;/}R|u(t)|dt+2,5/R|u”(t)\dt+oc2/]R|u”’(s)|ds
N (zx—Zﬁ)/]R|u”(t)|dt§ ‘;/R|u(t)|dt+a2/R|u/“(s)yds

1
p
1

plult—a)l+



3. DAS FOURIER-INTEGRAL 72

Sei B > 0 beliebig und & > 28 = u” € L}(R).
Integriere die erste Ungleichung:

B[ w'()ldt <2 [ u(nidt+p [ 1u"(s)lds

= u' € LY(R)

Um eine Abschatzung fiir |1 1g) und [[u”][11(r) zu gewinnen, betrachte

frwwarsaa (fwwe)” (frwe)”

<@vV2V2(fi fu(t)]dt) " (S e (e)]de)

N (/R|u“(t)|dt>3/4 (2V/2)3/2 (/ lu( |dt>1/4 </R|u”’(t)|dt>
:>/ 1w (£)|dt < (2v/2)? (/I Idt>1/3 (/}RIM"'(fde)N3

und

1/4

[ olar <2v2 ([ |u(t)|dt>”2 (/ ‘u,,(tﬂdt)l/z
< (2v2) < /. |u(t>|dt)1/2+l/6 ( JAC |dt>”3

U.S.W. O

Satz 3.7. Sei (1+ |- |)*u € L'(R) fiir ein k € N. Dann ist i € C*(R) und
es gilt

dk ~ \k —its tk
() = (1) /Re fFu(t)dt.

Beweis. Es gentigt, den Satz fiir k = 1 zu beweisen. Betrachte

(s+h —1(

h/ —its ﬂth e*”s)u(t)dt

_ S —1th _
=/ e 7u(t)dt
R h

Beobachtung;:
—ith _
im& ' _ivieR
h—0 h
BEHAUPTUNG.
—ith __ 1
eh' < Jt|vt € R




3.1. DIE INVERSE FOURIER-TRANSFORMATION

73
BEwEIs. Betrachte
e—ith _ 1 2 (e—ith _ 1)(e—ith _ 1)
h - 12 -
2 (th
_ 2—2cos(th)  SM (%)
- e = (%)
. . 5 <th> (th>2
sinx <x,x>0=sin"| — | < | —
2 2
= (x) < #2
O

BEHAUPTUNG.

—ith
—its € -1

€0 < - u)

=

Nach der Voraussetzung ist die Funktion || - |u(t)| integrierbar. Mit
dem Satz von Lebesgue existiert der Grenzwert

. —ith __ 1
lim [ e '
h—0JR h

= —i/ e Sty (t)dt.
R

u(t)dt =

Sitze 3.6 und 3.7:

u ist glatt = i fallt schnell ab
u fallt schnell ab = 1 ist glatt

3.1. Die inverse Fourier-Transformation

Im Allgemeinen ist die Fourier-transformierte i eine integrierbare Funk-
tion.

Wir betrachten zunachst den Fall, wenn i € L!(R).

Sa1z 3.8. Sei u € LY(R). Ist 1 € LY(R), so gilt

u(t) = % /Rﬁ(s)ei’;tds.f.il.

Fiir den Beweis brauchen wir ein Hilfsergebnis.

]:[e—zxtz](s) — \/ze_i,(x >0

h(s) = Fle *C)(s) = /R e-temitsdy

LEMMA 3.9.

BEWEIS. Sei
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Berechne
W(s) = —i/ e teTisdt
R
i d —zxt2> —its
=— | — dt
2 /1R dt (e ¢
Bl —i/ e*“tzge’itsdt
2x JR dt
—
,iseH—its
_ 5 —at? —its 3. _ 5
=5 /IRe e "ds 2(Xh(s)
Berechne

i;l/((ss)) _ jlogh(s) = _% -
= logh(s) —logh(0) = _Zj‘
= logh\ﬁ% - _Zi
= h(s) = ge%

74
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BEWEIS. VON SaTZ 1.8 Betrachte

1 - 1 .
— /]Rﬁ(s)e“tds = E?g& ]Rﬁ(s)emfefsszds

1 . .
— lim </ M(T)QISTdT> ele " ds
27T e—0JR \JR

1 .
Fubint 2 iy u(T)/ e e (TN dsdr
27T e=0 R

|| Lemma 3.9

_ (‘rft)2
%e 4e

1 T (r—t)?
— 71' - P
27r’/ . 81_r>1%/]Ru(T)e % dt
s=t—tau 1 7C .. _s*
5 S lim [t —s)eEas
1
. 2\[Glun/ u(t —2v/eG)e ®de
7'[ e—0

I
Fe(t)

BEHAUPTUNG.
| — FeHLl(R) ;; 0
BEwEIs.
||u—Pe|rL1 )= [ lu(t) = F(t)ldt =

dG——/ (t—2/e6)e ® dG’d

t) — u(t —2/e6))e d6’dt
< \}E/R/Rw(t)—u(t—zﬁ6)|e—62dedt
Fugini\/lE/Re—Gz /R|u(t)—u(t—2ﬁ6)|dt

]
1t = (- = 2/26) |3y —3 0
nach Lemma 3.4
(Stetigkeit der Translation)

[ = u(- = 2ved)|r) < lulliw) + lu(- = 2ved) [,

Leb
=2[Jullpr) = 2 S Hu |11(r) ist eine integrierbare Majorante G
= (x) — 0
e—0
|

Wir brauchen nun ein Hilfsergebnis aus der Funktionalanalysis:
Konvergiert eine Funktionsfolge u, € L'(R) gegen ein u € L'(R) in
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LY(R), so gibt es eine Teilfolge u,, , die punktweise gegen u fast iiberall
konvergiert.
Wir wenden das Ergebnis folgendermafien an:

(1) Wir wissen, dass der Grenzwert lin% F:(t) existiert Vt € R.
£—>

(2) Statt lim konnen wir lim betrachten.
e—0 e, —0

(3) Nach dem Hilfsergebnis existiert eine Teilfolge ¢, — 0, fiir die
F, (t) — u(t) fast tiberall gilt.
(4) Wegen (1) folgt daraus, dass F,(t) — u(1) fast iiberall gilt.

3.2. Die inverse Fourier-Transformation II

Hier diskutieren wir den Fall, wenn 7 ¢ L!(R).

3.2.1. Der Dirichlet-Kern. Die Idee ist I%im ffR statt [ bei der Kon-
—> 00

struktion der inversen Fouriertransformation zu benutzen. Dass diese Idee
a priori nicht unsinnig ist, zeigt das folgende Beispiel:

sint
f<t>={1ft':"§°

f ist nicht integrierbar, aber

lim /if(t) —n

R—o00

[Beweisidee: Man untersucht fOR f(t)dt als Funktion von R. Sie hat lokale
Minima und Maxima.]
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Sei u € L'(IR). Wir betrachten
LR st L 5 (o) atist
—/ i(s)e*'ds = —/ Xr(s)i(s)e™ ds = (x)
R 27 Jr

27 J-
. 1,s € [-R,R]
mit xg(s) = {0 sonst

_ L ist/ —isT
—ZH/R)(R(s)e Ru(T)e dtds
F“E“il/ u(T)/ xr(s)et T dsdr
R

27T JR
Betrachte
1 is(f—7) 3o — 1 /R is(t—1)
2n/]R)(R(s)e ds = el I ds
- S=R
1 t—
— ) 2#i(t—1) el =7) 5 = _R/t # T _
Rt=1
B 71-(511’1Rt T t#’f B DR(t—T)
- 7r’t =7 " Dirichlet-Kern

R .
= 1/ i(s)e'dt = / Dg(t — 7)u(t)dt
27t J-R R
= (Dg * u)(t) Faltung

3. 2 2. Cesaro-Mittelwert und der Fejer-Kern. Die Idee, das Integral
fo t)dt als hm R fo fo s)dsdt zu verstehen.

BEHAUPTUNG. Existiert hm fo s)ds < o, s0 ist 11m R fo fo ds =
fim Jo ¢
Bewers. Sei F(R fo t)dt, A = I%im F(R) < oo. Sei ¢ > 0 be-
—00

liebig. Wahle R; > 0 SO groB, dass |F(r) — A| < 5¥r > Ry. Wegen
I}im %fORl(F(s) — A)ds = 0 gibt es ein Ry > 0 mit
—00

1 (R
7/0 (F(s) — A)ds

&
—V Ro.
» <27’> 2

Sei nun R > max{Rj, R }. Betrachte

1 (R 1 (R
‘R/O F(r)dr — A| = E/ (E(r) — A)dr
1 R 1 (R
< ‘/ (F(r) — A)dr| + ‘/ (F(r) — A)dr
R 0 R Ry
<e/2 1 R
Sﬁle |F(1’)—A|d1’
<eg/2
<RRe <

R
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U

Sarz 3.10. Sei f > 0. l1m 7 fo fo s)dsdt konvergiert genau dann, wenn
Jlim fo s)ds konverglert [d h fell (IR+)]

BewErs. (<) ist klar wegen der Behauptung( ). Sei hm % fo [y f(s)dsdt :=
A < o00. Angenommen, hm fo s)ds = co. Sei a > 0 beheblg grof3. Dann

existiert ein Ry > 0 mit fo s)ds > aVR > Ry

fiir R>R; 1 /Rl /f 1 /R/f
= = s)dsdt + = s)dsdt
R Jo Of() R Jx, Of()
L 1 poyasdt+ L [ ad
> i
R/o /Of(s)st—i—R/Rlat

JRRy
R
1 rR rt
Qo(xiﬁ/o /Of(s)dsdtaoo
O
BEISPIEL. (1)

f(s) =sins = /tf(s)ds = —Coss j:

:—cost—|—1:>/ (—cost+1)dt = _sinth R—l—R

t=20
= —sinR+R = — //f —_SmR—FRHl
R—o0
2)
t . |s=t
f(s):coss:>/f(s)ds:smsS:O
t=R
—smt:>/ sintdt = (— Cost)‘t_o
—cosR+1
——cosR+1:>R// =— R IH—OZO

Sarz 3.11.

i [ e [ (1) s

BewEis. Wir zeigen die Formel

/OR /Otf(s)dsdt - /OR(R —$)f(s)ds
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Integrationsbereich

/()R‘/?:f(s)dsdt: /OR/SRf(s)dtds

— [ (R=s5)f(s)ds

0

Sei u € L'(IR). Wir betrachten

11/R /T i(s)e* dsdt
2R ) g ) "C
satz311 1 R Is|\ ., |
Z9 - 1— 20 ist
= /R< R i(s)e"'ds

= 1/R 1—H eiSt/ u(t)e *'drds
27 J-R R R

Fubini 1 R ’S’ is(t—71)
= E/Ru(r) /_R (1 R)e dsdtds
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Betrachte

1 R |S| is(t—T) 9o
o /712 <1 — R> e ds =

1+
ls——s
% -’gz(l*%)e"b(tfr)ds
LRoier LR
= — ds — 7/ is(t T)d
271/0 € S 2R s .
L " emisten) 1 R
il ds — — -
+27t/0 ) * 7 27R 0 5¢ s

tzr 11 s 1
2i(t — 1) s=0 2mi(t—r1)

/se“sds = 1 <s - 1> et
o o
1 1 1 :

o o is(t—1)
2R i(t — 7) <S i(t—T)) ¢

1 1 o 1 —is(t—1)
T RiE— 1) <S = r)) ¢

1 elR(t=1) _ g—iR(t-7)
B i(t—1)

1 eiR(t-7) _ o—iR(t-7)
~aRR i(t—1)

1 elR(t-7) 4 o—iR(t=7) _»
- 27R (t—1)2

2 1—cosR(t—1) 2 sin

T 27R° (t—1)2  #R (t-1)2
. R(t—
— RSIrlz(sz),t #T
2 <R(t—r)>
2

2 R(t—1)
2

Fiir t = 7 gilt

_1 R — i s=R)_ R
T 2R|s = 2
Die Funktion
Rsm2 R(t;T) t;fé
—_ P T
Fr(t—1):={ " (R([{T))z
R t=1

s=R_1 1 o=
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heifdt Fejer-Kern.
Wir haben gerade bewiesen, dass

1 /R /T i(s)et'dsdt =
27TR —RJT o
1 R

_ |S| S ist
_271/R(1 53 i(s)e*'ds

= / Fr(t — T)u(7)dt
R

Ob der Grenzwert existiert, werden wir im ndchsten Abschnitt kldren.

3.3. Summationskerne

(=gute Kerne)

DEFINITION 3.12. eine Funktionenfamilie {k}r~o0,kr : R — R, heifst Sum-
mationskern, wenn gilt:

i [gkr(s)ds =1VR > 0.

ii es gibt eine Konstante C > 0, sodass [|kg||;1r) < CYR >0
iii fiir jedes 6 > 0 gilt

lim |ks(s)|ds = 0.

R—o0 J|s|>6
Satz 3.13. Sei {kg}r>0 ein Summationskern.

(1) Ist u € L'(R), so gilt

[l — kg * [ (r) e 0

@) Ist u € Cpu(R)NLYR),Cpy(R) := {u € Cp(R)|u gleichmiifiig
stetig}, so gilt

(kr *xu)(t) — u(t)
gleichmif$ig in R.
BEWEIS. (1) Sei &€ > 0 beliebig. Wahle ein 6 > 0 so klein, dass

sup [lu(- —7) — ull gy - sup [|kr |11 (r) < 6 (nach Lemma 3.4).
t|<é R>0
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Betrachte

(kg *u)(t /kR u(t—7)dt —u(t /kR

_/ kr(T)(u(f — T) — u(t))dt

= ||kR>|<u—u||L1 =

_/ /kR u(t — 1) — u(t))dr

= /]R /lR |kr (T)||u(t — T) — u(t)|drdt
Fugini/IR’kR(T)’/]R’u(t_T)—u(t)’dtd’f
:/ kr (D) l[u(- — ) — ull 1 rydT

(/ /]R\ >|kR )| JJu(- = 1) = uf|p gydt

=hL+Dh

L < sup Hu(-—’r)—uHLl ||kRHL1 <SVR> C
IT|<o

b < sup u(- = 7) — ull g /R\(M) ki ()|dT —0

T€R

dt

SZH”H[} (R)

= limsup [[kg * u — ul[ 1) < &
R—00

= 1%1_1330 HkR *U — u”Ll(]R) =0

(2) Sei € > 0 beliebig. Sei 6 > 0 so klein, dass

sup |lu(- —7) — =) sup [[kr |l 1Ry < e
|<é R>0
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Betrachte

(ks (0 = (6)] = | [ ke(r)(ult = 1) = u(e))de
< [ er()llu(t =) — u(t)|dr

</ ()] sup (s = 7) — us) T

= [[kr * 1 — 1| po(r) < /]R|kR(T)|||u('—T) — | () dT

_ ( /‘;+ / \(M) k()| = ) = ull gy dt

=h+Dh

I < sup u(- =) = ulli~qmy [ ke(T)ldT <&

|T|<6

L < —T) — © / k dtr —0
2 <sup (= 0) ~uliow [ el

§2H”||L°°(IR)
= limsup [[kg * u — u|[p~Rr) < €
R—c0
= Hm kg * u — u|jo@r) =0
R—o0

BEISPIELE. (1) Der Dirichlet-Kern

R
2 b=

1 sin Rt
DR(t):{” P t#0

ist kein Summationskern, denn Dg ¢ L'(R).
Es gilt jedoch lim J, Dr(t)dt =1 VR >0.
p o0
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(2) Der Fejer-Kern

R sin (%) ¢ 7& 0
Fr(t) = { 27 (Ri/2E

R t =

2’ -

, R sin? (5) =X
(l)/RFR(t)dt— E/]Rit e =,

1 [ sin2 1 e 1\
= — St Tdt = lim — sin® T <—T> dt

mJrR T2 p—oo 7T ) —p
P sin? in’ =
part. Integr. 1 ‘m / sin“ T dr — llim SIN“T| T=p
o= ) p T Tp—o0 T |T=—P
|
0
2p
zftll / Smtdt—l
T=t/2 TTp—o J_2p &
(ii)Fr > 0
R © -6\ sin? (&)
i Ftdt:/+/> 2) gt
( )/R\(—M) r(f) 27r( h) o (&)2
2
) R Rt 0 ain
sin? (&t =
7/ 1 % T: “ s Td’l’
R7 =2T T Ro T
R—)oo
(3) Der Poisson-Kern
R
Pr(t) ————=~
r(t) n(1+ £2R2)
1 dt
Pr(t)dt =° =1
/ R( mJr 14 T2

Bedeutung: v(t,s) = (Py/s % u)(t) ist die eindeutige Lisung der Rand-
wertaufgabe fiir die Laplace-Gleichung

52 52 .
Av = (&2 + 52) v(t,s) = 0in RxR4

mit lim o(t,s) = u(t) in L'(R)
s—0+

(4) Der Gaufs-Kern

Gr(t) = ﬁe—Rzﬂ

Gr(t / R gy RLT / ~4r =1
A -
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Bedeutung v(s,t) = (G_1_*u)(t) ist die eindeutige Lisung der An-
24/s
fangswertaufgabe fiir die Wiirmeleitungsgleichung

v 8%,
% — E m R+XR
mit sl_iféf}r v(t,s) = u(t) in L}(R)

KOROLLAR 3.14. Sei u € L'(R).
(1) Dann konvergiert

1 R |S| o ist
E/J{ <1— R) i(s)e*'ds

fiir R — oo gegen u beziiglich der L'-Norm.
(2) Auch gilt

HPR * U _uHLl(]R) — 0
|Gr*u —ul|pyg)y — 0

KORrOLLAR 3.15. (Eindeutigkeit) Seien u,v € L}(R). Gilt i(s) = 9(s) fiir
alle s € R, so ist u(t) = v(t) fast iiberall.

BeweEis. Sei w(t) := u(t) —v(t). Dannist @(s) = i1(s) — 9(s) = 0. Nach
Korollar 3.14 konvergiert

1 R ‘S’ A ist —
E/—R (1—R>w(s)e ds=0

gegen w(t) in L'(R) = w(t) = 0 fast iiberall = u(t) = v(t) fast iiberall.
|

Was ist mit der Konvergenz von Dg * u?
Sa1z 3.16. (Kolmogorov) Es gibt ein u € LY(IR) mit sup |(Dg * u)(t)| = oo

R>0
fiir fast alle t € R.
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert D * u gegen u punktweise. Dieser
Sachverhalt wird im folgenden Abschnitt diskutiert.

3.4. Lokale Umkehrung der Fouriertransformation

Sa1z 3.17. Sei {kg }r>0 ein Summationskern, u € L'(R). Es gelte entweder
(1) I%lm sup |kg(t)] =0 V5>0

7Ot >6
oder
(2) u € L*(R)
Dann gilt:
(a) Ist u stetig im Punkt ty € R, so ist

(ke % u) (o) — u(to)
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(b) Ist der Summationskern symmetrisch, d.h. kr(—t) = kr(t)

und }lin(l) w =: L existiert im Punkt ty € IR, so gilt
ﬁ

Vit e R

(kr *u)(tp) — L

R—o00

BEWEIS. (a) Sei e > 0 beliebig. Wahle ein 6 > 0 so klein, dass
sup [|kr || 1Ry sup |u(to — 7) —u(ty)| <e.
R>0 |T|<é
Dann gilt

|(kr *u)(to) — u(ko)| =

= /kR to—’L’)dT—u to /kR dT

_ / ko (7) (u(to — T) — u(to) )dt

/r|<5kR( T)(u(to — ) — u(ty))dt

‘/ u(ty — 7)d| + / kr(T)d| - Ju(to)]
T[>0 |7|>6
< |[krll1 () sup [u(to — T) — u(to)|
(el<6
<&

[ @l = lar+ [ ka(lar )

—0 fiir R—o0

Es gelte (1):

Es gelte (2):

[ (@] fulto = D)ldr <
|T|>8
< ||ul|ze / kr(t)|dt — 0
< Ml [ (o)ldT
(b) Sei € > 0 beliebig. Wahle ein § > 0 so klein, dass

sup |[kr||1r) sup |u(to—T)+u(to+7)—2L| <e
R>0 0<T<6
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Dann gilt
| (kg # u)(to) — L| =

_ /kR(r)(u(to—T)—L)dT
R

= /Ooo kr(T)(u(to —7) +u(to+ 1) —2L)dt

)
< / ke (T) (u(to — ) + u(to + 1) — 2L)d7
0

+ ' /;o kr(T)u(to — 7)dt

n ‘ /; kr(T)u(to + T)dT

+2L / kr(T)dT

5
< |[krllp1ry sup |u(to —7) + u(to+7) — 2L

0<t<é

<&

+ [ kel - D)ldr+ [ kel u(to + 7)ldr

+ 2L/ Ik (7)|dT
o
—_——
—0 fiir R—o0

Es gelte (1):

|| ee(@)lu(top Tl <

< sup [ke(7)| [ [u(t)dr — 0

|t|>0

Es gelte (2):

| k(@) u(top Tl <

< Nl |

|kr(T)|dT — 0
|T‘>(5 R—o00

Satz 3.18. (Dini) Sei u € L}(R). Gilt

0 dt
/0 lu(xo+1t) +u(xg—t) —Zu(xo)]T < 00

fiir ein xo € R und ein 6 > 0, so konvergiert

: 1 R ~ isxg
gggoELRu(s)e ds gegen u(xp).
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BEwEIs. Betrachte

1 R isxg _
éﬂﬁoﬂ/ i(s)e**ds — u(xg) =
N
= lim / DR X0 — t)dt — M(XO> lim DR(t)dt:|
R—o0 N—oo J-N

Sei ¢ > 0 beliebig. Sei M; > 0 so grofs, dass
1 sin(Rt
[ Do~ njar< = [ TSREDL gy
H2M, CECa
Hz=m ]

Nun bemerke:

N N gj _

/ DR(t)dtzl/ SlnthtT—:Ri’
M t

(%)

1 [RNsinT
dt

RM T
Wiéhle ein M > M; so grof3, dass

-M N
| im u(x) </ +/ ) Dg(t)dt| < eVR >1
N—co -N M

[Solche Wahl ist wegen (*)immer moglich!]

Folglich gilt
N
lim [ / Dr(H)u(xo — £)df — u(xo) lim DR(t)dt] ‘
R—00 N—oo J-N
<2+ hm/ DR(t)(u(xo—t)—u(xo))dt’
R—o0 J—-M

(+5)
(5) DROLRED /OM Dr(#)(u(xo — t) + u(xo + 1) — 2u(xo))dt

1 9 —t t)—2
== / sin(Rt) u(xo = 1) + u(xo +1) = 2u(%) dt
7T JO t
€L nach Dini-Bedingung
u(xo —t) +u(xp+1t) — 2u(xp)
t

dt

1 M
+ o / sin(Rt)
T J§

1o
€L! wegen ;<

%\H

Riemann-Lebesgue
= (xx) — 0
R—00

KOROLLAR 3.19. Sei u € L'(R). Ist u Lipschitz-stetig, d.h.
lu(x+t) —u(x)| <L|t| VxeR ViteR

88
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fiir ein L > 0, so konvergiert

: 1 K A isx
gggoﬂﬁRu(s)e ds gegen u(x) Vx € R.

BEwETIs.
lu(x+t) +u(x —t) —2u(x)| <

< Ju(x+ 1) —u(x)| + [u(x — ) —u(x)]

<2Lt =
5 -
:>/ lu(x +t) +u(x —t) 2u(x)|dt <L
0 t
]
BEMERKUNG. Jede C'-Funktion mit sup |u'(t)| < oo ist Lipschitz-stetig,
teR
denn
X+t X+t
lu(x+t) —u(x)| = / u'(t)dt| < / |u/(T)|dT
X X

< sup u'(7)] -
TeR

Aber nicht jede stetige Funktion ist Lipschitz-stetig.

3.5. Funktionen von beschrinkter Variation
DeriNn1TION 3.20.
n
Var(a,b)(u) = sup Z |u(t;) —u(ti—q)]
u<t0<,..<tn<b]‘:1

heifit die Variation der Funktion u : R — C auf dem Intervall (a,b).
Ist Var,y) (u) < oo, so heifit u von beschrinkter Variation auf (a,b), u €
BV ((a,b)).

BEMERKUNG. (1) BV-Funktionen brauchen nicht stetig zu sein:
—1,t <
u(t) = <0
1,t>0

ist nicht stetig, aber Varg (u) = 2
(2) Ist u € C'((a,b)), so gilt

b
Var(,p) = / /()| dt

Satz3.21. Seiu € LY(R). Ist u € BV(R), so gilt sup |tii(t)| < 2mVarg(u) <
teR

oo, d.h. 1i(t) = 0 (‘17‘) 1t — o,

BEMERKUNG. Nach Satz 3.18 ist i(t) = 0 (ﬁ) ,|t] = oo, falls u € C}(R)
mit u’ € L'(R).
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Bewers. Seit € R\{0} beliebig. Schreibe

) N .
/u(s)e_“tds = lim u(s)e ds.
R N—oo J_N

Sei & > 0 beliebig. Wahle ein N € R} mit @ € IN so grof3, dass

<e€

. N .
/u(s)e_mds—/ u(s)e tds
R

—-N

Sei v: (—N, N] — C die stiickweise konstante Funktion mit

17tk 27tk 27t(k+1
v(s):=u <—N—|— |7:‘> Vs € <—N+ |7:’,—N—i— T[(M—’—)]
k=o,..., M -1
T
N~
eN
Beachte:
27t |t|N
N |;|T|7’T — N+2N=N
Betrachte
,N+MN+1> st gy _le—ist s= N+ Zn(lzi]—&-l)
N+ it s=—-N+ ﬁ—ﬁk
= —%eitNeJﬁkt (efﬁ -1)=0
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Betrachte

‘ L Ij\]u(s)e_i”ds

- ’ /_ I\;](u(s) ~o(s))e*ds

@_1 _ Ny 2kt
: .
= . (u(s) — o(s) )e ™ds
k=0 J-N+EE ~
I
u(—N+%)
1N 4 2(k+1)
7 —N+ 2 271k
] 7T
< / (u(s) —u (—N—i—) ’ds
5 f
g 2rk\ | 2
” T s
< ) sup u(s)—u(—N—l—M)‘-u|
-

27tk 27t (k+1)
0 te(-N+2 ~N+ 2

ZNVar(_NIN] (u)

B £
. N .
= /u(s)e_“tds < ’/ u(s)e ™'ds| +e
R -N
27tVarg (1)

L
O
Nun diskutieren wir lokale Umkehrung der Fourier-Transformation.

Satz 3.22. (Jordan-Kriterium) Sei u € L'(R). Ist u € BV(Sg — a,so + a)
fiir ein a > 0, so konvergiert
1 R . —
— lim ﬁ(t)elsf)tdt gegen u(so — 0) ;M(SO +0)

27T R—oo J_R
BEMERKUNG. Die Existenz der einseitigen Grenzwerte u(sy & 0) folgt aus
der Voraussetzung u € BV (so — a,so + a).

BEHAUPTUNG. 1 (Satz von Jordan) Eine Funktion u : [a,b] — C ist genau
dann von beschrinkter Variation, wenn sie sich als Differenz zweier monoton
steigender beschrinkter Funktionen darstellen lisst.

Bewers. Sei u € BV({a, b]). Setze f := Var(, (u). Offenbar ist u mono-
ton wachsend.
Setze g := f — u. Seien s1,s2 € [a,b],s1 < sp, beliebig. Dann gilt

8(s2) — g(s1) = Var(, e (u) — Var(q,) (1) — (u(s2) —u(s1)) =
= Var[sl,sz](u) - (u(SZ) - M(Sl)) Var[a,sz]:Var[a,sllJrVar[sl

Offenbar gilt

2]

Var(,, o1 (1) > |u(s2) — u(s1)|
= 8(s2) —g(s1) =0
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Umgekehrt sei u(s) = f(s) — g(s) mit f, ¢ monoton wachsend und be-
schrankt. Dann gilt

u(si) —u(si-1)| = [f(si) = g(si) = f(si1) +8(si-1)]
< |f(si) = flsic)| + 18 (si) — g(si-1)]
= Var[a,b}(u) = sup 2 lu(si) — u(si-1)]

a=s9<81<...<sp=b i=

(f(b) = f(a)) + (8(b) — g(a))

IN

O

BEHAUPTUNG. 2 Jede monoton wachsende beschrinkte Funktion besitzt die
einseitigen Grenzwerte.

BEwEIs. Sei u : [a,b] — R im Punkt sp € (a,b) nicht stetig. Die Menge
{u(s)la <s <sp}
ist nach oben beschréankt. Sei

A:= sup u(s).

a<s<so
Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es ein § > 0 mit
A—e<u(so—9) <A
= u(so—06) <u(s) < AVs € (sp— J,50)
=A—-u(s) <A—u(sp—90) < A—(A—¢)=¢eVs € (so—9,50)
=u(sp—0)=A

O

BEWEIS. VON SaTz 3.22 Sei € > 0 beliebig. Wahle ein 0 < § < a, sodass

max{Var[SU_(;,sO)(u),Var(SO,SOM](u)} <e.

Setze
— 1)
o= {100l
0, sonst
u(so—10),s0 — 9 <s<sp
va(s) == Qu(sp+0),80 <d<sp+6
0, sonst
U3 ' =U—71 — 0
Eigenschaften:

N u=v1+v+ 03
(2) 01,02,03 € Ll(]R)
(3) v1(s) = 0Vs € (so—J,50 + 9)
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4)

sup [v3(s)| = sup 03(s)]
seER s€[=0+s0,0+s0]
s # S s # S I

u(s) — a(s)

:max{ sup |u(s) —u(sp—0)|, sup ]u(s)—u(so+0)|}

S0—0<s<sp s50<s<sp+6

< max{Var[SO5,50)(u),Var(50,50+5](u)} <4
(5) Analog sieht man, dass

Var(, _s,)(03) < 6 und Var( o .5 (v3) <&

Sei u € BV(so —a,so+a) fir eina > 0.
Es gibt ein a > 6 > 0, so dass

max{Var[SO5,50)(u),Var(SOISO+(5} (u)} <e

BEHAUPTUNG.

5£?+ Var[S()f&,So) (u) = 0

BEwETs.

u = U1 — Uy mit 1y » monoton wachsend =
= Var(g s (1)) = 71711{(1) uj(so—1n) —u(so — 9)

= lim Var(s s (1)

JHm = lim wuj(so —#)— lim u(sp —J) =0

n—0+ 6—0+
Var[sofé,s(])(u) < Var[soﬂiso)(ul) + Var[SO*‘S/SO)(uZ)
= 51_i>r(1)n+ Var s, (1) =0

(1) Rlimf = [ fR 01 (t)e*!dt = 0 nach Dini-Kriterium
—In:
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@
o [ e = [ Dr(sy - )ox(S)de

so+0
—/ DR S()— (So—O)dG-i—/O DR(SQ—6)M(S()+0)(16
S0— 50
[6=s0—% |&=s0+&
1 RS T 1 RS T
:u(so—O)E DR —) dt u(so+0)ﬁ ; Dg <§> dt
R sin (T)
= (u(s — 0) + u(so + 0)) nR/ T
RS
= (u(sp —0) +u(so+0))1/ Mdﬂr
7 Jo T

u(sop—0) 4+ u(so+0)
R—00 2

®3)
1 /R zfg(t)eisotdt’ =

27w J-R

=| [ Dxtso - (s
_ /RDR(GS)U3(SO—6)d6‘

_ /_‘; Dr(&)vs(s0 — G)dG‘

0 5
< / DR(('S)vg,(sO—G)dG’ +’/ Dr(S)03(s0 — )d&
-5 0
5 |
fO DR(G)’U:),(SO +6)d6
Naive Idee, die nicht zum Ziel fiihrt:
0 R
/ DR 03(50—6)(16‘ / Mh} (50—6)|d6
7T JOo S N———
<e
—Re RO | qj
he RImEl g o
0 T R—o00

Eine bessere Idee:

BEHAUPTUNG. Sei f € BV([a,b]), g : [a,b] — C stetig.
Dann gilt

dt‘ < CVar,(f) - sup
¢elab]

¢ b
[swat Il | [ s
/]\

‘sup statt ess — sup ‘

fiir ein C > 0.
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Bewers. Es gentigt, die Abschdtzung fiir reellwertige Funktionen zu

beweisen. Es gelte f(t) = fi(t) — f_(t), wobei fi und f_ monoton wach-
send sind. Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

b G+ b
[, s =faa) [ sdet fe) [ g

g+ b
= (fi(a) — (b)) / g(Odt+ £2(0) [ gt
= [ wsodt = (Fta) £ ) [ g)an

. b
A /ﬂ s(hdt+ 1) [ g(t)at

()] < max{[f. (a) = £ (B)] 1f-(0) ~ /- )]
z b

S /ag(t)dt‘ﬂlfllm /u g(t)df'

Zur Erinnerung: f (t) = Var|, 4(f) =
= |f+(a) — f1(b)] = Vary, (f)
P 1) = £ (0)] = | f(a) = fi(a) — F(B) + £1(0)]

)
<|[f(a) = f(O)] + [f+(a) = f+(b)] <
< 2Var, 4 (f)

Betrachte

6)1)3(50 — G)dG‘ <

/05 DR(J)d(‘S‘

1
+ Iolissy | [ DR
~—_—— 0

T<e
‘sup statt ess — sup ‘

< CVar(y, s, (03) - sup
~——— ——

¢ef0,9]
<g

Betrachte

6 S qi _
/DR6d6:1/ sin (Rs) 4, 7<Fe
T o (G}

RS
7/ SlnT _ S(Ré)(lntegmlzsmus)

Also gilt ’% f_R U3 (t elSOtdt} < CVR >0 O



KAPITEL 4
Fourier-Transformation in L, p > 1
Das Problem: L’(R) ¢ L'(R)Vp > 1

4.1. Die Youngsche Ungleichung

Wir haben bereits mehrmals mit Faltungen gearbeitet:
(1% 0)(t) :/ w(T)o(t — T)o > 1
_/ u(t — T)o()de = (v % u)(F)

Die Existenz der Faltung und ihre Eigenschaften waren in allen bisher
untersuchten Fallen klar. Nun wollen wir den allgemeinen Fall betrachten,
wo u € LP(R) und v € L1(R),1 < p,q < co.

Sarz 4.1. (Youngsche Ungleichung)
Seiu € LP(R),v € L1(R) mit
1 1 1
7+7:7+1/1§ ,,T’SOO,
p4q 7 P

Dann existiert (u  v)(t) fiir fast alle t € R und es gilt
[0l rry < Nl ey 10l L)
BEWEIS. (1) Istg =00, s0ist p =1 und r = o0
|u* 0[] o(r)y < ess—sup | |u(t—1)||o(T)|dT
teR /R

< ol ess—sup \u(t—r)|dr

= ol /\ )T = ol il
wobei

| fllLo(r) = ess — sup|f(#)]

teR

== inf sup |f(t)]
N ter\N

(2) Ist p =00, s0istg =1 und r = co
Analog

96
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(3) Seinun p,q < co. Sei zundchst r < oo.

Setze
/ p 1 1 1 p-1
= — — —:——f-i:l
A T p
r_ 1 1.1 _
T 1Ty
Betrachte
1 1 1 1
S T
p p r
1 1 1
el (1)
r p 19
I
1+ 4
P P _p 1 p 11
— —_—= = _— = — _— = :1
7+EI’ r+p<1 q) r+p<zﬂ r)
Analog gilt%-i—% =1
Betrachte

= /IR(!u(T)Ip)””I(Iu(T)Iplv(f =)D (fo(t = 1))V dr(x)

? /
u € LP(R) = |ulf € LY(R) = |u|7 € L7 (R)
KA /
v € L1(R) = [v]7 € LY(R) = |v| € L7 (R)
Der mittlere Term erfordert genauere Untersuchung.

BEHAUPTUNG. Fiir fast alle t € R ist |u|P|o(t — -)|7 € L} (R) und
t= [[[ulPlo(t — )|9]| 1 (w) integrierbar.
BeEweEls. Betrachte

wird spéter diskutiert
1
k%
/ / lu(T)|P|o(t — T)[dTdt (+2)
RJR

:/R]u(r)]p/R\v(t—T)\thdT

= [P ol gy = 101
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Zu (**): Wir brauchen die folgende Form des Satzes von Fubini
(Fubini-Tonelli oder einfach Tonelli). Sei f : R?> — C eine messba-
re Funktion. Falls eines der beiden Integrale

/. </]R !f(t,s)ydt> ds, [ </R |f(t,s)\ds> dt

existiert, dann existiert auch das andere und f € L!'(IR?).
Also ist t — ||[ulP|o(t — )| 1(gr) integrierbar
= |u|Plo(t —-)|7 € LY(R) fiir fast alle t € R. O

Nach Behauptung gilt
(JulPlo(t — )| € L'(R)

fiir fast alle t € R.
Nun benétigen wir die Holder-Ungleichung;:

' | fog@r| < < [ f(T)‘sldTy/sl < [ ’g(T”SZdT)USZ
Sll"’ 512 =1,1<sy,5 < OO’Z g gig]llli{;

Die iterierte Form der Holder-Ungleichung

<

[ F@s@n(x)dr

< (fr@rar) " ([iswpa) " ([ o)
1 1

1
—+ —+—=1 1< sq,8,53 <00
51 S2 53

feLl(R),g € L2(R),h € L*(R)

1/53

Wende diese Ungleichung auf () an:

/ qa /
lu|7 € LT(R), |[v|"" € L? (R), \u|p/’\v(t — -)]‘W € LP(R) fir fast alle t € R
1 1
? + L= 1 (bereits berechnet!)

! 1/r
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Nun betrachte

s oll < ( [, o) Pae) " (/. \v(rwar)w -
-/1R</1R|u(r)\”|v(t—r)|‘7dr> dt

|
Jg lu(o)|PdT - [ [0(t)]7dt

Berechne
1 1
1—}—/:1’<—|—/):
q roq 4
PP
roq
und
r 1 1
1+/:7’<+/>:
p rp q
Q—Fi,:l
rop
Also gilt

1/p 1/q
w0 w) < </ |u(r)|Pdr> </ |U(T)]da>
R R
(4) Seinun p,g < ccund 7 = c0 = %—i—% =1

Holder

| (ux0)(8)] S/RIM(T)I\U(t—T)\dT <

1/p 1/q
< (fyuepar) ([l - o) = lul ol

0

KOROLLAR 4.2. Sei u,v € L'(R). Dann gilt uxv € LY(R) und u 0 =

i-9.
Bewels. Wahle p =g =r =11in Satz 4.1 =
1

1 1
:>;—|—f 7+1:>u*v€L1(lR)

u*xo( / ‘St/ v(s — 7)dtds

Fublmfur:fastallet/ M(T)/ e—lstv(s—’r)deT
R R

(s. oben)

Saté‘l.l /]Re_itTM(T)ﬁ(t)dT - ﬁ(t) . ﬁ(t)
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4.2. Die L2-Theorie

Die Idee: Wir definieren F auf L'(R) N L?(R) und setzen dann F auf
L?(R) fort.

LemMA 4.3. (Plancherel). Sei u € L'(R) N L?*(R) stetig. Dann gilt 1 €

L*(R) und
1 (V2 e — 2
o [ i) Pds = [ Ju(t)Par
BEMERKUNG. Aus u € LY(R) N C(R) folgt nicht, dass u € L*(R). (siehe
Beiblatt)
BEwEIs. Sei v(t) := u(—t). Setze f = u*v

St 4.1 1
= M ey < Nulliz lolw) = lullfar) <2+2 ~ = +1)

1 1 1
und || f]|p(gr) < HuH%l(R) (1 +1=71 _|_1)

Ferner ist f(0) = /IRLl(T)U(O —1)dt

= [ w(oumydr = ullty

BEIBLATT

(an) €I'= Y angn € L'(R)
nezZ

1Y anullfzmy = Y f’énw =Y |nja’n

nez nez

Sei a, = \% fiir n = k3 und Null sonst

|n]
=Y a, =) k¥ <o
T X

Betrachte |n]a2 = 1= Y |n|a? divergiert.
nez
Nach Korollar 4.2 ist

A1) = a(t) - o(t) = a(t) / e 5 (—s)ds

R

Wir verwenden nun die lokale Inversionsformel fiir stetige Funktionen
(Satz ?): [f € L°(R) N L}(R) und Faltung zweier stetiger Funktionen ist
stetig = f € C(R)]

1 (R it = _

im o [ (- R )fnae= o)
- u u

lim o [5 5 fode o 2 gy
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Nach Satz ? konvergiert ein uneigentliches Integral im Sinne von Cesaro
genau dann, wenn der Integrand integrierbar ist (im Sinne von Lebesgue).
O

KOROLLAR 4.4. Sei u € L'(R) N L2(R). Dann gilt it € L2(R) und

2 2
27T/| s)[2ds = /|u dt.

Bewers. FA:C°(R) liegt dicht in LP(R),1 < p < oo, d.h. zu jedem
u € LP(RR) gibt es eine Folge u; € C3°(R) mit [[u — ;|| 1pr) — 0.
Komplett analog zeigt man: C§°(R) liegt dicht in Ll(]R) ﬂ L*(R) mit der
Norm
el == Tl gy + el 2wy

Sei u € L'(R) N L?(R) beliebig, u; € C5°(R) eine Folge mit |[u; — u|| — 0.
Nach Lemma 4.3 ist #; € L*(R) =

N ~ 112 Lemma4%
= H”j_ukHLZ( 27T||u]_ukHL2 j,kioo
= (1) ist konvergent in L*(R)
Betrachte den punktweisen Grenzwert:
lim [ (t) — 4()| = lim ‘/ I8t (114 (s) — u(s))ds|
k— o0 k—o0

< lim/ |ug(s) —u(s)|ds = lim Huk—uHLl(R) =0
k—o0 JR k—o0
Also gilt [2— lima, =1
k—c0

1
= oIl lim [|2e 72 g

an

Lemma 4.3 .. _ 2
= lim ||uk||L2(1R) = [T r

0

Satz 4.5. (Plancherel) Es gibt einen eindeutigen linearen stetigen Operator
F : L*(R) — L%(R) sodass

Fu = i fiir alleu € L'(R) N L*(R).
Fiir alle u € L*(R) gilt

1

EHF”H%z(]R) = H”H%Z(Ry ()
BEMERKUNG. (1) (*) bedeutet, dass \/%]-' : L2(R) — L2(R) eine Iso-

metrie ist.

(2) Der Beweis ist eine Umsetzung folgender funktionalanalytischer Idee:
Ist X ein BR und D C X dicht, so besitzt jeder lineare stetige Operator
T : D — X eine eindeutige Fortsetzung T : X — X mit der gleichen
Norm.
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BEWEIS. (1) LY(R) N L2(R) liegt dicht in L?*(R). Sei u € L*(R)
beliebig. Setze

u(t),[t| <R
t) :=
ur(t) {O,sonst

Betrachte

2 2
u—1u = u(t)|*dt — 0,
| RHLZ(]R) /|t>R’ (t)]

R—o00

ug € L}(R), denn

f i = [ i S ([ puiopar)

R 1/2
. </R1dt> < V2R |Ju]| p2r)

1/2

2
(2) Sei uj eine Folge in L'(R) N L?(IR) mit u; L—> u. Wir setzen

]—00

Fu:=L*— lim 2, F : L*(R) — L*(R)

j—ro0
Warum existiert der Grenzwert in dieser Definition? (i;) ist eine
Cauchyfolge in L?, denn

18 — |l 2wy = m””j —ukll2w) — O
jk—o0

Da L%(R) vollstindig ist, konvergiert die Folge.

BEHAUPTUNG. 1 Fu hingt nicht von der Wahl der Folge u; — u
ab.

12 L2
Bewers. Es gelte u; — u und v; — u. Betrachte
14 — 9jll 2wy = V27t||uj — vjl| 2 gy —> 0
J—r00
= L* — lim i; = L* — lim 9
j—o0 j—oo
BEHAUPTUNG. 2 F ist linear.

2 2
BEEs. Sei u; — 1,0 — v,1u;,0; € L'(R) N L*(R)
Betrachte
F(au+ Bv) = L* — lim (atl; + B0;) =
]

= al?— lim i; + BL* — }L% 0; = aFu+ pFv

j—oo
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)
1 2 2 2
EH]:”HLZ(]R) = H”||L2(1R) Vu € L*(R).
Insbesondere ist F stetig.
BeEwEis.
171y = lim 1 ey =
= 27lei_>f£10 H”j”%z(]R) = 27T||”H%2(]R)
O

(4) F ist der eindeutige stetige lineare Operator mit Fu = il fiir u €
LY(R) N L*(R).

Beweis. Sei Fj : L*(R) — L?(R) ein weiterer stetiger linearer
Operator mit Fju = i fiir u € L'(R) N L*(R) =

Fu—Fu=0—-10=0 Vu € LY(R) N L3(R).

Sei 1 € L2(R) beliebig, 1; -+ u,u; € L'(R) N L*(R)

= (F=F)u” T lim (F = Fy)u; =0
]—00
= F=F
]
Aus dem Beweis von Satz 4.5 folgt, dass
R .
(Fu)(t) = L? — lim u(s)e tdt
R—o0 J_R
fir alle u € L?(R).
Nach Satz 4.5 ist \/%]: eine Isometrie.
Jede Isometrie U ist injektiv, denn aus Uu = 0 folgt ||u|| = ||Uu|| = 0 =

u=_0.
BEHAUPTUNG. Das Bild einer Isometrie in L2(R) ist abgeschlossen.

BEwEIs. Sei v; eine konvergente Folge in Bild (/) mit Grenzwert v =
v; = Uu;j fiir gewisse uj € L*(R) = ||uj — uy|| =

= [t (uj —ue)|| = lloj — vl — 0
jk—oc0

= (u;) ist eine Couchyfolge
= u:=limj — oou; = v = limv; = limUu;
=Uu = v € Bild ()

LEMMA 4.6. Das Bild von F liegt dicht in L*>(R).
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Bewers. Sei v € C3(R) beliebig. Betrachte

271

o [ oedr = —o(—s)

,U//
Satz 3.6 = |9(s)| < | ’!|L21(1R), |6(s)| beschrankt
= 9 € L'(R).
1
Setze u(s) := Ev(—s) =

=1(t) = / u(s)e 'ds = /6 Ye tds
JR

s;sl/ ()lstd Satz38 ()

27
Folglich gilt C3(IR) C Bild (F)
BenaurTUNG. C3(R) ist dicht in L*(R).
BEwEIs.

CZ(R) liegt dicht in L?(R)

. = C%(R) ist dicht in L*(R
S am = o® ()

Wir haben gezeigt:

- Bild (F) abgeschlossen .
ey (7) dicht } = Bild (F) = L*(R)

KOROLLAR 4.7. \/%.7: : L2(R) — L?(R) ist eine bijektive Isometrie. Die

inverse Abbildung /27t F ~1 ist ebenfalls isometrisch und durch

1 R
-1 _ 12 1 its
(F~u)(s) = 27TL 1%111010 _Ru(t)e dt

gegeben.

Bewers. Der erste Teil der Aussage ist bereits bewiesen. Fiir den Be-
weis des zweiten Teils wihle ein u € L?(R). Setze # = Fu € L?>(R) und
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betrachte

1 R ist ~ ?
(t) — E[Re i(s)ds| =
= |u(t))* + L /R 517 (s)ds 2 - iu t) /R St (s)ds
@2 | )& 27" | & ©
1 R —ist

- Eu(t) /_Re ii(s)ds

= u—l/R el ii(s)ds 2 = ||lul? +hL—-I—1
T R Lz(_M,M) Lz(—M,M) 2 3 4

M 1 R . ..
I :/ u(t)— e (s)dsdt Fulbin

-M 27 —R
= 1/R ~(s)/M u(t)edtds
C 2 )R -M ©
Il
fMM u(t)e—istds

1 R 1 R M st
_ = ~ ~ - A ~ _ —is

- [Ru(s)u(s)ds = [Ru(s) (u(s) LMu(t)e t)ds

Analog lasst sich zeigen:

I :/_A;u(t)l/iei“ﬁ(s)ds
! /R 1i7(s) Pds

_> PR
M—oo 27T J_R
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Nun betrachten wir I:

12 ‘ / 1st

/]Re_i(_s) ii(s)xr(s)ds = zﬁ(—s)
mit v(s) = 2(s)xr(s) € L'(R) N L?n(R)
= ey L o-aes R o oo

1 R
=5 [ li(s)Pds

2

dt

Also haben wir gezeigt, dass

1S- ~

_i K dsll? _
le =5 [ @ a(s)dsl ey =
= Jlullz +ﬁm@m%2/ﬁme
_R 27 J-R

1 (R
= 1122 g —/_R lii(s)2ds —» 0

Eine Anwendung;:

BEISPIEL. Berechne

. 2
[ S
R t
Sei

1

u(s) := EX[—l 1y(s) =

—ist 7lst
d
2 / T —1t)

Plancherel

:>I:/|ﬁ( 2dt—27r/| (s)2ds
R
=7

4.3. Die Fouriertransformation von L?-Funktionen

Die Fouriertransformation u — 7 ist wohldefiniert fiir alle u € L'(IR) N
LP(R). Die Frage: Kann die Fouriertransformation stetig auf LP(R) fort-

gesetzt werden? (Analog dem Fall p = 2). Die Antwort ist positiv fiir
1 < p <2 und negativ fiir p > 2.
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Sarz 4.8. (Interpolationssatz von Riesz-Torin) Sei 1 < po, p1,90,91 < .
Sei T eine lineare stetige Abbildung von LFo(R) N LP1(R) in L7 (R) N L1 (R)
mit || Tul| o gy < Mollullrror) und || Tul[pn wy < Ma||lullpn r)- Dann gilt fiir
jedes u € LF’O (]R) NLP1(R) und jedes t € (0, 1)

Tu € L9 (R) und HTuHm ) < Ct““”m
1 t 1—t¢ l t 1—t¢
mit — = — + —— —+ —
pt P1 po g lh q0
und Cy = M}~'M;.

Lemma 4.9. (Hausdorff-Young) Seil < p < 2,4 =1.Seiu € L'(R)N
L%(R) beliebig.

Dann gilt
</R|ﬁ(s)yqu>1/qg(zn)1/q (/]R]u(t)\??dty/p

BEMERKUNG. Ist u € L}(R) N L?(R), soist u € LP(R) fiir 1 < p < 2.

BEwEIs.

[ = [ uOP P2 = (+)

0<2-p<1 O<p—-1<1

1< 1 <o 1< <o
2—p p—1

() ) -
() <" (/ u()|* P54 )Zp (/}R!u(t)l(z’“)rfidopl
</| |dt> (/R|u(t)|2dt)p1:>

2-p
= [lullrw) < llullf g HuHLé’(]R)

O

BEwEIs. VON LEMMA Sei pg =qo =2und p1 = 1,41 = . Sei T : u —
il. Es gilt

1Tl 2y = V27 ||u|l2r) = Mo = V21
HT”||L°°(R) = sup

/ u(t)e Bdt| <
s€R | /R

< lullpry = M1 =1
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Wihle t € (0,1) so, dass pr = p <
1_t 1-t_1
pr 1 2 p
1+t 1 2 2
N L I I
2 p p p
—~—
T
1,2
~——
€(0,1)
Berechne
1 t 1—t 1 2
=4+ 1-=-+1)=1—-= =
e T T2 T2 ( " ) -
C=Vv2r | = 2o =(n)V
1—t=2 %
Nach Riesz-Thorin gilt
Tu € LY(R) und || Tul|pqr) < (2”)1/9H”HLP(]R
O

BenaurtunG. L'(R) N L%(R) liegt dicht in LP(R),1 < p < 2
BEwEIs.

Cy(R) ist dicht in L (RR)
CP(R) € LY(R) N L3(R) }

= LY(R) N L*(R) ist dicht in L”(RR)
O

Satz 4.10. (Hausdorff-Young) Sei 1 < p < 2,1 +% = 1. Es gibt einen
eindeutigen linearen stetigen Operator F : LP(R) — L1(R), sodass

Fu=1 fiir alle u € L*(R) N L?(R).
Es gilt
IFul| o) < 27)Y2 |l 1wy
LEMMA 4.11. Seil < p < 2% + % = 1. Dann gilt
R

Fu=19— 11rn eu(s)ds Vu € LP(R)

R—o00 J_R

Diese Formel ist weniger trivial als im Fall p = 2. Der Grund ist, dass

ur(s) = {O,(\s)\ |>S|R_ R nicht in L*>(R) zu liegen braucht

= ug ¢ L*(R) N L*(R) im Allgemeinen (liegt aber in L*(R)!)
Beweis. Die Idee:

FT auf L'(R) N L?(R) ~ FT auf L'(R) N LP(R)

~ FT auf L?(R) ~+ bezeichnet die stetige Fortsetzung
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(1) Sei u € L'(R) NIP(R) beliebig.

LY(R) N L?(R) liegt dicht in L'(R) N L”(RR)
(siehe oben : dicht in LP(R))
= es gibt eine Folge u; € L'(R) N L*(R) mit
= wjllpry + lu = ujll gy — 0

Betrachte

Hﬁj - ﬁKHM(lR) = H”j - “k”Lq(}R)

Lemma 4.9 1/9
> 2n) = ullpwy — O
jk—o0
= 1; ist konvergent in L7(IR)
Ferner gilt
5(8) — a(t)] < |l — gy — 0

= 1; konvergiert punktweise gegen 7

Folglich ist L7 — lim i; = # und somit
]

Fu=L7—limdi; =1 Yu € LF(R) N LY(R)

]—00

109

(2) Sei u € L (R) beliebig. L'(R) N LP(R) liegt dicht in LP(IR) (siehe

oben) und ug € L'(R) N LP(R).

0

Fir 1 < p < 2 ist die Fouriertransformation F : L?(R) — L7(IR) nicht

surjektiv.
Einfacher Beweis fiir p = 1: Sei v = 1 € L®(R)Fu € Co(R)Vu € LY(R),
aber 1 ¢ Co(R).
Nun diskutieren wir die inverse Fouriertransformation. Wir haben bereits
gezeigt (Korollar ??), dass fiir jedes u € L'(R)

1 R |S| A ist L'(R)
E/ <1—R> i(s)e*'ds — u

—R R—o00

Nun beweisen wir eine Verallgemeinerung von Satz 3.11 (1):

Satz 4.12. Sei {kg}r>0 ein Summationskern. Ist u € LF(R),1 < p < oo,

so gilt

Hl/l —kR *uHLp(]R) R_> 0

— 00

Der Beweis geht wortwortlich!
Warum haben wir damals nur den Fall p = 1 betrachtet? Weil wir die Faltungen
mit LP-Funktionen noch nicht studiert haben! (Young’sche Ungleichung)
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Die Formel

(27‘(12/ /—r IStdeT )

= /RFR(t—T)u(T) Yu € L'(R)

ist uns bereits bekannt. Sie bleibt auch richtig fiir alle 1 < p < 2, wenn wir i1(s)

durch (Fu)(s) ersetzen. Genauer:

LemMma 4.13. Ist u € LP(R) und v € (R), so gilt
F(uxv) = F(u) - F(v).

BeEwEeis. Analog zum Beweis von Korollar 4.2 (dort ist p = 1)
Wir bemerken, dass fiir # € LP(R) und v € L'(IR) nach der Young’schen

Ungleichung u * v € L? ist (wegen % + % = % +1=r=p)

Wahle nun
v=Fr = (Fu)(s) =0(s) =
_f(1-5) sl <R
0,|s| >R
Also gilt
1-bB) | <R
F(Fr*u)(s) = (Fu)(s) ( R) sl < (%)
0,|s| >R
Nun bemerken wir, dass Fg € Lq(]R),% + % =1
Youn FR*MELOO( ) 1_’_1:l+1
p 9
e

Jede Funktion in LP(R) N L*(R) liegt in L2(R)(1 < p < 2), denn

T <ls <o 1<p<2
[0] L

/2
[icl ooy

< olL gy = lollz2r) < lollie(r) o H,,/z

= 18] 2w

1-p/2 /2
= lloll = (g 1211 (w

= FR*u € LZ(]R)
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Nach Korollar 4.7 (Inversion in L?(R)) folgt aus (x)
Fr+u=F 1F(Fr*u) =

e (F(u){(l_;)’M <R )
0, |s| > R

_ % [ 1; (1 - |SR|) (Fu)(s)ei**ds

Nach Satz 4.12 folgt nun

W= LP — lim / ‘ (1 - ';') (Fu)(s)ei*ds

R—o0 27T J_R

BEMERKUNG. Fiir 1 < p < 2 gilt auch die einfachere Inversionsformel:
1 (R ;
— TP _ 1i - its
u=1~L 1%1_1}; = /_R(Fu)(s)e ds
Kororrar 4.14. Seil < p < 2. Dann liegt {u € L¥(R)|supp Fu kompakt}
dicht in LF (R).

Bewers. F : LP(R) — FLP(R) C L(R) ist ein Homdomorphismus;
{v € L(R)|supp v kompakt} ist dicht in L9(R) = {v € FL?(R)|supp kompakt}
ist dicht in FLP(R) =
= F v € FLP(R)|supp v kompakt}
ist dicht in L7 (R) O
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