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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skriptum ist ein kleines Nachschlagewerk zur Vorlesung
,Funktionalanalysis II”. Das Skriptum sollte kein Ersatz fiir den Vorle-
sungsbesuch sein.

Anregungen und Kritik zu diesem Skriptum bitte an:
kostrykin@mathematik.uni-mainz.de.

Ich danke Herrn Sebastian Bickerle und Frau Ulrike Jacobi fiir die hervor-
ragende Arbeit bei der Erstellung der IXTEX-Version des Skriptums.
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KAPITEL 5

Lineare stetige Abblidungen normierter Riume

5.1. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien X und Y normierte Rdume. So ist X X Y versehen mit einer Norm

1/
G ) ey = (Ilxlk + IylIY) ", 1< p <o

oder

[1Ce, )y = max{|[x[|x, [lylly}

wieder ein normierter Raum. Alle diese Normen sind dquivalent.

DEFINITION 5.1. Seien X und Y Banachriume, sowie T : X — Y eine lineare
Abbildung. Die Menge G(T) := {(x, Tx)|x € X} C X x Y heifit Graph von T.
Der Operator T heifit abgeschlossen, wenn G(T) eine abgeschlossene Teilmenge
von (X XY, || - ||xxy) ist.

LEMMA 5.2. Seien X und Y Banachriume. Die lineare Abbildung T : X — Y
ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (x,) in X, mit x, — x und
Tx, — y fiir n — oo, folgt, dass Tx = y.

Bewers. Der Graph G(T) ist genau dann abgeschlossen, wenn aus
(xn, Txy) — (x,y) folgt, dass (x,y) € G(T). Aquivalent: Aus x, — x

und Tx, — y folgt Tx = y. i
BEMERKUNG. Betrachte folgende Aussagen:
(@) xn — x,
(b) Tx, konvergiert, etwa Tx, — y,
() Tx =y.
Dann gilt:

(1) T ist stetig, falls (a) impliziert (b) und (c).
(2) T ist abgeschlossen, falls (a),(b) implizieren (c).

Satz 5.3 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X und Y Banachriiu-
me, sowie T : X — Y ein linearer Operator. Dann gilt: T ist stetig genau dann,
wenn T abgeschlossen ist.

BEWEIs. (=) Sei (xx) eine Folge in X mit x; — x. Da T stetig ist, gilt
Txj — Tx. Folgich ist

(xp, Tx) 55 (3, Tx) € G(T).
Also ist G(T) abgeschlossen.
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(<) (G(T), || - llxxy) ist ein Banachraum. Fiir alle (x,y) € G(T) defi-
niere Px(x,y) := x und Py(x,y) := y. Die Operatoren Px : G(T) — X und
Py : G(T) — Y sind stetig, denn

[1Px(x, Tx) [ x = [[xllx < [[(x, Tx) ||l xv,
1Py (x, Tx) ly = [|Tx[ly < [[(x, Tx) [ xxv-

Der Operator Py ist surjektiv, denn fiir jedes x € X gilt x = Px(x, Tx), und
injektiv, denn aus Px(x, Tx) = 0 folgt x = 0 und somit Tx = 0. Folglich ist
T = PyPy ! stetig. O

Hier ist eine Anwendung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen:

Sarz 5.4 (Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum, sowie T : X — X
linear mit (x, Ty) = (Tx,y) fiir alle x,y € X. Dann ist T stetig und folglich
selbstadjungiert.

BEwEIs. Zu zeigen ist, dass T abgeschlossen ist, d.h.
Xy — X

Txn—>z} —z=Tx

oder dquivalent fiir die Folge x,, := x, — x

Betrachte hierzu:
(22) = (lim T%,,2) = lim (£,,2)
= lim (x;,, Tz) = (lim x, Tz) = 0.
n—oo n—o00
O

Nun diskutieren wir eine weitere Anwendung des Satzes vom abge-
schlossenen Graphen. Sei s = (sg)ren € ¢°(IN) eine Folge, (Tjk)iken €
¢*(IN x IN) eine unendliche Matrix. Wir definieren

t]' = Z Tijk
k=1
falls die Reihen konvergieren und setzen

ti= (t)jen, t = Ts.
Falls existiert, ist T ein linearer Operator.

ProrosiTION 5.5. Bildet T den Banachraum (co(IN), || - ||eo) in sich ab, so
ist T : co(IN) — co(IN) stetig.

BewErs. Wir zeigen, dass T abgeschlossen ist. Es gelte s — 0, Ts(") —
t. Sei j € IN beliebig, s = (sg)ken € co(IN). Betrachte

Z iksk =:1(s
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Das Funktional [ ist offenbar linear. Fiir alle s € ¢o(IN) gilt
(5.1) bu(s) —— I(s)
mit
n
ln (S) = Z Tjksk.
k=1

Die Fuktionale /,, sind linear und stetig. Wegen (5.1) gilt

sup |l,(s)| < oo furalle s € co(IN).
nelN

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 1.2.18) gibt es eine Konstante
C > 0o, dass ||I,]| < C fiir alle n € N. Es folgt

1(s)] = lim [1u(5)] < Clls]]

Also ist | stetig. Wegen c(, ~ (', folgt daraus (vgl. Satz 1.2.3) (Tjx)ken € ¢*.
Sei nun t") := Ts("). Es gilt

7)< Y ITalls < sup s - Y [Tl

—0 fir n—oo

Somit konvergiert die Folge (+™),cn komponentenweise gegen Null. Da
diese Folge auch in ¢o(IN) konvergent ist, gilt t = 0.

Nach dem Satz von abgeschlossenen Graphen ist der Operator T stetig.

O

Wir betrachten ein Beispiel nichtabgeschlossener Operatoren. Sei X ein
unendlichdimensionaler Banachraum. Wir erinnern uns daran, dass eine
Teilmenge B C X Hamel-Basis oder algebraische Basis von X heifst, falls je-
des Element von X sich durch eine eindeutige endliche Linearkombination
von Elementen aus B darstellen ldsst. Insbesondere ist B linear unabhén-
gig. Jeder Vektorraum besitzt eine Hamel-Basis.

BEHAUPTUNG. B ist iiberabzahlbar.

BEwEIs. Angenommen, es gébe eine abzahlbare Hamel-Basis B = {¢;|j €

IN'}. Sei X, := lin{e;|j < n}. Dann ist X = U X,,. Die Teilrdume X, sind
nelN
abgeschlossen, denn dim X, < co. Nach den Kategoriensatz von Baire (Ko-

rollar 1.2.17) gibt es ein 1y € IN, sodass Xj,, nichtleeres Innere besitzt. Dann
existiert eine offene Kugel B, (xy,) C Xy,, d.h. Be,(xp, ) ist relativ kompakt.
Widerspruch.

Sei nun B := {y;|i € I} eine Hammel-Basis in X. O.B.d.A. sei ||y;|| =1
ftr alle i € I. Wahle eine abzélbare Teilmenge {x;|j € N} C B. Setze

I(xj)=j, jeN und [(x)=0 firalle xe& B\ {x]jcN}.
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Das Funktional I besitzt eine eindeutige lineare Fortsetzung auf X: Sei

y= E a;y; tiir eine endliche Teilmenge N, C I. Setze
i€INNy

I(y):= ), wl(y).

i€INNy

Das Funktional [ ist unbeschrinkt, denn l(x]-) — oo flir j — oo, und nicht
abgeschlossen, denn x;/j — 0 und I(x;/j) = 1.

Unbeschrankte Funktionale besitzen eine tiberaschende Eigenschaft:

BEHAUPTUNG. Sei X ein Banachraum, [/ : X — K ein unbeschrianktes
lineares Funktional. Dann ist Kern! = X.

Bewers. Es gibt eine Folge (xj)nen mit |[(x,)| > n||x,||. O.B.d.A. sei
|x4]| = 1. Dann gilt |I(x,)| > n. Sei x € X \ Kern! beliebig. Betrachte

I(x)

Zy =X — X = z, € Kernl.

H(xn) ™"

Nun folgt aus

()]
()] 7o

dass x € Kern .

20 — x|| =

Spéter werden wir lineare Operatoren studieren, die auf einer dichten
Teilmenge von X definiert sind. Solche Operatoren konnen unbeschrénkt,
aber abgeschlossen sein.

5.2. Der adjungierte Operator

DEFINITION 5.6. Seien X, Y normierte Riume, sowie T : X — Y eine stetige
lineare Abbildung. Der adjungierte Operator T’ : Y' — X' ist durch

(T'y)(x) = y'(Tx)
definiert.
Der adjungierte Operator ist offensichtlich linear.
BEISPIELE. (1) Sei 1 < p < oo, sowie X = Y = (P(N). Dann ist
X' =Y = (1(IN) mit % +% =18eij: X' =0,y — (Yn)nen der
zugehorige isometrische Isomorphismus,

y'(x) =Y yuxu fiirein (yo) =jy €07 undalle x = (x,) €.
n=1

Betrachte den Shiftoperator in X:
T:(x1,x2,x3,...) — (X2,X3,X4,...).

Es gilt: jT'j=1 : 41 — 9. Zum Beweis betrachte

y/(Tx) = Z YnXny1 = Z Yn—1Xn.
n=1 n=2
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Folglich ist

iT i (y,ya,. ) = (0,91, 12,...).

(2) Seil<p<oo, X=Y=LP(0,1) = X' =Y =L90,1) mit q wie
oben. Sei j : X' — L9(0,1) der zugehirige isometrische Isomorphismus,

1
X(x) = [ ()0 x(t) dt.
0 N~
el elr
Sei h € L*(0, 1) beliebig. Der Multiplikationsoperator
T,:LP(0,1) 3 f — hf € LP(0,1)

ist stetig, denn
1 1 1
| m@swrrac= [ reieora < g, [

L K
BEHAUPTUNG: jT),j ™" =

BEweErs. Seien g € X' und f € X beliebig. Betrachte
(T9)() = 8(Tyf) = / (A0 =)0 d

_/ )(jg) (£) dt = /f () () dt
:/O FO(T,(j9))(F) dt = (7 T,jg) (f),

dh. Ty = 1T,].
(3) Der Integraloperator T auf L*(0,1)

(Tf)(s):/olk(s,t)f(t)dt mit ke L2((0,1) x (0,1))

ist eine Selbstabblidung auf L2, denn:

2
ds

1

[iepepas< [ [ ks

Cauchy Schwarz
/(/ ykst|2dt> (/ F(t \Zdt>
= [kllZ2((01)x 01)) [ 1220,

Die adjungierte Abbzldung
jT' i1 1%(0,1) — L2(0,1)

ist durch

(T 1)) = [ KsnfWd, Kish):=ks)

gegeben. BEWEIS dhnlich wie oben.



5.2. DER ADJUNGIERTE OPERATOR 9

(4) Sei X ein normierter Raum. Betrachte die kanonische Inklusion
J: X=X, x> 2" X(X) =2 (x) Vi eX.
Berechne
J'E X" = X () (x) = X" ()(x)).
Folglich ist |’ die Einschrikungsabbildung
= ) B

SaTz 5.7. Seien X,Y, Z normierte Riume.

(a) Die Abbildung T +— T" von L(X,Y) nach L(Y',X') ist linear und
isometrisch, d.h. ||T||x—y = [| T ||y —x-
(b) (ST) =T'S fiiralle T € L(X,Y)und S € L(Y,Z).

ERINNERUNG (Korollar 1.2.12 (b)). Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:

[x[| = sup [x'(x)| VxeX
x'eX

[+l <1
BEWEIS VON SATZ 5.7. (a)
IT||x—y = sup ||Tx|ly = sup sup |y'(Tx)|
[[xl<1 [[x[I<1{ly"[l<1
= sup sup [y (Tx)| = sup [Ty ||lx = | T'lly—x-
Iy I<1x||<1 ly'll<1

(b)
((ST)'2") (x) = 2/(STx) = (8'2')(Tx) = (T'S'2') (x).

Satz 5.8. Seien X,Y normierte Raume. Fiir T € L(X,Y) gilt:
T"oJx=JyoT

BEMERKUNG. Unter der Identifizierung X C X", Y C Y"ist T" € L(X",Y")
eine Fortsetzungvon T € L(X,Y), denn
T'|x =JyoT.

BEWEIS VON SaTz 5.8. Fiir alle y' € Y’ gilt

(T"(Jx(x))) () = (T () (T'y") "= () ()
=y (Tx) = (Jy(Tx)) (v).
|
KOROLLAR 5.9. Seien X,Y normierte Riume. Der Operator S € L(Y',X’)
(

ist genau dann zu einem Operator T € L(X,Y) adjungiert, wenn S'(X) C Y ist
(hier gilt die Identifizierung X C X", Y C Y").

BeEwers. S = T’ fir ein T € L(X,Y) gilt genau dann, wenn S’ €
L(X",Y") eine Forstsetzung des Operators T, d.h. §’|x = T. Diese Gleich-
heit liegt genau dann vor, wenn S'(X) C Y ist. O
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BEMERKUNGEN. (1) Die Abbildung T — T’ ist im Allgemeinen nicht
surjektiv. Seidazu X =Y =cp = X' =Y =1 = X' =Y = (.
Sei desweiteren S € L(I'), t = (t,) — (X521 t4,0,0,...) und u =
(un) € €= beliebig. Betrachte

(S'u)(t) =u(St) =u ((itn,o,o,..))

(o] (o]
= U Z t, = Z Mltn.
n=1 n=1

Folglich ist
S'u = (uy,u1,u1,...) & co.
Daher ist S'(co) ¢ co. Nach Korollar 5.9 ist S kein adjungierter Opera-

tor.
(2) Ist Y reflexiv, so ist jedes S € L(Y', X") ein adjungierter Operator.

DerFINITION 5.10. Sei X ein normierter Raum, seien U C X, V C X' Teil-
raume. Die Mengen

Ut :={x' e X'|x'(x) =0 fiiralle xcU}cCX,
Vi :i={xeX|x'(x)=0 firalle x'eV}cCX
heiflen Annihilator von U in X', bzw. von V in X.
Die Annihilatoren U+ und V| sind abgeschlossene Teilraume.

Satz 5.11. Sei X ein normierter Raum. Sei Y C X ein abgeschlossener Teil-
raum. Es existieren kanonische isometrische Isomorphismen
(1) (X/Y) =Y+,
Q) Y 2X'/Yt

ProrosITION 5.12. Sei X ein normierter Raum, Y C X ein Teilraum. Dann
gilt
(@) [|[x]]] := d(x,Y) = inf |[x —y
yeyYy
auf X/Y,
(b) Ist Y abgeschlossen, so ist || - || eine Norm,
(c) Ist X wvollstindig, Y abgeschlossen, so ist X /Y ein Banachraum.

Bewers. (a) ||[x]|| > 0 ist klar. Fiir A € K\ {0} betrachte
A = ||[[Ax]|| = inf ||Ax —y|| = inf ||Ax — A
AR = IAx]ll = inf flAx = y]| = inf [|Ax = Ay]|

,[x] =x+Y € X/Y, ist eine Halbnorm

= Al inf [lx =yl = AN
Ferner sei ¢ > 0 beliebig. Zu beliebigen x1,x, € X wahle y1,y, € Y mit
llxi — yill < ||[xi]l| +¢ i =1,2. Betrachte
[1[x1] + []l] = [[[x1 + 2]l < [l(3x1 +x2) = (1 + 12|
< v = yall + llx2 = wal| < [[[a]ll + [l [x2] ]| + 2e.
Da € > 0 beliebig ist, gilt ||[x1] + [x2]|| < |[[x1]]] + [|[x2]]]-
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(b) ||l[x]|| = 0 gilt genau dann, wenn d(x,Y) = 0. Da Y abgeschlossen
ist, ist diese Bedingung dquivalent zu x € Y, d.h. [x] = 0.
(c) Sei (x¢)ken eine beliebige Folge in X mit Y _ [|[x]|| < oco. Fiir den
kelN
Beweis der Vollstandigkeit geniigt es zu zeigen, dass Z [x¢] konvergent
kelN
ist. O.B.d.A. sei || x| < ||[x]|| +27F. Dann gilt

Yol < Y Ml + Y 27 < oo

kelN keIN keN

Da X vollstindig ist, konvergiert die Reihe ) x; in X gegen ein x € X.

keIN
Folglich gilt
n n n
[x]—Z[xk] = x—Zxk < x—Zxk H—w>0,
k=1 k=1 k=1
! X/Y

BEWEIS VON Satz 5.11. (a) Die Quotientenabbildung w : X — X/Y,
x — [x], ist linear und stetig, denn

lo()lx/y = [ [*]llx/v = inf [lx —yllx < flx][x-
yeY

Definiere
¢:(X/Y) =X, (X/Y) 2l x =loweX.
Offenbar gilt fiir alley € Y
¥'(y) = w(y)) =1([0]) =0
und somit Bild(¢) C Y.
Sei ¢ : (X/Y)" — Y+ die Bildeinschrankung von ¢.
BEHAUPTUNG 1. ¢ ist bijektiv.

Bewers. Sei ¥’ € Y1 beliebig, d-h. x'(y) = 0 fiir alle y € Y. Setze
I([x]) := x/(x) fiir alle x € X. Dann ist ¢(I) = x’. Also ist ¢ surjektiv.

Sei ¢(l) =0 fireinl € (X/Y), dh. I[(w(x)) = 0 fiir alle x € X. Also
ist I([x]) = 0 fur alle x € X, d.h. I = 0. Somit ist ¢ injektiv.

BEHAUPTUNG 2. ¢ ist isometrisch.
BeEwEIs. Berechne
oD lxr = sup [p(1)(x)| = sup |I{w(x))] = sup [I([x])] = (*).
xeX xeX xeX
][ <1 [lx[[<1 ][ <1
Wegen ||[x]]|x/y < ||x|| bildet die Quotientenabbildung w die Einheitsku-

gel BX(0) in X in die Einheitskugel Bf /Y(0) im Quotientenraum X/Y ab.
Sei [z] € B{/Y(0) beliebig. Dann ist infcy [z — y|| < 1 und somit existiert
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ein y € Y mit ||z —y|| < 1. Also ist die Abbildung w|gx ) BX(0) —
BX/Y(0) surjektiv und folglich gilt
(¥) = sup [I([x])] = |[ZI]-

[x]eX/Y
llx]l1x /v <1

(b) Setze ¢ : X' /Y — Y/, X' + Y+ = x'|y.
BEHAUPTUNG 3. ¢ ist bijektiv.
BEwErs. Sei y' € Y’ beliebig. Sei x’ € X’ eine Hahn-Banach-Fortsetzung
von y’. Dann gilt
p(xX +YH) =¥y =V
Also ist ¢ surjektiv.

Sei ¢(x’ +Y*) = 0 fiir ein ¥’ € X". Dann ist x’|y = 0, d.h. x’ € Y+ und
folglich x' + Y+ = [0]. Also ist ¢ injektiv.

BEHAUPTUNG 4. ¢ ist isometrisch.

BEwEIs. Sei x” € X’ beliebig. Dann ist

lp(x" +Y5)ly = sup |o(x' +Y4)(y)| = sup ¥'(y)| = (x).
yey yey
lyll<1 llyll<1

Day'(y) =0fiiralley’ € Yt und alley € Y, gilt

(x) = inf sup [x'(y) —¥'(y)]
yeys yey
lyll<1

< inf sup |¥'(y) —y'(y)|
yeYt yxex
[lx]<1

= inf 2 =yl = Y e
yIGYL
Umgekehrt, sei ¥ € X’ beliebig. Dann ist die Einschrinkung x’|y xon x’

auf Y linear und stetig, d.h. x'|y € Y. Sei 2/ € X’ eine Hahn-Banach-
Fortsetzung von x'|y. Dann ist ' —z’ € Y. Nun betrachte

1" + Y lx v = inf [l =yl < [l = (' = 2)x
y'ey+

= 12/llx = X'l ly = llp(x" + Y5l
Der Beweis ist vollstandig. O

Bewers selbst. Hinweis: Fiir (1) ordne I € (X/Y)’ das Funktional x’ :=
low, w: X — X/Y die Quotientenabbildung zu. Fiir (2) betrachte x’ +
Yt — x/|y.
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Seien X, Y normierte Rdume, T € £(X,Y). Dann gilt

Bild(T)* = {y € Y'|y/'(y) =0 Vy € Bild(T)}
={y €Yy (Tx)=0 Vxe X}
={y €Y |(Ty)(x) =0 Vxe X}
= Kern(T").

(5.2)

Satz 5.13. Seien X,Y normierte Riume, sowie T € L(X,Y). Dann gilt:

Bild(T) = Kern(T") | .

BEMERKUNG. Nach Satz 5.13 hat ein Operator T € L(X,Y) dichtes Bild
genau dann, wenn T' injektiv ist.

ErRINNERUNG (Korollar 1.2.12(c)). Sei X ein normierter Raum. Ist U C X
ein abgeschlossener Teilraum und x € X \ U, so existiert ein x' € X' mit x|y =
0 und x'(x) # 0.

BEWEIS VON SATZ 5.13. (C) Sei x € X beliebeig, y := Tx € Bild(T). Sei
y" € Kern(T’) beliebig. Betrachte

y'(y) =y (Tx) = (T'y')(x) = 0.
Also ist y € Kern(T’), . Daher gilt Bild(T) C Kern(T"),. Wegen der Ab-
geschlossenheit des Annihilators ist Bild(T) C Kern(T’) .

(D) U := Bild(T) C Y ist ein abgeschlossener Teilraum. Sei y ¢ U
beliebig. Nach Korollar 1.2.12(c) gibt es ein Funktional ' € Y/ mit y/|y =0
und v/ (y) # 0. Dann gilt fiir alle x € X

(T'y")(x) = y'(Tx) =0,

d.h. ' € Kern(T").
Es gilt y ¢ Kern(T’) |, denn sonst hitte man y/(y) = 0.
Zusammengefasst bedeutet dies: y ¢ U = y ¢ Kern(T") , also

Kern(T'), C U = Bild(T).
O

KOROLLAR 5.14. Sei T € L(X,Y) mit abgeschlossenem Bild. Dann ist die
Gleichung Tx = y genau dann losbar, wenn y'(y) = 0 fiir alle y' € Kern(T")
gilt.

BEMERKUNG. Die Implikation gilt insbesondere dann, wenn T injektiv ist.
BEwEISs VON KOROLLAR 5.14. Die Gleichung Tx = y ist genau dann
losbar, wenn y € Bild(T). Nach Satz 5.13 gilt dies genau dann wenn
y € Kern(T') ;, d.h. ¥/ (y) = 0 fiir alle y’ € Kern(T’). O
SATz 5.15. Seien X,Y Hilbertriume.

(1) Die Abbildungen Cx : X — X', Cy : Y — Y’, die Elementen x € X
bzw. y € Y die Funktionale (x,-) in X' bzw. (y, ) in Y’ zuordnen, sind
konjugiert lineare isometrische Bijektionen.
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(2) Zu jedem linearen beschrinkten Operator T : X — Y existiert genau
ein linearer beschrinkter Operator T* : Y — X so, dass (T*y, x)x =
(y, Tx)y fiir alle x € X, y € Y. Die Abbildung T* heifst zu T adjun-
gierter Operator. Es gilt | T*|| = || T|| und T* = Cx'T'Cy.

Fiir den Beweis bendtigen wir den Darstellungssatz von Riesz (Satz
1.4.71).

ERINNERUNG (Der Darstellungssatz von Riesz). Sei X ein Hilbertraum.
Zu jedem linearen stetigen Funktional | : X — K gibt es genau ein y € X so,
dass 1(x) = (y, x) fiir alle x € X gilt. Ferner ||y||x = ||!||x—xk-

BEWEIs VON Satz 5.15. (1) folgt direkt aus dem Rieszschen Darstel-
lungssatz.

)
(y, Tx)y = (Cyy)(Tx) = (T'Cyy)(x)
= (Cx'Cyy,x) = (T*y,x)
mit T* = Cx ' T'Cy. O

BEMERKUNG. Seien X, Y Hilbertriume, T : X — Y stetige lineare Abbil-
dung. Aus (5.2), Satz 5.13 und Satz 5.15 folgt, dass

(5.3) Kern(T*) = Bild(T)* und Bild(T) = Kern(T*)*
gilt. Hier bezeichnet U+ das orthogonale Komplement zu U (s. Definition 1.4.55).

5.3. Projektionen

DEFINITION 5.16. Sei X ein normierter Raum. Ein linearer Operator P :
X — X heifit Projektion von X auf Bild(P), falls P?> = P gilt, d.h. wenn P ein
Idempotent ist.

BE1sPIEL. Sei X ein Hilbertraum, u,v € X beliebig mit (u,v) # 0. Dann ist
_ u{o,)
~ (vu)

eine Projektion.

LemMmA 5.17. Sei X ein normierter Raum. Sei P : X — X eine stetige
Projektion. Dann gilt
(a) Entweder ist P = 0 oder || P|| > 1.
(b) Bild(P) = {x € X | Px = x}.
(c) Bild(P) ist abgeschlossen.
(d) X und die direkte Summe Kern(P) + Bild(P) sind topologisch iso-
morph, d.h. die Abbildung Kern(P) + Bild(P) — X, (xo,x1) — xo +
x1, ist eine lineare stetige Bijektion.

BEMERKUNG. Kern(P) + Bild(P) is definiert als die Menge Kern(P) x
Bild(P), versehen mit der Norm

1/
G )l = (el + Ny ll) "

fiirein 1 < p < oo oder

G, y) [y == max{|[x[|x, [|ylly}-
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BeweEis. (a) Aus ||P|| = ||P?|| < ||P||? folgt sofort P = 0 oder ||P|| > 1.

(b) Gilt Px = x, so ist offenbar x € Bild(P). Umgekehrt, aus x = Py
folgt Px = P2y = Py = «x.

(c) Nach (b) ist Bild(P) = Kern(I — P). Da I — P stetig ist, ist Bild(P)
abgeschlossen.

(d) Jedes x € X lasst sich als

x= Px + (I-P)x.
€Bild(P) €Kern(P)

schreiben. Da Bild(P) N Kern(P) = {0} ist, ist die Zerlegung x = x; +
xo mit x; € Bild(P) und xp € Kern(P) eindeutig. Somit sind X und
Kern(P) + Bild(P) isomorph. Die Abbildung x + (Px, (I — P)x) ist ste-
tig, da P stetig ist. U

BEISPIELE. L. Auf X = LP(R) betrachte P : X — X, f = xjo1f-
Offenbar ist P eine Projektion mit |P|| = 1. Das Bild von P ist zu
LP(]0,1]) isometrisch isomorph.

2. Jede Projektion in £ auf cg ist unbeschriinkt. Ohne Beweis. Das bedeu-
tet, dass es keine stetige Fortsetzung des identischen Operators id : co —
co zu einem stetigen Operator {* — cq gibt. Eine solche Fortsetzung
wiire eine stetige Projektion von £ auf cy.

SATz 5.18. Ist Y ein endlichdimensionaler Teilraum des normierten Raums
X, so existiert eine stetige lineare Projektion P von X auf Y mit ||P|| < dim'Y.

BEwWEIS. Sein :=dimY.

BEHAUPTUNG: Es gibt Basen {by,...,b,} von Y und {¥},...,b},} von Y’
mit bi(b;) = &ij, [|bil| = ||bj|| =1 furallei,j=1,...,n.

Beweis. Nach Wahl irgendeiner Basis konnen wir Y mit K" identifizie-
ren. Sei det : Y" — K die Abbildung, die der Matrix mit den Spaltenvekto-
ren Xp,...,x, ihre Determinante zuordnet. Die Abbildung |det| ist stetig
und nimmt daher auf der kompakten Menge {(x1,...,x,) |||xi|| = 1,i =
1,...,n} ihr Supremum an, etwa bei (by,...,by,). Die Vektoren by,...,b,
sind dann linear unabhéngig und bilden deshalb eine Basis. Definiere nun

bl-(x) _ det(bl, .. .,b]-,1,x, b]'+1, .. .,bn)
j det(by, ..., by)

Es ist klar, dass die by, ..., b;, die gewtiinschten Eigenschaften haben.

Setze die Funktionale b; normerhaltend zu Funktionalen x} € X’ fort
(Satz 1.2.10). Definiere die Abbildung

n
Px :=Y xj(x)b;.
i=1

P ist eine Projektion, denn
n n n ;
Pl = Y xi(x)Pbi =) _xj(x) ) xj(bi) bj = ) _ xi(x)b; = Px.
=1 i=1 N i=1

=3

—. N
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Ferner, Bild(P) = lin{by,...,b,} = Y und

n n n
> xi(0)bif| < sup Y [xi(x)| <} llxi]| = n.
i=1 i=1

Jxl=1i=1

IP|l = sup
Ixl1=1

O

Im néchsten Satz zeigen wir eine Umkehrung von Lemma 5.17 im Fall
eines Banachraumes.

Satz 5.19. Sei X ein Banachraum und Y C X ein abgeschlossener Teilraum.
Es existiere ein abgeschlossener Komplementirraum Z zu Y, d.h. X ist algebraisch
isomorph zur direkten Summe Y + Z. Dann gilt:
(a) X ist topologisch isomorph zu Y + Z.
(b) Es existiert eine stetige lineare Projektion von X auf Y parallel zu Z,
d.h. Pz =0 fiir alle z € Z.
(c) Z ist topologisch isomorph zu X/Y.

BeEwers. (a) Da Y und Z abgeschlossen im Banachraum X sind, sind
es selbst Banachraume. Deshalb ist die direkte Summe Y + Z ein Banach-
raum. Ferner ist die Abbildung

Y+Z X, (yz)—y+z

linear, bijektiv und stetig. Nach dem Satz von der inversen Abbildung
(Satz 1.2.20) folgt die Behauptung.

(b) Nach Teil (a) existiert M > 0 mit ||y|| + ||z|| < M|y +z| furalley €
Y,z € Z. Also ist ||y|| < M|y + z||. Die wohldefinierte lineare Projektion
Yy + z — y ist somit stetig.

(c) Die Abbildung

Z—=X/Y, z—[zl={z+ylyeY},
ist linear. Sie ist bijektiv, denn jedes x € X kann eindeutig als y 4 z darge-
stellt werden. Diese Abbildung ist stetig, denn
IElxy = infllz=ylix < lIz]lx

Da X/Y und Z Banachrdume sind, folgt die Behauptung wieder aus dem
Satz von der inversen Abbildung. O

Die Existent eines abgeschlossenen Komplementdrraumes ist wesent-
lich fiir die Stetigkeit der linearen Projektion.

ProrosITION 5.20. Es gibt keine stetige Projektion £*°(IN) — co(IN).

BEwEIs. BEHAUPTUNG 1. Sei S eine unendlich abzédhlbare Menge. Dann
existiert ein Mengensystem {A;|i € I} mit |I| = |R| und |4;] = |IN|,
sodass A; N Aj, i # j, hochstens endlich sind.

Beweis. Identifiziere S mit Zahlen in [0,1] N Q. Setze I := [0,1] \ S. Zu
jedem i € I wihle eine Folge a,(f) — i aﬁj) € S.Setze A; := {a,(f) |n € N}.

BEHAUPTUNG 2. Sei T : {® — (% ein linearer stetiger Operator mit

Tx = 0 fir alle x € ¢o. Dann existiert eine unendliche Menge A C NN,
sodass Tx = 0 fiir alle x € £*° mit supp x = A.
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BEwEIs. Angenommen, die Aussage wére falsch. Dann gébe es zu je-
dem i € I ein Element x; € £*° mit supp x; = A;, sodass Tx; # 0. O.B.d.A.
sei ||x;]| = 1.

Sei

I, :={i € I|(Tx;)(n) # 0}.
Wegen [ = U I, und weil I tiberabzéhlbar ist, gibt es ein 1y € IN so, dass

nelN
I, iberabzdhlbar ist. Ferner sei

Ly :={i € I||[(Tx;)(n)| > 1/k}.
Wegen [, = U I, und weil I, tiberabzéhlbar ist, gibt es ein kg € IN so,

keN
dass I, x, tiberabzdhlbar ist.
Sei | C I, x, eine beliebige endliche Teilmenge. Setze

y:=Y sign ((Tx;)(no)) x; € €.
jeT
Da | endlich und die Durchschnitte A; N A; hochstens endlich sind, gibt
es ein N € IN, sodass fiir alle n > N ein j, € | existiert mit

y(n) = sign ((Tx;)(ng)) x;, (n).
Also lasst sich y € £* als die Summe f + z schreiben, wobei supp f endlich

ist unf ||z|| < 1. Nach der Voraussitzung ist Tf = 0 und somit Ty = Tz.
Folglich gilt

(54) ITyll < I TIlll=[l < [IT].

o/ko

Nun betrachten wir

(Ty)(no) = ) _sign ((Tx;)(no)) (Tx;)(no)

i€l
= |(rx) )| = 1.

Aus (5.4) folgt

171 2 Tyl > 1(Ty) ()| = 1L,

0
d.h. |J| < ko||T||. Es ist ein Widerspruch, da die Menge | beliebig grof3
gewdlt werden kann.
Somit existiert ein i € I mit Tx = 0 fiir alle x € ¢* mit suppx = A;.
Setze A := A,.

Angenommen, es gibe eine stetige Projektion P : ¢ — ¢*° mit Bild(P) =
co. Sei T = id —P. Nach Behauptung 2 ist Tx = 0 fiir alle x € /* mit
suppx C A, dh. Px = x fiir alle x € ¢ mit suppx C A. Folglich gilt
Bild(P) # co. Widerspruch! O

Ist X ein Hilbertraum, so besitzt jede abgeschlossener Teilraum V C X
einen abgeschlossenen Komplementdrraum W. Insbesondere kann man W
als V1 wihlen. In diesem Fall git X =V V-, (isometrisch isomorph),
wenn die orthogonale Summe V & V+ mit der Norm (|[x1 |3 + [|x2]|2,. )12
versehen wird.
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BEMERKUNG. Ein Banachraum ist genau dann topologisch isomorph zu ei-
nem Hilbertraum, wenn jeder abgeschlossene Teilraum einen abgeschlossenen Komplementiir-
raum besitzt (Satz von Lindenstrauss und Tzafriri).

DErFINITION 5.21. Sei X ein Hilbertraum, sei Y ein abgeschlossener Teil-
raum von X. Sei x = y+z mity € Y und z € Y die eindeutige Zerlequng
des Elementes x € X (vgl. Satz 1.4.18). Dann heifst Py : X — X, Pyx := y
die orthogonale Projektion von X auf Y (auch orthogonaler Projektor oder
einfach Projektor).

Wir notieren folgende offensichtliche Eigenschaften von Py:
(a) Bild(Py) =Y,

(b) Kern(Py) = Y+,

(© [|Py[l =1, falls Y 7 {0},

(d) Pz =Py.

Sarz 5.22. Fiir einen beschriinkten linearen Operator P : X — X sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) P ist eine orthogonale Projektion,

(b) I — P ist eine orthogonale Projektion,

(c) P ist idempotent und Bild(P) = Kern(P)*,
(d) P ist idempotent und selbstadjungiert.

BEWEIs. (a) < (b): ergibt sich unmittelbar aus Definition 5.21.

(@) = (c): bereits gezeigt.

(c) = (a): Aus Bild(P) = Kern(P)* folgt, dass Bild(P) abgeschlossen
ist. Da P idempotent ist, gilt P’z = Pz fiir alle z € X. Also ist Py = y fiir
alle y € Bild(P). Sei nun x € X beliebig. Es ldsst die Zerlegung x = y + z
mit y € Bild(P) und z € Bild(P)* = Kern(P) zu. Offenbar gilt Px =
Py + Pz = Py = y. Folglich ist P die orthogonale Projektion auf Bild(P).

(@) = (d): Wegen (a) = (c) ist P idempotent. Fiir alle x; = y; + z1,
X2 = Yo + zp mit y1» € Bild(P), z1, € Kern(P) gilt

) (y1,22)=0

(Px1,x2) = (Y1, Y2 + 22 = (y1,¥2)

12)=0
) (y1 + z1,¥2) = (x1, Pxp).

Also ist P selbstadjungiert.

(d) = (a): Wegen (c) = (a) und der Gleichheit Bild(P) = Kern(P)+*
gentigt es, zu zeigen, dass Bild(P) abgeschlossen ist.

Sei x € Bild(P) beliebig. Dann ist (I — P)x = x — Px = x —x = 0, d.h.
x € Kern(1 — P). Also ist Bild(P) C Kern(I — P).

Sei nun x € Kern(I — P) beliebig. Aus (1 — P)x = 0 folgt Px = x =
x und somit x € Bild(P). Also ist Kern(I — P) C Bild(P). Somit gilt
Bild(P) = Kern(1 — P). Da Kern(I — P) abgeschlossen ist, ist auch Bild(P)
abgeschlossen.

Folglich ist P eine orthogonale Projektion. U

DEerFINITION 5.23. Seien X und Y Hilbertriume. Ein Operator U : X —
Y heifit Isometrie, wenn ||Ux| = ||x|| fiir alle x € X gilt. Gilt zusitzlich
Bild(U) =Y, so heifit U unitdrer Operator.
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Sarz 5.24. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) U ist unitir,
(b) Bild(U) = Y und (Uxq, Uxp) = (x1, x2) fiir alle x1,x, € X,
(c) U*U = idx und UU* = idy, d.h. U~ = U*,
(d) U* ist unitir.
Beweis selbst.

BEMERKUNG. Seien dim X = dimY < oo. Dann sind UU* = idy und
U*U = idy dquivalent. Tatsiichlich, wegen det(UU*) = | det(U)|*> = det(U*U) =
1, ist der Operator U invertierbar. Ferner gilt

Uu* =idy & U 'UU* =U*=U ' U'U=U'U=idx.

ProrosITION 5.25. Zwei Hilbertriume X und Y sind genau dann isome-
trisch isomorph, wenn es eine unitire Abbildung U : X — Y gibt.

Beweis klar.

Sarz 5.26. Zwei Hilbertriume X und Y sind genau dann isometrisch iso-
morph, wenn sie die gleiche Hilbertraumdimension besitzen.

BEwErs. (=) Sei U : X — Y unitér. Sei {ey|a € I} eine Orthonormal-
basis von X. Betrachte M := {Ue,|a € I}. Die Menge M ist ein Orthonor-
malsystem, denn

(Ue,x, UEﬁ>Y = <€,X, 6‘3>X = 50(/3-
Wegen

linM = Ulin{e,|a € I} = UX =Bild(U) =Y
ist M total. Also ist M eine Orthonormalbasis.
(<) Sei {eq|a € I} eine Orthonormalbasis von X und {fx|a € I} eine

Orthonormalbasis von Y (mit gleicher Indexmenge I). Fiir beliebiges x € X
mit x = Y cqeq setze Ux := Y ¢, fy. Offenbar gilt Bild(U) = Y. Sei v’ € X

ael ael

mit x' = ) dgeg beliebig. Betrachte
el
(Ux,Ux") = <U Y cae, U dﬁeﬁ>
ael Bel
= <Z Cufar ) dﬁfﬁ>
wel Bel
= E adzx
wel
- (Zoe L)
wel Bel
= (x,x').
Nach Satz 5.24 ist U unitar. O

Sarz 5.27. Seien X, Y Hilbertridume. Dann ist die lineare Abbildung U :
X — Y isometrisch genau dann, wenn U*U = idx ist.
Sei nun U € L(X,Y) eine Isometrie. Dann gilt:
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(a) Bild(U) ist abgeschlossen,

(b) Kern(U*) = Bild(U)* und U [gyq(u) : Bild(U) — X ist eine Isome-
trie,

() Bild(U*) = X,

(d) uu* ist die orthogonale Projektion von Y auf Bild(U).

Beweis selbst.

AUFGABE. Seien X, Y Hilbertriume. Ein beschriinkter linearer Operator U :
X — Y heifit partielle Isometrie, wenn

(Ux,Uy)y = (x,y)x fiiralle x,y € (KernU)™".

Seinun U € L(X,Y) eine partielle Isometrie. Zeigen Sie:
(a) Bild U ist abgeschlossen in Y,
(b) Fiir alle x € (KernU)* gilt U*Ux = x,
(c) U* ist eine partielle Isometrie,
(d) U*U ist die orthogonale Projektion auf Bild U* und UU* ist die ortho-
gonale Projektion auf Bild U.

5.4. Trennung konvexer Mengen

In diesem Abschnitt beweisen wir eine weitere Formulierung des Sat-
zes von Hahn-Banach.

DEFINITION 5.28. Sei X ein Vektorraum, sowie A C X eine Teilmenge. Das
Minkowskifunktional

Py: X — [0, 0]
wird durch
Pa(x) i=inf {A > 0 ‘% cA}, inf{}i= oo,
definiert. Die Menge A heifit absorbierend, falls Pa(x) < oo fiir alle x € X.

BEISPIEL. Seien X ein normierter Raum, sowie A = B1(0) C X. Dann gilt:
Py(x) = ||x|]| VxeX.

LEMMA°5.29. Sei X ein normierter Raum und U C X eine konvexe Teilmen-
ge mit 0 € U. Dann gilt:

(a) U ist absorbierend, genauer: B¢(0) C U = Py(x) < 1|x|.

(b) Py ist sublinear, dass heifit Py(x +y) < Py(x) + Pu(y), Pu(pux) =
uPy(x) fiiralle x,y € X, u > 0.

(c) Ist U offen, so gilt U = P;*([0,1)).

Bewers. (a) Da 0 € U ist, gibt es ein 6 > 0 mit Bs(0) C U. Somit ist
26 € U fir alle 0 < &' < 4. Also ist Py(x) < 121,

[«

(b) Betrachte

Pu(jx) = inf { A >0)”7x cu} A:}M/yinf{)\’ >0 ;‘; - % € u} = uPy(x).
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Seien nun x,y € X und ¢ > 0 beliebig. Wahle Py(x) < A < Py(x) +¢,
Pu(y) < u < Pu(y) + ¢ beliebig. Damit gilt € U und ; € U. Da U
konvex ist, gilt

Ax u 'y x+y

— = = € Uu.
/\+y)t+/\+yy Atu

Also ist
Pu(x+y) < A+pu < Py(x) + Puly) + 2

Da & > 0 beliebig ist, folgt Py(x +vy) < Py(x) + Pu(y).
(c) Sei Py(x) < 1. Dann gibt es ein A < 1mit § € U.Da0 € U und U
konvex ist, gilt

:>/\%+(1—A)'O:xeu.
Sei Py(x) > 1. Dann ist ¥ ¢ U fur alle A < 1. Da U° abgeschlossen ist,
folgt
— lim ~ € UF.
: AT A
O

LemMma 5.30. Sei X ein normierter Raum, sowie V. C X konvex und offen,
mit 0 ¢ V. Dann existiert ein x' € X' mit Rex'(x) < 0 fiir alle x € V.

BewEis. Zunidchst sei K = R. Wihle ein xy € V. Setze yo := —x,
U:=V—-xy:={v—xp|veV}

Die Menge U ist offen und konvex, yo ¢ U, 0 € U. Mit Lemma 5.29 gilt
Py(x) < oo fiir all x € X, Py ist sublinear und Py (yo) > 1.
Auf dem Teilraum Y := lin{yo} definire das Funktional

v:Y =R, y(tyo) =tPu(yo), teR
Es folgt v/ (y) < Puy(y) fiir alle y € Y, denn
t <0=y'(tyo) <0 < Pu(tyo),
t>0=1v'(tyo) = Pu(tyo)-

Aus dem Satz von Hahn-Banach (Version der linearen Algebra, reelle Fas-
sung, Satz 1.2.7) folgt, dass es ein lineares (nicht notwendig stetiges) Funk-
tional x’ gibt mit x’|y =y’ und x'(x) < Py(x) fiir alle x € X. Nach Lemma
5.29 (a) ist dieses Funktional stetig, denn

| (x)| = max{x'(x), =" (x)} = max{x(x), x'(—x)} < max{Py(x), Pu(—x)} < %Hx\l
fir alle x € X und ein € > 0. Insbesondere ist

!/ / yoééll
X'(yo) =y (yo) = Pu(yo) > 1.
Sei nun x € V beliebig. Dann gibt es ein u € U mit x = u — yo. Folglich
ist
x'(x) =x"(u) —x'(yo) = x'(u) — Pu(yo) < Py(u) —-1<0.

<1lwegen
Lemma 5.29(c)



5.5. DER SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN BILD 22

Der komplexe Fall folgt aus dem reellen mittels Lemma 1.2.8 mit [(x) =
I(x) —il(ix). O

Sarz 5.31 (Trennungssatz von Hahn-Banach, Version I). Sei X ein nor-
mierter
Raum, V1, Vo C X konvex, sowie Vi offen und Vi NV, = &. Dann gibt es ein
x" € X' mit Rex'(v1) < Rex'(vy) fiir alle vy € Vy und vy € V5.

Bewers. Sei V :=V; — Vo = | (V4 — x). Offenbar ist V offen.
xeV;
BEHAUPTUNG: V ist konvex.

BEWEIs. Seien x,y € V beliebig, d.h. x = v; — v und y = wy — w, fir
v1, w1 € V1 und vy, wy € V,. Fiir beliebiges A € (0,1) betrachte

Ax+(1=Ay=Av;+ (1= AN)w; — (Ava+ (1 — A)wy) € V.

%1 eV,

Da ViNV, =@, ist 0 ¢ V. Nach Lemma 5.30 gibt es ein x’ € X’ mit
Rex'(v) < O fiir alle v € V. Daher ist Rex/(v; — vp) < 0 fiir alle v; € V3,
vy € V5. O

Sarz 5.32 (Trennungssatz von Hahn-Banach, Version II). Sei X ein nor-
mierter
Raum, sowie V. C X abgeschlossen und konvex. Sei x ¢ V. Dann existiert ein
x' € X' mit Rex'(x) < inf{Rex’(v)|v € V'}. Insbesondere Qibt es ein ¢ > 0 mit
Rex'(x) < Rex'(x) +¢e <Rex/(v) fiirallev € V.

BewEers. Da V abgeschlossen ist, gibt es ein » > 0 so, dass B,(x) N
V = . Nach Satz 5.31 (mit V; = B,(x) und V, = V) existiert ein x’' €
X' so, dass Rex/(x +u) < Rex’(v) fir alle u € B,(0) und v € V. Also
ist Rex’(x) + Rex’(u) < Rex’(v) fiir alle u € B,(0) und v € V. Nach
Ubergang von u zu —u erhilt man auch Rex’(x) — Rex’(u) < Rex'(v).
Somit gilt Re x’(x) 4+ |[Rex’(u)| < Rex’(v). Daher ist

Rex'(x) +r||Rex'|| < Rex'(v) fiiralle ve V.

Nun folgt mit Lemma 1.2.8 (d)

Rex'(x) +r||x'|| < Rex'(v) fiiralle veV.

5.5. Der Satz vom abgeschlossenen Bild

Satz 5.33. Seien X,Y Banachriume, T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:
(a) Bild(T) ist abgeschlossen

(b) Bild(T) = Kern(T') |

(c) Bild(T") ist abgeschlossen

(d) Bild(T") = Kern(T)*
Fiir den Beweis brauchen wir einige Hilfsergebnisse.

LEMMA 5.34. Seien X, Y Banachriume, T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:
(a) Bild(T) ist abgeschlossen,
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(b) es gibt ein K > 0 so, dass zu jedem y € Bild(T) ein x € X existiert mit
Tx =y und ||x[|x < Kllylly-

Beweis. (1) Vorbereitungen: Sei U := Kern(T). Der Quotientenraum
X /U mit der Norm ||[x]||x,y = in{[ ||x — u||x ist ein Banachraum.
ue

Betrachte T : X/U — Bild(T), [x] — Tx. Die Abbildung T ist offenbar
linear und bijektiv.
Seien nun x € X, ¢ > 0 beliebig. Wahle ein z € U mit

S
1 =zllx < [[[*]llx/u + 777
IT]

Betrachte:
1T = 1 Txlly = [IT(x = 2)[ly < [ Tlx-vllx —2]x
< T lx-v [[¥]lx/u + &
Also ist N
Ty < 1Tl x-y [ llx/us

d.h. T ist stetig.

(2) ,(b)=(a)” Aus (1) folgt, dass T eine Inverse T~ : Bild(T) — X/U
besitzt. Dass T~ ! stetig, folgt aus (b). Da X/U vollstindig ist, ist Bild(T)
ebenfalls vollstindig und somit abgeschlossen.

(3) ,(a)=(b)“ Nach (a) ist Bild(T) ein Banachraum. Aus dem Satz von
der inversen Abbildung (Satz 1.2.20 (b)) folgt, dass T~ stetig ist. Somit gilt

1 lx/u = 1T Tl llxsu < ITHIIT -

Sei y € Bild(T) beliebig. Dann ist y = T[x] fiir ein x € X. Wihle aus
jeder Aquivalenzklasse [x] € X/U ein x’' mit ||x’| < 2||[x]||x,y. Dann gilt
Il <2071 T Iy,

—
=Tx'=y

d.h.
I¥llx < Kllylly mit K=2[|T].
O
LemMa 5.35. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Es gebe einr > 0
s0, dass
rlly'lly < IT'Y'llx fiir alley” € Y.
Dann ist T offen (und nach Prinzip der offenen Abbildung insbesondere surjek-
tiv).

Bewers. Es gentigt zu zeigen, dass B,(0) C T (B1(0)) (siehe Beweis von
Prinzip der offenen Abbildung, Satz 1.2.20(a)).

Sei yo € B,(0) beliebig. Angenommen, yo ¢ T (B1(0)). Dann nach dem
Trennungssatz von Hahn-Banach (Satz 5.32) gibt es ein iy’ € Y/ mit

Rey'(y) < Rey'(vo)
fiir alle y € T (B1(0)) (in Satz 5.32 ersetze y’ durch —y’). Dann gilt
Rey/(Tx) < Rey'(yo)
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fur alle x € B;(0).
Wir schreiben y'(Tx) = ap mit & € K, || = 1, p > 0. Dann gilt fiir
jedes x € B1(0):

Rey/'(yo) > Rey' (T(ax)) = Rewy'(Tx) = aap = p = |y'(Tx)|.
Folglich erhalten wir

rlly'lly < ITyllx = sup [(T'y)(x)| = sup [y'(Tx)]

xGBl(O) xGBl(O)
< Rey'(yo) < ly' (o)l < I¥'llvlIyolly-
Also ist r < [|yol|y. Widerspruch! O

BEwEIs VON Satz 5.33. Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt aus Satz
5.13.

(a)=(d) (C) Sei x' € Bild(T") beliebig. Dann gibt es ein iy’ € Y’ mit
x" = T'y'. Berechne

¥ (x) = (T'y) (x) =y'(Tx) =0
fiir alle x € Kern(T). Also gilt
x' € Kern(T)* := {x' € X'|x'(x) = 0Vx € Kern(T) } .

Somit ist Bild(T’) C Kern(T)*.

(D) Sei x" € Kern(T)* beliebig. Betrachte z’ : Bild(T) — K, y — x/(x)
fiir Tx = y. Offenbar ist 2z’ ein lineares Funktional.

BEHAUPTUNG: 7' ist stetig.

Bewers: Wihle K > 0, wie in Lemma 5.34, d.h. zu jedem y € Bild(T)
gibt es ein x € X mit Tx = y und ||x||x < K]|y|y. Dann folgt

2 ()] = X' ()] < [IX]l1]x]] < %" [K]lyl-

Sei ¥’ € Y’ eine Hahn-Banach-Fortsetzung von z'. Es gilt x' = T'y/,
denn
x'(x) =2 (Tx) =y (Tx) = (T'y')(x) fiiralle x € X.
Folglich ist x” € Bild(T’). Somit gilt Kern(T)+ C Bild(T").
(d)=(c) Klar, da Annihilatoren abgeschlossen sind.
(c)=(a) Sei Z := Bild(T) C Y. Definiere S : X — Z durch Sx = Tx.
Seien iy’ € Y/ und x € X beliebig. Dann gilt

(T'y)(x) =y (Tx) = y'|2(Sx) = (S'(¥'|2)) (x).
Folglich ist

(5.5) T'(y") = S'(v'2)
und somit Bild(T”) C Bild(S’).

Nun sei x’ € Bild(S’) beliebig, d.h. x’ = §'Z fireinz’ € Z'. Seiy/ € Y’
eine Hahn-Banach-Fortsetzung von z'. Aus (5.5) folgt Sz’ = T'y’. Also ist
Bild(S") C Bild(T’) und somit Bild(S’) = Bild(T’). Nach Voraussetzung
(c) ist Bild(S’) abgschlossen.
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Wegen Bild(S) = Z und Bild(S) = Kern(S), ist S’ € £(Z',X") injek-
tiv. Damit ist S’ eine stetige Bijektion zwischen Z’' und Bild(S’). Mit dem
Satz von der inversen Abbildung folgt, dass (S') ! stetig ist, d.h.

1(8") 7 'x'|z < %le’HX/ vx' € Bild(S')

fiir ein geeignetes ¢ > 0. Setze nun x’ = S'z’. Dann folgt c||z'|| 2 < ||S'Z/||x.
Mit Lemma 5.35 folgt dann, dass S € £(X, Z) offen ist. Nach dem Prinzip
der offenen Abbildung ist S surjektiv und daher

Bild(S) = Z = Bild(T) = Z = Bild(T) ist abgeschlossen.
O

AUFGABE. Zeigen Sie, dass das Spektrum eines selbstadjungierten Operators
reell ist.

5.6. Einseitige Inversen

DEFINITION 5.36. Seien X, Y Vektorriume, T : X — Y eine lineare Abbil-
dung. Eine Abbildung S; : Y — X heifit Linksinverse zu T, falls gilt 5;T = idx.
Eine Abbildung S, : Y — X heifit Rechtsinverse zu T, falls gilt TS, = idy.

Ist T rechtsinvertierbar, so ist x = S,y eine Losung der Gleichung Tx =
y, denn Tx = TS,y = y. Ist T linksinvertierbar und die Gleichung Tx =y
16sbar, so ist die Losung durch x = 5;y gegeben, denn x = 5;Tx = Sy.
d t
Bersprer. Seien X = Y = C¥(R), D i= =, (Jf)(¢) i= / F(s)ds. Es
0
gilt D] = idx, d.h. ] ist eine Rechtsinverse zu D. Der Operator | ist keine
Linksinverse zu D, denn

t
UDAE) = [ f(s)ds = £(1) = £(0).
In der Tat ist D nicht linksinvertierbar. Das folgt aus der folgenden Bemerkung.

BEMERKUNG. Ist T linksinvertierbar, so ist T injektiv, denn aus Tx = 0 folgt
x = 5/ Tx = 0. Ist T rechtsinvertierbar, so ist T surjektiv, denn

Bild(T) > Bild(TS,) = Bild(idy) = Y.

Die Injektivitdt bzw. Surjektivitit ist fiir die Links- bzw. Rechtsinver-
tierbarkeit nicht nur notwendig sondern auch hinreichend.

Satz 5.37. Seien X, Y Vektorriume, T : X — Y eine lineare Abbildung.

(1) Der Operator T ist linksinvertierbar genau dann, wenn T injektiv ist.

(2) Ist S eine Linksinverse zu T, so gilt: Y = Bild(T) 4 Kern(S;).

(3) Ist T injektiv, so gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller Linksin-
versen zu T und der Menge der zum Bild(T) komplementiren Teilridumen, d.h.
der Riumen Z C Y mit Y = Bild(T) + Z.

(4) Der Operator T ist rechtsinvertierbar genau dann, wenn T surjektiv ist.

(5) Ist S, eine Rechtsinverse zu T, so gilt: X = Kern(T) + Bild(S,).

(6) Ist T surjektiv, so gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller Recht-
sinversen zu T und der Menge der zum Kern(T) komplementiren Teilridumen,
d.h. der Riumen Z C X mit X = Kern(T) + Z.
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(7) Besitzt der Operator T sowohl die Links- als auch Rechtsinverse, so ist T
invertierbar und es gilt S; = S, = T~ ..

BewzEis. (1) Wegen der Bemerkung oben geniigt es die Implikation
“<=" zu zeigen. Sei T injektiv. Sei {e;};c; eine Basis in X. Zu beliebigem
x € X gibt es Zahlen «;4, ..., &, so, dass

n n
X = Zaje]- = Tx = thjTej.
=1 j=1

BenaurTuNG 1. {T¢;}7; sind linear unabhéngig.

BewErs. Angenommen, {Te;}7; wire linear abhingig, d.h. es gibe
Zahlen ay, ..., a, € K, aj # 0, mit

n

Dé]'TEj =T Zl lX]'Ej.
]:

0=

™=

]

Il
—_

n
Daher ist 0 # ) _ ajej € Kern(T). Widerspruch!
j=1

Also ist {Te;};c; eine Basis im Bild(T). Sei {g;|i € I} ein System linear
unabhingiger Elemente so, dass {Te;};c; U {gi|i € I} eine Basis in Y ist.
Zu jedem y € Y mit

n m
y=) ajTej+) Bigi
j=1 i=1
setze

n
Sy = Z 1X]'€]'.
j=1

n
Offenbar ist S linear. Fiir beliebiges x € X mit x = ) _aje; gilt
j=1

n n
STx =) a;STej =) wjej = x.
j=1 j=1
Also ist S eine Linksinverse zu T.

(2) Sei y € Y beliebig. Setze x = S;y und z = Tx = TS;y € Y. Dann ist
z € Bild(T) und y — z = y — TS;y. Offenbar gilt

Sl(y — Z) = Sly — SZTSly = Sly — Sly =0.

Also ist y —z € Kern(S;). Somit lasst sich jedes y € Y als die Summe
z+ (y —z) mitz € Bild(T) und y — z € Kern(S;) darstellen.

Ist Tx € Kern(S)) fir ein x € X, so gilt x = §;Tx = 0. Daher gilt
Bild(T) N Kern(S;) = {0}.

(3) Aus (2) folgt, dass jeder Linksinverse S; eine Zerlegung Y = Bild(T)
+Kern(S;) entspicht, wobei der Teilraum Kern(S;) zum Bild(T) komple-
mentdr ist. Sei ¢ : S; — Kern S; die entsprechende Zuordnung.
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Umgekehrt, sei Y = Bild(T) + Z eine Zerlegung von Y. Definiere die
Abbildung S : Y — X durch

S(Tx+z):=x VYxeX VzelZ

Diese Abbildung ist offensichtlich linear. Mit z = 0 folgt aus der Defini-
tion, dass ST = idy, d.h. S ist eine Linksinverse. Mit x = 0 erhalten wir
Kern(S) = Z.

BEHAUPTUNG 2. S ist die eindeutige Linksinverse zu T mit Kern(S) =
Z.

BeEwEls. Angenommen, es gibe eine weitere Linksinverse S zu T mit
Kern(S) = Z, d.h. ST = idx. Fur beliebiges y = Tx+z €Y, x € X,z € Z,
betrachte ~ B B

(S—=8)(Tx+2z)=STx—STX+ Sz— Sz =0.
Also gilt S = S.

Also ist die Zuordnung ¢ : Z — S invers zu ¢, d.h. pop und Ppo ¢
sind identische Abbildungen. Somit ist ¢ eine Bijektion.

(4), (5), (6) lassen sich analog zu (1), (2), (3) beweisen (selbst!)

(7) Aus (1) und (4) folgt, dass T bijektiv ist. Nach (3) und (6) sind Links-
und Rechtsinversen eindeutig bestimmt. Diese sind gleich, denn

S, = S;idy = S;TS, = idx S, = S,.
O

Nun beschiftigen wir uns mit der Frage, unter welchen Bedingungen
einseitige Inversen stetig sind.

Sarz 5.38. Seien X und Y Banachriume.

(1) Ein injektiver Operator T € L(X,Y) ist genau dann stetig linksinvertier-
bar, wenn Bild(T) abgeschlossen ist und einen abgeschlossenen komplementiren
Teilraum besitzt.

(2) Ein surjektiver Operator T € L(X,Y) ist genau dann stetig rechtsinver-
tierbar, wenn Kern(T) einen abgeschlossenen komplementiren Teilraum besitzt.



KAPITEL 6

Kompakte und Fredholmsche Operatoren

6.1. Kompakte Operatoren. Satz von Schauder

PROPOSITION 6.1. Der Fredholmsche Integraloperator
T:L2(R) — L2(R), (Tf)(s) = /R k(s, £)f(t) dt
mit k € L*>(IR?) ist stetig und kompakt.
Bewers. (1) Stetigkeit:

ITF ) = [ | [ ks DF(@

Cauchy-gschwarz/]R </}R|k(s,t)|2dt> </]R F(? dt) ds

= [kl 2me) | fl2(w) -
(2) Kompaktheit: Seien f, g € L?(R) beliebig. Dann ist das Tensorpro-

dukt
(f®g)(xy) = f(x)g(y)

2
ds

in L2(IR?).
BEHAUPTUNG: Seien {f; |i € N} und {g; |i € N} Orthonormalbasen
von L*(R). Dannist { f; ® gj | i,j € N } eine Orthonormalbasis von L?(R?).

Bewers. Es ist klar, dass {f; ® gj | i,j € N } ein Orthonormalsystem ist.
Angenommen es sei keine Orthonormalbasis. Dann gibt es ein ¢ € L?(IR?),
¢ # 0, mit (¢, f; ® gj) = 0 fiir alle i, j € N. Folglich ist

0= [ ol sty = [ F6) ([ olnmigitn)dy ) dx

{fi}ONB £, )
= /R(p(x,y)gj(y)dy =0 VjieN

JONB
{gg ¢(x,y) = 0 fast tiberall.

Widerspruch!

Fiir jede messbare f > 0 gibt es eine monoton wachsende Folge ( f,)
von einfachen Funktionen (f, = Z]-IL CjXE;) mit f, — f punktweise. Mit
n—oo

dem Lebesgueschen Satz von dominierter Konvergenz folgt
Hf—fﬂ”é(m) = /sz(x) dx—l—/]Rf,%(x) dx—2/IRf(x)fn(x) dx — 0.

4 4
Jr FA(x)dx Jg FA(x)dx
28
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Eine beliebige Funktion f : R — C konnen wir folgendermaflen Dar-
stellen:

f:fl_f2+if3_if4l ﬁZO/ Z‘:1/2/3/4:'
Damit finden wir fiir alle f € L?(R) ein Folge (f,) einfacher Funktionen
mit || f, — fll2r) — 0. Selbiges gilt fiir den Integralkern k mit einfacher

Funktionen
N)l

qu Xgo ()

ij=1
Sei T, : L2(R) — L?*(R) ein Integraloperator mit Integralkern ky (s, t).
T, hat ein endlichdimensionales Bild und ist folglich kompakt. Wir defi-
nieren den Integraloperator T, := T — T,, mit Integralkern k(s, t) — ky (s, t).
Es gilt
IT = Tull = 1T < k= kall 2y — 0.

Damit ist T kompakt. U

SATZ 6.2 (Satz von Schauder). Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y).

Es gilt
T kompakt < T' kompakt.

BEwEIs. (=) Sei (y},) eine beschridnkte Folge in Y’. Die Menge K :=
T(B1(0)) ist ein kompakter metrischer Raum, mit der durch die Norm
induzierten Metrik d(y1,v2) = |ly1 — v2||- Sei fn := y,lx € C(K,K). Die
Folge f, besitzt folgende Eigenschaften:

(1) (fn) ist beschrankt,
(2) (fu) ist gleichgradig stetig, denn

sup | fu(y1) — fu(y2)| < sup ||yilly llyi —y2lly — 0.
neN keN 1—=y2

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (Satz 1.1.43) gibt es eine, beziiglich || - ||
konvergente, Teilfolge (fy, ). Damit gilt

1Ty, — T'ynllx = sup [(T'yy,)(x) — (T'y,, ) (x)]

xGBl(O)

= sup |y, (Tx) =y, (Tx)|
xGBl(O)

= sup |f71k(y) _fnl(y)| = ||f7’lk _fnzHOO kl—> 0
yekK =

Damit ist (T"y;, ) eine Cauchy-Folge in X'. Dieser ist vollstindig und die
Folge demnach konvergent. Dies zeigt die Kompaktheit von T.
(<) Da T" kompakt ist, ist nach (<=) auch T” kompakt. Sei

Jx: X = X" mitx — x", x"(x) =x'(x) V¥ eX

die kanonische Inklusion. Nach Lemma 1.1.38 (b) ist T"Jx ebenfalls kom-
pakt. Mit Satz 5.8 ist auch JyT = T”Jx kompakt.

Nach Lemma 1.3.5 ist Bild(Jy) ein abgeschlossener Teilraum von Y”.
Definiere U : X — Bild(Jy), Jy : Y — Bild(Jy) durch Ux = JyTx bzw.
Jyy = Jyy. Wir haben bereits gezeigt, dass U kompakt ist. Da Jy : Y —
Bild(Jy) bijektiv und stetig ist, besagt Satz von der inversen Abbildung,
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dass auch T; ! stetig ist. Allerdings gilt T; W = T. Also ist T nach Satz
1.1.38 (b) kompakt. O

Sa1z 6.3. Seien X,Y Banachriume, sowie T € L(X,Y). Dann gilt:

(a) Ist T kompakt und konvergiert x, — x schwach in X, so konvergiert
Tx, — Tx starkinY.

(b) Sei X reflexiv. Konvergiert Tx, — Tx stark in Y fiir jede schwach
konvergente Folge x, — x, so ist T kompakt.

BEMERKUNG. Fiir nicht reflexive Banachriume ist (b) falsch. Betrachte dazu
das Lemma von Schur: In ¢" ist jede schwach konvergente Folge stark konvergent.
Ohne Beweis.

Beweis. (a) (1) Nach Lemma 1.3.7 ist jede schwach konvergente Folge
beschrinkt. Folglich gibt es eine Teilfolge (x,,) so, dass Tx, — y fiir ein
yey.

Sei y' € Y’ beliebig. Die Abbildung X > z +— y'(Tz) ist ein Element
von X'. Folglich ist

Y (Txy) — y'(Tx)
k—roc0

und daher
Txy, 2 Tx schwach in Y.
—00

Aus Tx,, — y stark folgt Tx,, — y schwach. Also gilty = Tx, also Tx,, —
Tx stark.

(2) Angenommen (Tx,) sei nicht konvergent gegen Tx. Dann gibt es
ein ¢ > 0 so, dass fiir jedes N € IN ein m > N existiert mit ||Tx,, —
Tx|| > e Sei nun (x,) eine Teilfolge von (x,) mit ||Tx;, — Tx|| > e fir
alle j € N. Mit (1) finden wir nun eine Teilfolge (xy; ) mit Txy, b Tx.

Widerspruch! Also gilt Tx, — Tx stark.

(b) Sei (x,) eine beschrinkte Folge in X. O.b.d.A. sei |[x,| < 1 fir
alle n € IN. Nach Satz 1.3.10 gilt fiir einen reflexiven Banachraum X, dass
die abgschlossene Einheitskugel K;(0) C X schwach folgenkompakt ist.
Folglich gibt es eine schwach konvergente Teilfolge (x,,) von (x,). Nach
der Voraussetzung ist Tx,, stark konvergent. Somit ist T kompakt. O

Sarz 6.4. Seien X,Y Banachriume und dimY = oo. Dann ist jedes T €
K(X,Y) nicht surjektiv.

BeEwEers. Angenommen, T sei surjektiv. Also ist T offen. Folglich ist
T(B1(0)) offen. Also existiert ein € > 0 so, dass K.(0) C T(B1(0)). Da T
kompakt ist, ist T(B1(0)) relativ kompakt. Damit ist aber K.(0) kompakt,
woraus mit Satz 1.1.22 dim Y < oo folgt. Widerspruch. O

6.2. Fredholmsche Operatoren

DEFINITION 6.5. Seien X,Y Banachriume. Eine Abbildung T € L(X,Y)
heifst Fredholmsch, falls gilt:
(@) a(T) := dimKern(T) < oo,
(b) Bild(T) ist abgeschlossen,
(c) B(T) := dimKokern(T) < oo mit Kokern(T) := Y/ Bild(T).
Desweiteren definieren wir den Index von T als ind(T) := a(T) — B(T).
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Bedingung (b) in dieser Definition ist redundant.
PROPOSITION 6.6. Ist B(T) < oo, so ist Bild(T) abgeschlossen.

LEMMA 6.7. Seien X, Y Banachriume, T € L(X,Y). Dann ist Bild(T)
ausgestattet mit der Norm

HTXHT = HTXHY + H [.’Xf] HX/Kern(T)
ein Banachraum.
Bewers. Sei (y;), y; = Tx;, eine Cauchyfolge in Bild(T) bzgl. || - ||7.
Dann ist ([x;]) eine Cauchyfolge in X/ Kern(T). Da X/ Kern(T) vollstan-

dig, ist diese Folge konvergent mit dem Grenzwert [x]. Sei T : X/ Kern(T) —
Y definiert durch T[x] = Tx. Offenbar ist T stetig. Folglich gilt

|Tx; — Tx|ly = || T[xj — x]|ly — 0.
]—)oo

0

BEWEIS VON PROPOSITION 6.6. Sei n := dim Y/ Bild(T). Da Y/ Bild(T)
ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, existieren eq,...,¢e, € Y so, dass
die Aquivalenzklassen [e1],...,[es] eine Basis in Y/ Bild(T). Also kann
jedesy € Y als

y=u-+

]
mit u € Bild(T) eindeutig dargestellt werden. Sei

Z:=lin{ey,..., e, }.

Also ist Y algebraisch isomorph zu Bild(T) + Z. Da Z endlichdimensional
ist, ist es abgeschlossen. Daher ist Y/Z ein Banachraum. Betrachte die
Abbildung

aej, 4aj €K,

n
=1

J:Bild(T) = Y/Z, y—y+Z
Sie ist bijektiv. Wegen

=i —z|l <
Iyly/z = inf 1y — 21l <y

ist sie stetig.

Mit der Ungleichung |ly|ly < |ly||r, y € Bild(T), folgt, dass | auch als
Abbildung von (Bild(T), || - ||7) nach (Y/Z, | - |ly/z) stetig. Nach Lemma
6.7 und dem Satz von der inversen Abbildung ist

JHY/Z - Mlysz) — (BU(T), || - ]I7)

stetig, d.h.

7 wllir < Cliylllyzz - = 1T Wllly < Cllylly/z-

Also ist ] 7! als Abbildung von (Y/Z, | - |ly,z) nach (Bild(T),|| - ||y) stetig.
Daher sind (Y/Z, | - |ly,z) und (Bild(T), || - ||y) topologisch isomorph.
Insbesondere ist Bild(T) abgeschlossen. O
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BEISPIELE. (1) Seil < p <oound T :¢F — (P der Shiftoperator,

)

€)

T(ty, ta,...) = (to, t3,...).
Dann gilt
Kern(T) = {(¢,0,0,---) |t e K} = a(T) =1
und
Bild(T) = ¢ = B(T) = 0.
Also ist ind(T) = 1.
p .
Sei T = C+([0,1]) — €¥([0,1]), k € No, [Ifller := Y} 1Vl
j=0
definiert durch
dr n—1

d
(TF() i= 1 () + a1 () g @)+ - anl) f (),
ai,...,a, € C5([0,1]).
Das System gewohnlicher Differentialgleichungen

;XF(x) — A(x)F(x)
mit
£
F(x) = / <X)
fr(x)
und
0 1 0 ...... 0
0 010 -- 0
A(x) =
0o ... 0 1
—a,(x) ol —ap(x)

besitzt n-dimensionalen Losungsraum. Somit ist dimKern(T) = n.
Fiir jede rechte Seite

0
=1 g
g(x)
besitzt das System
;;p(x) — A(X)F(x) + G(x)

eine Losung. Somit ist Bild(T) = C*([0,1]). Folglich ist ind(T) = n.
Sei
T:C([0,1]) — €([0,1])

ein Multiplikationsoperator

(Tf)(x) = t(x)f(x), teC([01]).
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o Gilt t(x) # O fiir alle x € [0,1], so ist Kern(T) = {0}, und
folglich a(T) = 0. Desweiteren ist Bild(T) = C(][0,1]), denn
L) ¢(x). Also B(T) = 0 und ind(T) = 0

Flx) = 19
e Seinun t(x) = 0 fiir alle x € [a,b] C [0,1], a < b. Es gilt

C([a,0]) c{f eC([0,1]) | f(x) =0 Vx € [0,1]\[ab]}
C Kern(T).

Also ist Kern(T) unendlichdimensional, d.h. a(T) = co. Folglich
ist T nicht Fredholmsch.

e Sei xg € [0,1] die einzige Nullstelle von t. Dann ist T injektiv, aber
nicht surjektiv. Statt die Dimension von Kokern(T) zu untersu-
chen, zeigen wir, dass das Bild (T) nicht abgeschlossen ist.

BeHAUPTUNG: Bild(T) ist nicht abgeschlossen.

BeweErs. Es gilt

Bild(T) = {f € C([0,1]) ‘f(xo) =0und lim f(x) < oo}.

X—X0 t(x)
Die Inklusion ,,C " ist klar, wir zeigen ,, D”. Dafiir setze

o(x) = {f:((j:)), falls x # xo,

limx_m0 f( ) falls x = xo.

Die Funktion g ist stetig und es gilt f(x ) (x)g(x)
Wir definieren f,,(x) := t(x) log ( € Bild(T). Dann
gQilt:

fn<x>%f<x>={g<x”°g( F), x#x

punktweise.
, X = X

Die Grenzwertfunktion f ist stetig, denn

lim t(x)log ( |t(x)]> = %i_r)r(}slog< \s\) = 0.

X—X0

Aus der Abschiitzung fiir x # xo

) = £ = ) fog (1/n-+ /0] ) —1og (et )|

1
= |t(x)|log (1 * nlt(x)|>

log(1+y)<y 1
< _
< )

folgt, dass || fu — f||eo -2 0. Jedoch gilt:
f(x) log < |t(x)|>‘ = co.

= lim
X— X0

lim
X—X0

t(x)
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DEerFINITION 6.8. Ein Kettenkomplex besteht aus einer Folge X;, i € Z,
von Banachriumen und einer Folge T; : X; — X;_q stetiger Operatoren mit
abgeschlossenem Bild,

Ti— T; T;
---(—1—1—X1;1<—1X1‘<—1—+ixi+1<—---.

Ist Bild(T;41) C Kern Tj, so heift der Quotientenraum
Hi = Kern(Ti)/ Blld(Tl+1)

i-ter Homologieraum. Gilt H; = {0}, d.h. Kern(T;) = Bild(T;11), so heifit
der Kettenkomplex exakt an der Stelle i. Der Kettenkomplex heifst exakt, wenn
er an allen Stellen exakt ist.

Ein Kokettenkomplex besteht aus einer Folge X;, i € Z, von Banachriiumen
und einer Folge T; : X;_1 — X stetiger Operatoren mit abgeschlossenem Bild,

Ti- ; T;
-'~—1>Xi,1£>Xi—+1>Xi+1—>~~-.
Ist Bild(T;) C Kern Tj 4, so heifit der Quotientenraum
H' := Kern(T;;1)/ Bild(T;)

i-ter Kohomologieraum. Gilt H' = {0}, d.h. Kern(T; 1) = Bild(T;), so heifit
der Kokettenkomplex exakt an der Stelle i. Der Kokettenkomplex heifit exakt,
wenn er an allen Stellen exakt ist.

BEIspIELE. (1) Wir betrachten den Kokettenkomplex
{0y 2% ¢k(r) B e 2= {0y,

wobei T der Torus (Kreislinie) ist und d der Ableitungsoperator, C*(T) bezeichne
die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren 2rt-periodischen Funktionen.

BEHAUPTUNG: Bild(d) = {u € CcH1(T) ‘ [2u(t)dt = O}.

Beweis: Sei u € Bild(d), also ist u = v’ fiir ein v € CK(T). Dann ist

27 27
/ u(t) dt :/ o (£) dt = v(277) — 0(0) = 0.
0 0
Umgekehrt, sei u € CK¥1(T) mit fomu(t) dt = 0 beliebig. Dann ist v(t) :=
fot u(s)ds k-mal stetig differenzierbar und 27-periodisch.
Also mit T, : C*"1(T) — {0} und Ty = d gilt
H' = Kern(T»)/ Bild(T;) = C*"}(T)/ Bild(d) = K.

Demnach ist der Kokettenkomplex nicht exakt an der Stelle i = 1.
Analog gilt

H° = Kern(Ty)/ Bild(Ty) = {u ist konstant}/{0} = K.
Also ist der Kokettenkomplex nicht exakt auch an der Stelle i = 0.

(2) C5(T) bezeichne die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren 27t-periodischen
Funktionen mit Mittelwert Null, d.h.

27
/ u(t)dt = 0.
0

Dann ist der Kokettenkomplex exakt.



6.2. FREDHOLMSCHE OPERATOREN 35
Sa1z 6.9. Sei (T;, X;) ein exakter Kokettenkomplex,

---—>Xi_1i>XiMXi+1—>---.
Dann ist auch der adjungierte (bzw. duale) Kettenkomplex

T 1'/+1
/ i !t !
...%Xi1<_5<i<_ i 5

exakt.
BEMERKUNG. Die Umkehrung ist auch richtig.

Bewers. (1) Wir betrachten zundchst den Spezialfall von zwei Riumen
(nur um die Idee des Beweises zu veranschaulichen):

0} % x; -5 % -2 {0
Der Kokettenkomplex ist exakt, folglich gilt
{0} = Bild(y) = Kern(T), Bild(T) = Kern(¢) = X».

Dabher ist T : X; — X» bijektiv. Da Bild(T) abgeschlossen ist, gelten nach
Satz 5.33 die folgenden Gleichheiten:

Bild(T') = Kern(T)* = X;
und
X, = Bild(T) = Kern(T') |
= {x € Xz |x3(x2) =0 Vx5 € Kern(T') } .
Also ist Kern(T’) = {0}. Damit ist der duale Kettenkomplex

{0} « X; <= X} « {0}
exakt.

(2) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall.

BEHAUPTUNG 1: Bild(T}, ;) C Kern(Tj).

BEWEIs. Sei x/ ; € X, beliebig. Also ist x; := T/ ;x;,; € Bild(T{ ;).
Folglich gilt

Tixi = T{T{ 1 x4 = (E+1Ti),x§+1 =0
=0
und daher Bild(T;, ;) C Kern(T;).

BEHAUPTUNG 2: Kern(T}) C Bild(T}, ).

Beweis: Sei x; € Kern(T/) C X! beliebig. Dann ist x}(x;) = 0 fiir al-
le x; € Bild(T;) = Kern(T;y1) C X;. Wir betrachten auf Bild(T;,,) das
Funktional Fy:

F(Tiq1x;) = xi(x;) furalle x; € X;.
Das Funktional Fj ist wohldefiniert, denn

@) 1) _ @y Z o5 v(x™ —x@) Z g
1 1 1 :

1
Tl'+1xz-( ) - Tl'+1xz- <:> Tl‘+1(xz- i

Fy ist offenbar linear. Wir zeigen nun, dass F, stetig ist. Da Bild(T;;1) ab-
geschlossen ist, gilt nach Lemma 5.34, dass zu jedem x;,1 € Bild(Tj;1)
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ein x; € X; gibt, mit Tj11x; = x;41 und ||x;|| < K]|xj41]| fiir ein von x;44
unabhéngigen K > 0. Daher ist

|Fo(xivn)| = |xi(xi)| < [l il < K|l []cia]]-

Damit ist das Funktional beschrénkt, also stetig.
Mit dem Satz von Hahn-Banach finden wir eine Fortsetzung F : X;1; —
K von Fy. Daher gilt fiir alle x; € X;:

(T{1F)(xi) = F(Tisaxi) = Fo(Tipaxi) = xi(x;).

Also ist
T/ . F = x; = x; € Bild(T},,).
Somit ist der Satz bewiesen. O

Satz 6.10. Seien X,Y Banachriume. Ist T € L(X,Y) Fredholmsch, so ist
T' € L(Y', X") ebenfalls Fredholmsch und es gilt:

() a(T) = p(T"),
(b) B(T) = o(T"),
(c) ind(T) = —ind(T").

BEMERKUNG. Die Umkehrung gilt auch.

Beweis. Betrachte den Kokettenkomplex

{0} — Kern(T) Lx Ly L Kokern(T) — {0}

mit der Einbettung i(x) := x fiir alle x € Kern(T) C X und der Projektion
p:Y = Y/Bid(T), y — [yl

BeEnAurTUNG: Der Kokettenkomplex ist exakt.
Bewers. Offensichtlich gilt:
Kern(i) = {0},
Kern(T) = Bild (i),
Kern(p) = Bild(T),
Bild(p) = Kokern(T).

Mit Satz 6.9 folgt, dass der Kettenkomplex

0 +— (Kern(T)) <= X' = v &~ (Kokern(T))' «— 0
exakt ist. Insbesondere gilt
(6.1) Kern(i') = Bild(T"),
(6.2) Kern(T") = Bild(p’).

Nun bestimmen wir Bild(p’) und Kern(i').
Fiir alle 2’ € (Kokern(T))" und alle y € Y gilt:

(P'(Z)(y) =2 (p(y)) = 2 (ly])-
Somit ist Bild(p’) = (Kokern(T))" und nach (6.2) ist
(6.3) Kern(T') = (Kokern(T))'.
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Ferner gilt fiir jedes ¥’ € X’ und alle x € Kern(T):

(' (") (x) = ¥(i(x)) = x'(x).

Also ist i’ : X'+ x'|gemn(1)- Daher ist

Kern(i') = {x’ eX

X' [Kern(T) = 0-}
Nun betrachten wir den Quotientenraum
X'/ Kern(i') = {[¥'] | x{, % € [¥] © *1|kern(1) = ¥blkern(r) } = (Kern(T))"
Mit (6.1) folgt daraus, dass
(6.4) X'/ Bild(T') = (Kern(T))’ < Kokern(T') = (Kern(T))'.

Aus (6.3) und (6.4) folgt daraus, dass

a(T") = dimKern(T") = dim(Kokern(T))’ = dim Kokern(T) = B(T)

und

B(T') = dim Kokern(T’) = dim(Kern(T))" = dim Kern(T) = «(T).
Insbesondere ist T" Fredholmsch. 0

BEMERKUNG. Ist Bild(T) abgeschlossen, so gilt
Kern(T') = (Kokern(T))'.
Dabei braucht der Operator T nicht Fredholmsch zu sein.

DEerINITION 6.11. T € L(X,Y) heifit fast invertierbar, wenn S1,S, €
L(Y, X) existieren, so dass S1T — Ix und TSy — Iy kompakt sind.

BEMERKUNG. Sei T € L(X) invertierbar, d.h. T~' € L(X). Setze nun
Sy = Sy = T~L. Damit ist T fast invertierbar.

SATZ 6.12. Jeder Fredholmsche Operator T € L(X,Y) ist fast invertierbar.
Genauer: es gibt einen Operator S € L(Y, X) so, dass ST — Ix und TS — Iy ein
endlichdimensionales Bild haben.

BEMERKUNGEN. (1) Die Umkehrung ist auch richtig.
(2) Der Operator S heifit die Fredholm-Inverse oder Parametrix.

Beweis. (1) Wir zeigen, dass es einen abgeschlossenen Teilraum M C
X und einen endlichdimensionalen Teilraum N C Y, mit X = Kern(T) +
Mund Y = Bild(T) + N gibt.

Nach Satz 5.18 existiert eine stetige Projektion P von X auf Kern(T).
Nach Lemma 5.17 (d) sind X und die direkte Summe Kern(P) + M mit
M := Bild(I — P) topologisch isomorph. Der Teilraum M ist nach Lemma
5.17 (c) abgeschlossen.

Sei§1, ..., Jp(r) eine Basis in Kokern(T) = Y/ Bild(T). Seien y1, ..., yg(r
Vertreter von den Aquivalenzklassen 7y, . . ., Up(r)- Sei N :==lin{y1,...,yp(r)}-

Sei y € Y beliebig, i := [y] € Kokern(T). Die Zerlegung j = Zf:(? ciij; ist
eindeutig. Also gilt y = 2;‘8:(? cjyj + 1 mit eindeutigem 7 € Bild(T). Also
gilt:

Y = Bild(T) + N.
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(2) Sei
U:M —Bild(T), x> Tx.

Der Operator U ist bijektiv und stetig, also gilt nach Satz von der inversen
Abbildung, dass U~! : Bild(T) — M stetig ist. Sei

S:Y—=X, y—Uly S|y=0.
Dann gilt
«(T)
ST(x) = ST ( CiXi +§> =S T(¢) =U'u¢=g¢g,
i=1 —~
€Bild(T)
wobei § € Mund x;,i =1,...,a(T), eine Basis von Kern(T) ist. Folglich

ist

a(T)
(ST - Ix)(x) = — Z CiXi.
i=1

Analog gilt
B(T) . .
TS(y) =TS cyj + 1 =TS(n)=TU (n)=UU (1) =71
=1 N~
eN €Bild(T)
B(T)
= (TS —Iy)(y) = — Ciy;

0

SATz 6.13 (Satz von Riesz). Sei X ein Banachraum. Ist K € L(X) kompakt,
so ist T := I — K Fredholmsch.

BEMERKUNG. Spiter werden wir sehen, dass ind(I — K) = 0.
BEwErs. BEHAUPTUNG 1: dim Kern(T) < co.
Bewers: Offenbar ist Kern(T) = {x € X|Kx = x}. Sei K : Kern(T) —
X, K = K|germ(r)- Es gilt:
(6.5) K = Igem(r),
(6.6) K ist kompakt.
Sei B = B1(0) C Kern(T). Dann ist nach (6.6)
@ kompakt ©) g kompakt = Kern(T) < oo.
Sei nun X = Kern(T)+M, mit M C X abgeschlossen. Folglich ist
Tly=:T: M — Bild(T)
bijektiv.

BEHAUPTUNG 2: T~! : Bild(T) — M ist beschrénkt.
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Bewers: Angenommen T~ ist nicht beschrankt. Also findet man eine
Folge (x,) C Bild(T) so, dass
lrall =1, 1Tl = oo.
Wir definieren eine weitere Folge (v, ), mit
- & c
1T~ x|

Offensichtlich gilt ||y, || = 1 fir alle n € N und || Ty,|| — 0. Es gilt Ty, =
Yn — Kyu. Da K kompakt ist, finden wir eine Teilfolge (x,,) von (x,) so,
dass (Kyy, ) konvergiert. Sei y := klim Ky,,. Aus

—00

Yn:

Tynk —> O
k—o0
folgt
Yme = Tyn, + Ky — y.

Da M abgeschlossen ist, liegt y in M. Desweiteren gilt ||y|| = 1, da ||y.|| =
1 fiir alle n € IN ist. Andererseits gilt

Ty = khﬁrr;o Ty, = 0=y € Kern(T).

Also ist y € MNKern(T) # {0}. Ein Widerspruch!
BEHAUPTUNG 3: Bild(T) ist abgeschlossen.
BEwEIs: Sei (y,) eine Cauchyfolge in Bild(T), sowie y := nlgn yn € X.

Wegen Behauptung 2 gilt, dass (T~'y,,) eine Cauchyfolge in M ist, welche,
wegen der Vollstindigkeit von M, dort einen Grenzwert x := lgn T ly

n—oo
besitzt. Folglich ist

Tx =T lim T~y = lim T(T"'y,) = lim y, = .

n—oo n—oo n—oo
Also ist y € Bild(T), d.h. Bild(T) ist abgschlossen.
BEHAUPTUNG 4: dim Kokern(T) < oo.

Beweis. Da Bild(T) abgeschlossen ist, gilt nach Bemerkung nach Satz
6.10, dass (Kokern(T))" = Kern(T’). Desweiteren gilt T’ = I — K’, wobei
K’ nach Satz 6.2 kompakt ist. Mit Behaupting 1 (fiir T’ statt T) folgt

dim Kern(T’) < co = dim(Kokern(T))" < oo = dim Kokern(T) < oo.

Somit ist der Satz bewiesen. U
KOROLLAR 6.14 (Satz von Atkinson). Seien X, Y Banachriume. Dann gilt:
T ist Fredholmsch <= T ist fast invertierbar.

Bewers. (=) Satz 6.13.
(<) Sei T fast invertierbar, d.h. K; := 51T — Ix und K; := TS, — Iy
sind kompakt fiir geeignete S1, S, € L(Y, X). Dann gilt

51T =Ky + Iy, TSy, = Ky + Iy.
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Nach Satz 6.13 sind S;T und TS, daher Fredholmsch. Ferner gilt

(6.7) Kern(T) C Kern(517T),
(6.8) Bild(T) D Bild(TS,).
Aus (6.8) folgt, dass

(6.9) Y/ Bild(T) C Y/ Bild(TS,).

Mit (6.7) und (6.9) erhalten wir
dimKern(T) < dimKern(5;T) < oo,
dim Y/ Bild(T) < dim Y/ Bild(TS,) < co.
U

Satz 6.15. Wir bezeichnen mit F(X,Y) C L(X,Y) die Menge der Fred-
holmschen Operatoren. Es gilt:

(a) F(X,Y) ist offen,
b) Te F(X,Y),Ke K(X,Y)=T+Ke F(X,Y).

BEwers. (a) Sei Ty € F(X,Y) beliebig. Zu zeigen ist die Existenz eines
e > 0so, dass VT € L(X,Y) mit |T — To|lxmy < & gilt T € F(X,Y).
Nach Satz 6.12 ist Tj fast invertierbar, d.h. es gibt S1, S, € L(Y, X) so, dass
Ky :=561Ty — Ix und K := TpS, — Iy kompakt sind.

Sei 0 < ¢ < min{||Sy|| 7%, [|S2|71}. Sei A € L(X,Y) mit ||A]| <.

BEHAUPTUNG: (Ix + S1A) und (Iy + AS») sind stetig invertierbar.
BEwers: Sei g := ||51A]| < ||S1]|[|A]| < 1. Dann gilt

||(51A)kH < HSlAHk = qk = Z H(SlA)kH konvergiert.

k=0
Folglich konvergiert die Reihe Y_ (—S;A). Betrachte
k=0
(Ix + S14) Y (=$14) = Y (=$14)F = Y (-=S1A)* = Ix.
k=0 k=0 k=1

Wegen S1Tp = Ix + K; gilt
(I+51A4)7151(To+A) = (I+51A) (S1To+514) = Ix + (I + S51A) 'Ky .
_V_/
kompakt

Ahnlich zeigt man, dass
(To+ A)Sy(I+ ASy) ' = Iy + Ko(I + ASy) L.
—_——
kompakt

Also ist Ty + A ist fast invertierbar und somit Fredholmsch.
(b) Da T Fredholmsch, und somit fast invertierbar, ist, finden wir ana-
log zu (a) kompakte K; = 51T — Ix und K, = TS; — Iy. Berechne
S1(T+K)=5T+S$K=1+K;+ 5K
h\,d

kompakt
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und
(T—I—K)Sz =I1+K, +KS;.
—_——
kompakt
Also ist T + K fast invertierbar. O

SATZ 6.16. Seien Xy, X», X3 Banachriume.

(a) Die Abbildung ind : F (X1, X2) — Z ist lokal konstant, d.h. fiir jedes
To € F(X1,Xz) gibt es ein 6 > 050, dass |T — To|| < 6 = ind(T) =
ind(To).

(b) ind(T) = ind(T + K) fiir alle K € K(X;, X2).

(c) Sind T € ]:(Xl,Xz), T, € f(Xz,Xg), soist T,T7 € .F(Xl,Xg,) mit
ind(T;T1) = ind(Ty) + ind(T»).

Zunichst eine Folgerung des Satzes:

KOROLLAR 6.17. Die Abbildung ind : F (X1, Xp) — Z C R ist stetig. Ins-
besondere ist der Index auf Zusammenhangskomponenten von F(Xq,Xp) kon-
stant.

Bewers. Die Stetigkeit folgt aus Satz 6.16(a). Da IN diskret ist, ist der
Index auf Zusammenhangskomponenten von F (X, X») konstant. 0

Gibt es abgschlossene Teilrdume M;, Ny C X; und My, N> C X; so,
dass X1 = Ni+M; und Xo = Nx+M, gilt, dann lassen sich alle T €
L(X1,X>) als Blockoperatormatrizen schreiben:

A B
r-(¢ o)
mit A € L(N1,Nz), B € L(M1,N;), C € L(Ny, M) und D € L(M;, My).
Dass die Operatoren A, B, C, D stetig sind, folgt aus Satz 5.19.

LEMMA 6.18. Sei

A B
TZ(C D)E.F(Xl,XZ)

mit D stetig invertierbar. Dann ist A — BD~'C Fredholmsch und es gilt:
ind(T) = ind(A — BD1C).

BEwErs. Seien U; € L£(X;) und U, € L(Xz) bijektiv. Dann sind U, T
und TU; Fredholmsch und es gilt

(6.10) ind(T) = ind(UzT) = ind(TU).
Es gilt:
A B\ _ [Iy, BD Y\ f[A—BD7'C 0 In, 0
C D) \0 Im, 0 D) \D"IC Ing, ) -
. Iy, BD71 | In, 0 .
Die Operatoren < 0 T, > : Xo = Xp und <D‘1C In ) X1 — Xj

sind stetig invertierbar:

I, BD"\™' _ (I, —BD"! Iy 0\ '_( Iy O
0 In, 0 Iy )’ D-IC Iy, —D7IC Iy )
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A—BD7IC 0

Daher folgt mit (6.10), dass < 0 D

. . A B

1nd(T)—1nd[<C D)]
_ind | (I BD™'\ (A—BD7'C 0 Iny O
N 0 Im 0 D) \D7IC Iy

€10, 4[(A-BD7'C 0
= 0 o)l

7(;1 %) ist genau dann Fredholmsch, wenn Tj

und T, Fredholmsch sind. Es gilt ind(T) = ind(T;) + ind(T3).

) Fredholnsch ist und:

BeaHAuPTUNG: T = (

BEwEIs:
Kern(T) = Kern(T; )+ Kern(T3) = a(T)=a(Th) +a(Tr),
Kokern(T) = Kokern(T;)+ Kokern(T;) = B(T) = B(Th) + B(Tr).
Also ist A — BD!C Fredholmsch und
ind(T) = ind(A — BD"'C) +ind(D).
~——
=0
O

BEWEIS VON SATZz 6.16. (a) Sei Ty € F (X3, X2) beliebig. Setze
N :=Kern(Tp) C Xj, und M, := Bild(Tp) C X».
BEHAUPTUNG 1: Es gibt einen abgeschlossenen Teilraum M; C Xj, so-

wie einen endlichdimensionalen Teilraum N, C X,, mit X; = N; + M;
und X2 = N2 —|— Mz.

Bewels: Hierzu siehe den Beweis von Satz 6.12.

Wir schreiben Tj als Blockoperatormatrix:

_ (Ao Bo
To = (co D0>
Da M; NKern(Ty) = {0} und M, = Bild(Ty) ist Dy : M; — M, bijektiv
und stetig, also stetig invertierbar.

BEHAUPTUNG 2: Es gibt ein 6 > 0 so, dass jeder Operator T € L£(X;1, X»)
mit |T — Tp|| < & Fredholmsch ist und in der Blockmatrix-Darstellung

T = <Ié g) der Blockoperator D stetig invertierbar ist.
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BEwEIs: Sei 47 so klein, dass jedes T mit ||T — To|| < 1 Fredholmsch
ist (siehe Satz 6.15 (a)). Es gilt

ID = Dol| = sup [[(D — Do)x|[x,
xeM;
[lx[l=1

< sup (|[(D = Do)x|[x, +[|(B = Bo)x||x,)
it
x||l=

Satz 5.19(a)
< Csup (T =To)x|x, < C[|IT = Tol|.
xeM;
[lx[=1
Setze nun ¢ := min{¢&;, C~!||Dy ||~} Also gilt fur || T — To|| < é:
ID — Dol < CIIT = Toll < [|Dg |~
=[|Dg (D — Do)l < [|Dg | D — Dol < 1.
Somit folgt aus
D:D0+(D—D0) = Dy |:I+D61(D_DO)]/

dass
1 S
D' = [1+ D (D-Dy)| D' = Y (~Dy"(D - Dy))*- D5
k=0

Somit ist D stetig invertierbar.
Nach Lemma 6.18 gilt nun ind(T) = ind(A — BD~!C) und ind(Tp) =
ind(Ao — BoD, 'Cp). Dabei ist A — BD™'C : Ny — Np mit dim N; < co und
dim N, < co.
Sei S : N; — N, beliebig. Nach dem Dimensionssatz aus der Linearen
Algebra gilt:
a(S) = dim N7 — Rang(S)
B(S) = dim N, — Rang(S)
Also ist
ind(T) = ind(A — BD"!C) = dim N; — dim N, = ind(A¢ — BoD, 'Cp) = ind(Tp).
(b) Sei ¢(t) := ind(T + tK), t € R. Dann ist ¢ lokal konstant, also
konstant auf R. Folglich gilt ¢(0) = ¢(1) und damit ind(T) = ind(T + K).

(c) Die Abbildung <€1 0

} = ind(S) = dim N; — dim N,.

b
Index ind(Ty) + ind(Ty). Fiir hinreichend kleines ¢ ist auch die Abbildung

> : X1 4+ Xo — X5 + X3 ist Fredholmsch mit

ehe) X% - %4 x
0 I

Fredholmsch mit dem gleichen Index ind(T;) + ind(T>).

BEHAUPTUNG 3: Die Abblidungen

8711)(2 0 . . .
( T, —ely, X0+ X3 = X2+ X3
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und
9 xix X ix
e 1Ty Iy,) 1 2 1 2
sind Bijektionen.
BEWwEIs:
eIy, 0 \ ' _ [ely, O
T —81X3 o T —SflIXS
und
I, O\'_(Ix O
—8_1T1 IX2 8_1T1 IXz ’

Somit folgt, dass die Abblidung

T:Xl—i—Xz —)Xz—i—Xg
definiert als

F.o(€x 0 T, elx, Ix, 0
) T —8IX3 0 T —871T1

Ix,

e 1] X, 0 0 el X5 0 I X5
T _SIXZ —871T2T1 Ty Ty O

Fredholmsch ist und es gilt

YT . Ty el . 1 0 . .
ind(T) = ind <01 T};Z) = ind <01 T2> =ind(Ty) +ind(T7).

Weiterhin gilt:

Kern(T) = {
P {

(x2/ xl) ’xz c Kern(TZTl), X1 = 0},
Bild(T)

(JC3, XZ) ’X3 c Bﬂd(Tle), Xy € Xz},
Kokern(T) = (X3 + X3)/ Bild(T) = X3/ Bild(T»T})
= Kokern(T,Ty).

Also ist ind(T) = ind(T,T).

6.3. Die Fredholmsche Alternative

Satz 6.19. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y) Fredholmsch mit
ind(T) = 0. Betrachte die Gleichungen

1) Tx=y xe€X, yeY,

@) Tx=0 xcX,

BTy =x yeY, x¥eX,

4 Ty =0 yevY.
Dann gilt entweder

(@) (2) und (4) haben nur die trivialen Losungen x = 0, y' = 0; (1) und (3)

sind eindeutig losbar fiiralley € Y, x' € X',
oder
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(b) (2) und (4) haben endlichdimensionale Losungsriaume L1 C X und Ly C
Y, mit dim Ly = dim Ly. (1) ist genau dann losbar, wenn y' (y) = 0 fiir
alle y' € L. (3) ist genau dann losbar, wenn x'(x) = 0 fiir alle x € L.
Falls existieren sind diese Losungen nicht eindeutig. Die Dimension der
Losungsriume von (1) und (3) ist gleich dim Ly = dim Lo.

BEMERKUNGEN. (1) Unter Voraussetzung, dass Bild(T) abgeschlossen ist,
besagt Korollar 5.14, dass Gleichung (1) genau dann losbar ist, wenn y'(y) = 0
fiir alle y' € Kern(T") gilt.

(2) Sind X, Y Hilbertriume und T € L(X,Y) Fredholmsch mit ind(T) = 0,
so nimmt die Fredholmsche Alternative folgende Gestalt an:
Betrachte die Gleichungen
1) Tx=y xeX yecy,
2) Tx=0 xeX,
@ T'y=x yeY,xeX
4) T"y=0 yev.
Dann gilt enweder
(@) (2) und (4) haben nur die trivialen Losungen x = 0, y = 0; (1) und (3)
sind eindeutig losbar fiiralley € Y, x € X.
oder
(b) (2) und (4) haben endlichdimensionale Losungsraume L1 C X und Ly C
Y, mit dim Ly = dim L. (1) ist genau dann losbar, wenn (y,y) = 0
fiiralle y € Ly C Y. (3) ist genau dann losbar, wenn (X, x) = 0 fiir alle
xelCX

BewzEis. Es gilt entweder

(@) «(T) = B(T) =0

oder

(b) a(T) = p(T) #0
Gilt (a), so ist Kern(T) = {0} und Bild(T) = Y. Mit Satz 6.10 folgt, dass
a(T") = B(T) = a(T) = B(T') = 0; also Kern(T") = {0} und Bild(T") =

X/

' Gilt (b),soista(T') = B(T) = a(T) = B(T’) < 0. Folglich dim Kern(T) =

L
1
dim Kern(T’) < o0o. Satz 5.33 besagt nun, dass
L
2

Bild(T) = Kern(T"), = {y € Y|¥'(y) = 0Vy' € Kern(T") }
und

Bild(T') = Kern(T)* = {x' € X'|x/(x) = 0Vx € Kern(T) }

BeispieL. Der Operator

K:L*(R) = L*(R) (Kf)(s) = /]Rk(s,t)f(t) dt ke L*(R?)
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ist nach Proposition 6.1 kompakt. Es gilt

(K')(s) = [ KEs)f(t)

Betrachte
() £66) = [ ks Of(Ddt+g(s) g€ LA(R),
eine Fredholmsche Integralgleichung 2. Art.
Es gilt entweder
(@) [gk(t,s)f(t)dt = 0= f =0 und (x) ist eindeutig losbar fiir alle
¢ € L*(R).
oder

(b) [gk(t,s)f(t)dt =0 besitzt n < oo linear unabhiingige Losungen

{fi, -, fu} und (x) ist losbar, wenn (fi, g)r2ry = O fiir alle i =
1,...,n.

BeispieL. Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Neumannsche Rand-
wertaufgabe fiir die Poisson-Gleichung. Sei () € IR" ein beschriinktes Gebiet mit
C!-Rand. Betrachte

{ —Au=f inQ

6.11
(611 g—jf =0 auf 002

mit f € L*(Q).

Wir brauchen einen wichtigen Funktionenraum, den Sobolevraum H'(Q) =
WL2(Q):

HY(Q) = {u € L*(Q) | schwache Ableitungen existieren und d;u € L*(Q),i =1,...,n}.

o u heifit schwach differenzierbar bzgl. x;, falls eine lokal integrierbare
Funktion v existiert, sodass

/Qu(x)sfidx: —/Qv(x)q)(x)dx Ve Cy(Q).

Wir interessieren uns an der schwachen Lisung der Randwertaufgabe. Um diese
zu definieren, betrachten wir zuniichst die klassische Aufgabenstellung mit f €
C*®(Q)). Fiir beliebiges ¢ € C®(Q)) gilt

_/Q(P(x)Au(x)dx = /()(gradgo(x),gradu(x»w clx—/aQ go(x)av(x) do(x)

= /Q <grad(p(x),gradu(x)>wdx:/ @(x)f(x)dx.

Q

C®(Q) liegt dicht in H'(Q). Somit kommen wir zu folgender Definition der
schwachen Losung:

e u € H'(Q) heifit die schwache Losung der Randwertaufgabe, falls

| (grad 9(x), grad u(x))gedx = [ g(x)f(x) d
fiir alle ¢ € HY(Q) gilt.
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H(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(W,0) () = /Q u(x)o(x)dx+ ) /Qaju(x)ajv(x) dx
j=1

— HY(Q) = H(Q).

Mit Hilfe der Fredholmschen Alternative zeigen wir nun die folgende Aussa-
ge: Die Randwertaufgabe (6.11) besitzt genau dann eine schwache Losung, wenn

/Qf(x)dx = 0.

Diese Losung ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.
Sei ] : H'(Q) — H'(Q)’ isometrtischer Isomorphismus, (Ju)(v) = (1, v) m (q)
(Riesz). Betrachte die Abbildungen

H'(Q) 5 12(0) 5 HY(Q),
wobei
Eu = u (Einbettung),
Fu = (u,")12(q)-
BEHAUPTUNG 1: F ist linear und stetig.
BEwEIs. Seien u € L2(Q), v € H'(Q) beliebig. Dann gilt
|[(Fu) ()] = [0, w120 | < Nullrzoy lollrzi) < M1l ol a)-

BEHAUPTUNG 2: Die Einbettung E ist kompakt.

Diese Behauptung ist der Sobolevsche Einbettungssatz. Deren Beweis wird in
der Vorlesung , Partielle Differentialgleichungen™ ausfiihrlich ausgearbeitet.

BEHAUPTUNG 2: Fiir T := ] — FE : H'(Q) — HY(Q)’ gilt:

(Tu)(v) = /(Q)<gradu(x)gradv(x)>dx Yu,v € HY(Q).

BEwEIs.
(Tu)(v) = (Ju)(v) — (FE)(v)
= (v, w) o) — (0 U)12(q) :/(Q)<gradu(x)gradv(x)>dx

Betrachte die Gleichung:

Tu=Ff,fcl? < (Tu)(v)=Ff(v) Vo€ H(Q)
gehd /(Q) grad u(x)grad v(x) dx = /(Q)f(x)v(x) dx Vv € HY(Q)

<= u ist die schwache Losung der Randwertaufgabe.
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Nun untersuchen wir die Existenz der Losungen zur Gleichung Tu = f <
J\Tu = J'Ff

& (IHl(Q)—CE)u = J7LFf.
kompakt

Fredholmsch vom Index Null

Zuniichst untersuchen wir den Kern des Fredholmschen Operators:

J'FEu = u < FEu = Ju
& (FEu)(v) = (Ju)(v) Vo € H'(Q)
(uﬂ)hzm) = (u, U>H1(Q)

= (1,0)12(q) + (grad u, grad v) ;) Vo € H' (QQ).

Speziell fiir v = u erhalten wir ||grad uH%z(Q)n =0, d.h. grad u = 0 fast iiberall.

Man kann zeigen, dass in diesem Fall u fast iiberall konstant ist. Also ist der Kern
eindimensional. Somit ist der Kern des adjungierten Operators

Iy —E'F(J7Y) - Hi(Q) — Hi(Q)'.
ebenfalls eindimensional.

BEHAUPTUNG 4: u = E'F'(J Y'u & u = J'c mit c € H'(Q)", ¢(v) :=
v(s) fiir alle v € Hy(Q)'. Hier bezeichnet s die konstante Funktion auf Q mit
dem Wert s € R.

BEWEIs. Es geniigt zu zeigen, dass

EF(JYJe=Te.
Offenbar gilt
I YT =015 =id: H(Q)" = H(Q)".
Also ist (J=1)'J'c = c. Betrachte nun fiir v € H' (Q)
(E'F'e)(0) = c(FEv) = (FE0)(s) = (0,5)12(0)
= (0,8)m(q) = (Jo)(s) = c(Jo) = (J'e)(v).

Nach der Fredhomschen Alternative ist die Gleichung
(L) = T'FE) u = J7'Ff

genau dann losbar, wenn

0=J'e(J'Ef) = (] 'Ef) = c(Ff) = (Ef)(s) =5 | flx)dx.
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6.4. Das Spektrum kompakter Operatoren

Sa1z 6.20. Sei X ein Banchraum und T € KC(X). Dann gilt:
(@) Ist dim X = oo, s0 ist 0 € o(T).
(b) o(T) \ {0} ist hichstens abzihlbar. o(T) \ {0} besitzt keinen Hiu-
fungspunkt.
(c) Jedes A € o(T) \ {0} ist ein Eigenwert von T mit dimKern(T — ) <
00,

Bewers. (a) Angenommen 0 € p(T). Dann wire T~! beschrankt und
daher I = TT~! kompakt (nach Satz 1.1.38 (b)). Dann ist dim X < co.
Widerspruch!

(c) Sei A # 0 beliebig. Betrachte

T—A=-A <I—/1\T> = dimKern(T —A) < co.
Fredholmsch mit Index 0
Ist Kern(T — A) = {0} = Kokern(T —A) = {0} = Bild(T—A) = X =
A€ p(T). Ist Kern(T — A) # {0} = A € 0,(T) mit dimKern(T — A) < co.
(b) Zu zeigen ist, dass fiir jedes ¢ > 0 die Menge {A € o(T) | |A| > ¢}
endlich ist. Angenommen es existieren ein ¢ > 0, sowie Folgen (A,) C K
und (x,) C X\ {0}, mit A,, # Ay, fir m # n, |Ay| > e und Tx, = Ayxy,.

BEHAUPTUNG 1: {x, | n € N} ist linear unabhingig.

BEwEIS. Angenommen es existieren N € IN linear unabhédngige x1, ..., xy
N
und «aq,...,ayN 80, dass xy+1 = Y  a;x;. Dann ist enerseits
i=1

N N
= Txny1 = Z“iTxi = thi)\ixi
i=1 i=1
und andererseits

N
TXN41 = AN+1XNS1 = ) GANF1X.
i-1

Also gilt

N
Zuci(/\l- — AN—&-l)xi =0.
i=1
Da nicht alle a; Null sind, ist Ax;1 = A, fiirein i € {1,..., N}. Ein Wider-
spruch!
Wir definieren E, := lin{xy,...,x,}. Dann gilt E; C E; C E3 C ---
und T(E,) C E,.

n
BEHAUPTUNG 2: Zu jedem n € N gibt es ein y, = ) | “z(n) x; € E, mit
i=1
1yull =1 und d(yy, Es1) > 3.

BEweErts. Seiy € E, \ E,_1 beliebig. Der Vektorraum E,,_ ist abgeschlos-
sen, also giltd := d(y,E,_1) > 0.
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Sei ¢ € (0,1/2) beliebig. Dann existiert ein x, € E,_1 mit ||y — x| < %
Setze y, := -— = |lya|| = 1. Sei x € E,_; beliebig. Dann gilt

Ty—xell
Y Xe
—x| = - —x
I3 = | H ==l Ty—xl
1 d
Xe + ||y — x¢ — >1—=
EEn 1
Also ist d(yn, En—1) > 1—¢> 3.

Fiir n > m betrachte:

(%) I Tyn — Tym|l = [[Anyn — (Tym + Anyn — Tyn) ||
Es gilt Ay, € E, und Ty, € E,, C E,_1. Desweiteren gilt

n n
Aatn — Ty = Ay (Z ocf”)xi) — szf")/\ixl = Z & A —A)x; € Ey 1.
i—1 i—1

Also gilt (Tyy, + Auyn — Tyn) € E;—1 und weiter:
e e
(*) > d(Anyn, En—1) = [Auld(yu, En-1) > 5 = | Tyn — Tym| > 5

Folglich existiert keine Teilfolge (v, ) von (y,) so, dass (Ty,, ) konvergiert.
Da T kompakt ist und (y,) beschrankt, ist dies ein Widerspruch! U

Satz 6.21. Sei X ein Hilbertraum, sowie T € L(X). Dann gilt:
(a) Ist T = T* kompakt, so ist 0(T) C R,
(b) Ist T normal und x ein Eigenvektor von T zum Eigenwert A, so ist x
auch ein Eigenvektor von T* zum Eigenwert A,
(c) Ist T normal, so haben verschiede Eigenwerte orthogonale Eigenvekto-
ren.

BEMERKUNG. (a) gilt fiir alle selbstadjungierten T € L(X).

Bewers. (a) Sei A € o(T) \ {0} P00 35 € X: Ty = Ax, x #0

= AMx,x) = (x, Tx) = (Tx,x) = (Ax,x) = A{x, x)
=A=1€eR.

(b) BEHAUPTUNG: Sei S normal. Dann gilt Kern(S) = Kern(S*).

BEwEis:
0= (x,(5*S—SS")x) = (Sx,Sx) — (S*x,S"x)
= (Sx,Sx) = (S*x,S5%x).

Sei x € Kern(S). Dann gilt ||S*x|> = 0, also x € Kern(S*). Umgekehrt gilt
dasselbe.

Setze S = T — A. Dann folgt Kern(T — A) = Kern(T* — A).
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(c) Sei Tx = Ax und Ty = py, p # A.

= ulxy) = (,Ty) = (Txy) 2 M, y)

= (4= A)(xy) =0=(x,y) =0
O
Satz 6.22 (Spektralsatz fiir kompakte, normale Operatoren). Sei X ein
Hilbertraum und T € K(X) normal (im Fall K = C) bzw. selbstadjungiert

(falls K = IR). Dann existiert ein hochstens abzihlbares Orthonormalsystem
{ei|i €1}, 1C N undeineFolge (A;)ics in K\ {0} mit A\; — 0, falls |I| = oo
1—00
s0, dass
X =Kern(T) ®linfe; |i € I}
und

Tx = Z)\k<ek,x>ek Vx € X.
kel
Ferner gilt ||T|| = sup,; [Axl-

BEMERKUNG. ¢y ist ein Eigenvektor von T zum Eigenwert Ay.

LeEMMA 6.23. Ist T € L(X) selbstadjungiert, so gilt || T|| = sup [(x, Tx)|.

[lxll<1
Bewers. ,, > Fiir ||x|| <1 gilt
[, Tx)| < [ITX 1l < [ITIHIx]* < (1T

,<”Sei M := sup |(x, Tx)|. Betrachte
[lxll<1

(x+y, T(x+y)) — (x—y T(x—y)) =2y, Tx) +2(x, Ty)
=2(y, Tx) +2(y, Tx)

= 4Re (y, Tx).
Folglich gilt
(x+y T(x+y)) 2 (x—yTx—y)) 2
4Re (y, Tx) = X+ — X —
(5, 1x) = S I gy 2 - Bl T ey

< Mllx+yl? + Mllx =y = 2M([|x[|* + [ly[]*),

wobei die lezte Gleichheit aus der Parallelogrammidentitit (Satz 1.4.7)
folgt. Also ist
Re (y, Tx) <M
fur alle x,y € X mit [|x|| < 1und [Jy|| < 1. Nunsei A € K, |A| =1, so,
dass (y, Tx) = A|(y, Tx)|. Somit ist
[y, T)| = 1 {9, Tx) = (Ty, Tx) = Re (1 1y, Ta) < M

fur alle x,y € X mit ||x]| <1 und ||y|| < 1. Folglich gilt

IT] = sup sup [{y, Tx)| < M.
Iyl <1 |lx]teq1
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LEMMA 6.24. Ist T € K(X) selbstadjungiert, so ist ||T|| oder —||T|| ein
Eigenwert von T.

Bewers. Nach Lemma 6.23 existiert eine Folge (x,) in By (0) mit |(x,, Tx,)| —
| T||. Da T kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (x,, ), sodass Tx,, konvergiert.
Sei y := klim Txy,. Es gibt eine Teilfolge (xn, ) =: z;, sodass (z;, Tz) — A
— 00
mit A = ||T|| oder A = —||T||. Nun betrachte
1Tz — Az ||* = (Tz) — Az, Tz — Az)
= || Tzi|* = 2A¢z;, Tz1) + A?||z|>

<|ITIP 211> =2A Lz, Tz) + A2 ||z
N N~ ~——
=2 <1 <1

< 2A% —2A{z;, Tz;) — 0.

Also gilt Tz; — Az; — 0. Da die Folge (Tz;) gegen y konvergiert, gilt y =
lim Az;. Fiir x := lim z; folgt dann Tx = lambdax. O
[—00 =00

BEWEIS VON SATz 6.22. Es geniigt den Fall I = IN zu betrachten. Seien
11, Y2, U3 . .. paarweise verschiedene Eigenwerte von T, mit y; # O fiir alle
i. Zu jedem y; setze m; = dim Kern(T — p;).

Sei

(A ken = (B1, - 1, po, oo 2,0 )-
mq—mal mp—mal

Nach Satz 6.20(b) ist (y;) eine Nullfolge, also auch (Ay). Wéhle nun in
jedem Eigenraum Kern(T — ;) eine Orthonormalbasis {e, ..., e}, } und
konstruiere damit die Folge (ex) := (ef,...,en, ., €},...,¢%,,...). Es gilt
Tey = Ager fur alle k € IN. Desweiteren ist {ex |k € N} ein Orthonor-
malsystem, nach Satz 6.21(c).

BEHAUPTUNG 1: ¢, L Kern(T) fiir alle k € IN.
Bewers: Sei x € Kern(T) beliebig. Betrachte

Ar(x,ex) = (x, Arex) = (x, Tey)
_ (T*x, €k> Kern(T*)::Kern(T) 0

Wir definieren X; := Kern(T) @ lin{e; [k € N} und X, := Xi. Nun
zeigen wir, dass X, = {0} ist.

L
BEHAUPTUNG 2: X; = Kern(T)+ N (lin{ek |k e N }) (Beweis selbst).
BEHAUPTUNG 3: T(X3) C Xo.

L
BEWEIs. Sei y € (lin{ek |k e IN}) beliebig. Dann ist (y,e;) = 0 fiir
alle k € IN. Folglich ist

(Ty,ex) = (y, T ex) = (y, Axex) = A(y,ex) = 0.
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Mit Behauptung 2 gilt somit
L
T(X,) C (lin{ek ke lN}) .
Sei nun y € Kern(T)" beliebig. Dann gilt fiir alle x € Kern(T)
(Ty,x) = (v, T"x) =0
=0

Somit ist
T(X,) C Kern(T)* .

Mit Behauptung 3 konnen wir die Einschrankung T, := T|x, : Xp —
X5 definieren. Offenbar ist T, kompakt.

BErAUPTUNG 4: T, = 0.

BewEers. Angenommen T, # 0. Ist K = C, so ist 0(T») \ {0} # &. Ist
K = R so ist nach Lemma 6.24 ebenfalls 0(T,) \ {0} # <. Also existiert ein
A € K\ {0} und ein x € X; \ {0} mit Tox = Ax und somit auch Tx = Ax.
Folglich gilt x € lin{e, |k € N }, d.h. x € X; N X, = {0}. Ein Widerspruch!

Aus Behauptung 4 folgt, dass X, C Kern(T) C X; = X5~ und daher
X, = {0}, dh. X; = X.

Sei x € X beliebig. Dann gilt x =y + Y _ (ex, x)ex mit y € Kern(T) und
kelN
somit

Tx =Ty+ Y (ex,x)Ter = ) (e, x) Ay
keN keIN

Es ist nun zu zeigen, dass ||T|| = sup |Ax|. Aus Satz 6.21 (c) folgt mit
keN
dem Satz von Pythagoras, dass

2

N
Y (ex, x) Axex
k=1

N

=) [{ex x) P Ael*.
k=1

Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 1.4.25) gilt somit

ITx[? = Y [ew x) Al
k=1

o0
< max | A2 er, x) |2
< ma I 1 e )
< max | A¢?||x|)%.
keIN

Also ist || T|| < max|A¢]. O.B.d.A. sei |A;| = max |A¢|. Dann ist ||Te;||* =
kelN keIN
|A1 %, dhe ||T|| = max | Ayl O
keN
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Sei Ey die Orthogonalprojektion auf Kern(T — ), d.h.
my
Exx = Z(ef,x)e}‘,
j=1

wobei e;.‘ eine Orthonormalbasis in Kern(T — py) ist. Es gilt Bild(E;) =
Kern(T — py). Nach Satz 6.22 ist

Tx =) mEix
k=1

fir alle x € X.

Sarz 6.25 (Spektralsatz, Projektionsversion). Unter den Voraussetzungen
von Satz 6.22 konvergiert die Reihe

T=) wukE
=1

beziiglich der Operatornorm.

Bewzis. Es gilt

N
(T -y .”kEk> x
k=1

3

k=1

N
Tx — Z UkErx
k=1

k=N+1

[Bdl

N
Satz6.22
= pukExx — Y pEgx
k=1

<

Y. ukE

k=N+1

Da Z urEr kompakt ist, gilt nach Satz 6.22, dass

k=N-+1
Y. mkEr| = sup .
k=N-+1 K>N+1
Also folgt
N
T—Y pcEe|| < sup |m| — 0.
k=1 k>N+1 N—eo

O

Der Spektralsatz kann benutzt werden, um Quadratwurzeln aus Ope-
ratoren zu ziehen.

DEFINITION 6.26. Sei X ein Hilbertraum. Ein Operator T € L(X) heifst
positiv, in Zeichen T > 0, wenn (x, Tx) > 0 fiir alle x € X gilt.

BEMERKUNG. Ist K = C, so ist ein positiver Operator selbstadjungiert, denn

R> (x,Tx) = (T"x,x) = (x,T*x) = (x,T"x)

Polarisierung
—-

(x, Ty) = (x, T"y) Vx,y € X.
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SA1Z 6.27. Sei X ein Hilbertraum. Sei T € K(X) selbstadjungiert und po-
sitiv. Dann existiert genau ein positiver selbstadjungierter Operator S € K(X)
mit S> = T. Man schreibt S = T'/2,

BEMERKUNG. Der Satz gilt fiir alle T € L(X).

Bewers. Nach Spektralsatz gilt

Tx = Z/\k ex, x)ex = (x, Tx) Z/\k\ e, X) |2 = A > 0.
k

Setze
Sx := Z VAr{er, x)ep fiiralle x € X.
k

Der Operator S ist offenbar selbstadjungiert und positiv.

Sx—im@k,xm YV rlen X

k=N+1
[ee)
Z VAl 0 < sup VA Y (e )|
 k=Ng1 k>N+1 k=N+1

——
<||x|| (Bessel)

Folglich gilt

— 0

—00

5— % \//\>k<ek/ '>ek
k=1

und nach Korollar 1.1.40 ist S kompakt.

Zur Eindeutigkeit: Sei R > 0, R = T, R = R* € K(X). Nach dem
Spektralsatz gilt R = Y ;7 ; v Fy fiir gewifle Zahlen v, und ortogonale Pro-
jektionen Fy. Betrachte

Rz = il/ka il/]F]

= Z Vkl/] FkF = ZV]%F]( T = Z.ukEk
k,j=1 \5/;
—%;jrk

Also ist 1/]% = ypund Ey = F. O

Seien nun X, X, Hilbertraume, T € K(Xj, X»). Betrachte T*T € K(X;).
Der Operator T*T ist positiv, denn

(x, T*Tx) = (Tx, Tx) = || Tx|* > 0.
Dabher ist (T*T)'/? definiert.

DEFINITION 6.28. Der Operator |T| := (T*T)'/? heifit der Betrag von T.
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DEFINITION 6.29. Seien X1, Xp Hilbertriume. Ein U € L(Xi,X2) heifit
partielle Isometrie falls
Ulkern(u)- Kern(U)* — X,

isometrisch ist. Der Teilraum Kern(U )" heif$t der Anfangsraum von U, Bild (U )
heif$it der Endraum. Insbesondere sind Isometrien und Koisometrien partielle Iso-
metrien.

Sa1z 6.30. Sei T € K (X1, X3). Dann gibt es genau eine partielle Isometrie
U € L(X1,X2) mit Kern(U) = Kern(T) so, dass die Polarzerlegqung T = U|T|
gilt.
BEwEIs. Zu jedem x € X; setze U(|T|x) := Tx.
#) |[ITlx |* = (ITlx, |Tlx) = (x, |T|*x) = (x, T*Tx) = (Tx, Tx) = || Tx|]?

Somit ist U : Bild(|T|) — Bild(T) isometrisch.
Sei U : Bild(|T|) — Bild(T) die eindeutige stetige Fortsetzung von U.
Setze Ux = 0 fiir alle

x € Bild(|T|)* Kern(|T|) Kern(T)
und Ux = Ux fiir alle x € Bild(T). O
BEMERKUNG. Aus (x) folgt, dass || |T||| = ||T|-

Satz 6.31. Seien Xi, Xy Hilbertriume, T € K(Xj,Xz). Dann existieren
(gleichmiichtige) Orthonormalsysteme {eq, e, ...} von Xy und {f1, f2,...} von
X, sowie Zahlen s1 > sp > ... > 0 mit s, — 0, sodass

Tx =) sile, x)fc fiiralle x € X.
k=1

Die Zahlen si sind die in ihrer Vielfachheit gezihlten Eigenwerte von T*T, sy
heifien die singuldren Zahlen von T.

BEwEIs.
T =U|T]| }
|T|x = Yk silex, x)ex
<fkrf]> (Uey, U€]> (e, U* Ue]>

u’Kern(T)i : Kern(T> — X5 Isometrie VW::>id u* Ue] = e;.

= Tx =) si{e,,x) Ue
Y si(ex, x) Uek

¢ =fi

O

KOROLLAR 6.32. Die Operatoren mit endlichdimensionalem Bild liegen dicht
in IC (Xl P Xz).

6.5. Ideale kompakter Operatoren
DEFINITION 6.33. Sei X ein Hilbertraum, 1 < p < oo. Die Menge kompakter

Operatoren mit
1/p
IT|, := (Z si(T ) < o0

jeEIN
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heifit die p-te Schatten-von Neumann-Klasse und wird mit &,(X) bezeichnet.
Hier bezeichnen s;(T) die singuliren Zahlen des Operators T.

Einige Eigenschaften der singuldren Zahlen:

(1) Fiir jedes ¢ € Kist s;(cT) = |c|sj(T), denn (cT)*cT = |c[*T*T.
(2) Ist T normal, so gilt

(T) = [A(T)].
Bewers: Sei A;(T) ein Eigenwert von T mit Eigenvektor x, d.h.

Satz 6.21(b)
-

Tx = Aj(T)x T*x = Aj(T)x

= T*Tx = |\{(T)[*x = s;(T) = |Ai(T)].

Umgekehrt sei s;(T)? ein Eigenwert von T*T mit Vielfachheit ;.
Dann existiert eine Orthonormalbasis x1, .. < X in Kern(T*T —

sj(T)?), d.h. T*Tx; = s;(T)?x;. Betrachte
T*T - Tx; = T(T*Tx;) = s;(T)*Tx;
= Tx; € Kern(T*T —5;(T)?).
Analog gilt:
T*TT*x; = T*(T*Tx;) = s;(T)*T*x;
=—T"x; € Kern(T"T — sj(T)z).
Sei P die orthogonale Projektion auf Kern(T*T — s;(T)?), d.h.

m;
Px =) x;(x;,x).
i=1

BenaurTuNnG: Es gibt eine Orthonormalbasis Yiyee s Ym mit
Tyl‘ :/\iyiri: 1m],)\1 e K

BEwETIs.
m;

Txi = Z Tﬁlele mit TZZ = <x€/ le>
/=1

Die Matrix Ty; ist normal, denn

mo m;
Y TiTy = ) (x,Tx;)
(=1 =1
m;
= Y (T, xq) (xg, Txp)
=
= (x, TP Tx, )
—~—

€Bild(P)
= (x;, T"Txp)



6.5. IDEALE KOMPAKTER OPERATOREN 58

und
mi m
Y TuT, = Y, (xi,Txg) (xp, Txg)
=1 =1
"
= <T*xi, xe) (xp, T"xp)
= <x,, TP T*x, )
——
€Bild(P)
= (x;, TT" xp).
Nach Behauptung ist T*Ty; = A, T*y; Saa(b M yi = s;(T) =
A5 (T)]-
BewErs. Nach Satz 6.22 gilt
=2 5i(T){ej,x)
j=1
ZSJ )(fj %)
=
= T'Tx = Z%sj(T)2<ej,x)ej
]
und TTX—ZS] )2 (fi, x) fi-
=

SaTz 6.34 (Min-Max-Prinzip). Seien X,Y Hilbertriume, T,S € K(X,Y).
Seien s, (T) > 0 die der GrifSe nach fallend angeordneten singuliren Werte von
T.

(a) Es gilt s1(T) = || T|| und

Spr1 = inf  sup |[Tx||, n > 1.
¥1..X, €X reXHrH 1
xlxq..

(b) sjskr1(T+S) <sj41(T) +sk41(S), j, k € No.
(c) Sj+k+1(ST) < S]'+1(S)Sk+1(T), j, k € Np.
(d) [5j(T) =s;(S)| < IT =S| VjeN.

BEweErts. (a) s1(T) ist der groite Eigenwert des selbstadjungierten Ope-
rators |T| = s1(T) = || |T| || (siehe Behauptung 4 im Beweis von Satz 6.54).

HTI x> = (IT|x, [T]x) = (x, |T|*x)
= (x,T*Tx) = (Tx, Tx)
= ||ITx|* = [IT] | = IT].
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Also ist S1(T) = ||T||.

Seien ¢, die orthonormalen Elemente aus der Zerlegung
TX - Z Sn <6n, x>fn.
n

Firx L ep...e, gilt

2 2 2 2
ITx? = | Zsite0f]| = slte )]
j>n j>n
< S Y e < sl
j>1

= s > inf su Tx||.
pa 2 inf o sup ]
xLlxy.xn

Seien nun x; ... x, beliebig. Dann gibt es ein x € lin{e; ...e,;+1} mit ||x|| =
lund x L x7...x, [denn x = 2;7;“11 ajej und (x,x) =0Vk=1...n].

n+1
Y_ Sjlej, x)f;

j=1
n+1 n+1

= L Sille )P =50 ) e )l

j=1 j=1

2

= | Tx|* =

-
[lx[12

= Spp1 < inf sup ||Tx|.
X1 X pex |xl|=1
xLlxq..xn

(b)

Sk (T+S) = inf sup ||[(T+ S)x||
xl...Xj+k6X xeX, [|x|[=1
xLxl---XjJrk

infsup([|Tx]| + ||Sx|})

IN

IN

inf ( sup ||Tx|| + sup HSxH)
X1 XjrkeX xLxg.x; xJ.ka
xeX,|x]| =1 llx]=1

inf sup ||Tx||+  inf sup  ||Sx||
1...Xj€X Xlxj-*—k Xjt1---Xjt+k xJ_x]»H...ka
[lxll=1

umbenennen!

= 5;41(T) +sk51(S).
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(c)
Sj+k+1(ST) — lnf sup ||ST'x||
X]...Xj+k€X xLrpXjg
[lxf=1
< inf sup [STx[| Vyr...y; €Y
X1.. X €X xLxq..xg
xlT*ylu.T*yj,HX\\:l
< inf sup  [|STx||
Xy €X xLxy.xg
AR S e
. [STx| i 2 i
—  inf su || Tx|| (mit --b=0ftrb =0
xq X €X xlxlgk HTxH || H ( b )
A A
< inf sup ||Sy| - sup ||Tx
= xlu_ka;{ yLy]Pyj H yH XLX]B(}( H H
Y =1 Ix=1
= 5j41(S)sk41(T)-

(d) Aus (b) folgt s;(T) < s;(S) +51(T —S) =5j(S) + ||T — S| und
51(8) < 5i(T) + 1T = S|l = I5,(5) = (T)| < [T = 5]|.
U

Satz 6.35. Fiir jedes p > 0 ist 0,(X,Y) ein Vektorraum. Insbesondere gilt
fiir Ty, T € G,(X,Y)

1T+ Tally < 22Tl + I T20lp), P21,

ITi+Tolly < 2(|Tullb+ 1 T2lh), 0<p<1

BEMERKUNG. Es gelten stirkere Ungleichungen

T+ Tll, < |Till, +T2llp, p>1,

I+ Tl < (ITllp+ T2l 0<p<l

Fiir p > 1 ist &, ein separabler Banachraum. Fiir 0 < p < 1 ist &, ein se-
parabler vollstindiger metrischer Raum. Die Separabilitit folgt aus der Tatsache,
dass Operatoren mit endlich-deminsionalem Bild in &, dicht liegen. [Warum?]

BeEweEis. Nach Satz 6.64 ist

ZSj<T1 -+ TQ)p = Z (SZj—l(Tl + Tz)p + SZj(Tl + T2>P>
J j

< Y (55T +54(T2)" + (5(Th) +51(T2)" ).
J
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Seip>1=—=

ITy+To|)h < <<251(T1)p)1/p+(ZSj(Tz)P)l/p>
j )

p

(o) (S
] ]

14 p
< (ITllp+1Tallp)” + (Tl + I Telly)
14
= 2(lImll, + I Tall,) "
Seip<1=
p latBIP<lalr+|BlY ) )
IT1 + T2|lp < 2} 5i(T1) +5;(T2)" = 2(I Talp + [ T2l})-

j
U

Satz 6.36. Ist T € 6,(X,Y), so sind ST € 6,(X,Z) und TS € &,(Z,Y)
fiir alle stetige S. Insbesondere ist &,(X) ein zweiseitiges Ideal in der Algebra
L(X).

Der Satz folgt aus dem folgenden Lemma.

LEMMA 6.37. Sei T e K,S € L.

— 5(ST) < [Sllsi(T),
S(TS) < IS]s(T).
Bewers. Mit Satz 6.64 gilt
s1(ST) = |ISTI < ISI[- IT[l = [IS[|s:(T)

su+1(ST) = J(1inf sup ||STx||
ety Lxq.xn
[lxlI=1

IS[linf sup | Tx|[ = |[S[|sn41(T)

xLxq..xp

sn(TS) = su(ST") < [|S7[|sn(T7) = [IS]Isn(T).

IN

Satz 6.38. Seien X,Y,Z Hilbertriiume, 0 < p, p1, pa2, oo, % + % = %,
Ty € 6,,(X,Y), To € 6,,(Y,Z). Dann gilt T, Ty € &(X,Z) und
IT2Ta| < 2V T [, | T2l
BEMERKUNG: Es gilt die starkere Ungleichung

IT2Tallp < [ITallps (I T2 o

also a la Holder.
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BEWEIS.
s3i11(T2Th) < 541(Th)sj3a(T2), j € No
s2i(T2Th) < 5(Th)sj41(T2), j€N
=) s5;(TyTh)P < ) (Sj+1(T1)p5j+1(T2)p +Sj(T1)ij+1(T2)p)
j j
Sj+158)

S ZZSj(Tl)ij(Tz)p
)

Hé%der 2(2 <Sj(T1)p)P1/P)F7/P1 (Z (Sj(T2>p)Pz/P)P/P2

] ]
= 2Zamr)" (Terr)
] ]

= 2| Tl Tl

p/p2

Zwei besonders wichtige Schatten-Klassen sind

Sy(x) = Hilbert-Schmidt-Klasse,
S1(x) = Spurklasse (oder die Klasse nuklearer Operatoren.

Der Einfachheit halber sei X separabel. (Alle Aussagen bleiben aber auch
im nichtreparablen Fall richtig.)

Sa1z 6.39. Sei T € 01(x), (g;) eine Orthonormalbasis in X. Dann konveriert
die Reihe

Y (8, Tg))

]

absolut und ist unabhingig von der Wahl der Orthonormalbasis. Die GrifSe

tr T := Z <g], Tg]>

]

heifit die Spur von T. Es gilt: | tr T| < ||T||1.
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Bewers. Nach Satz 6.61 gilt
Tx = Zsk e, X) fr mit fi = Ue, und |T|ex = siex
2;@]',7“8]') = Zzsk 8js fr) (exs )
= Zskz e, 8j) (8 fr)

(2)
—Uu .
=) sile fr) fete Y si(Uer, ex)

k k
—_———
(1)
= Z(U*ek, |T|€k> = Z(ek,LI|T|ek>
k k
= Z<ek1 T€k>-
k

Diskussion der Absoluten Konvergenz:

(1) konvergiert absolut — (2) konvergiert absolut = j und k kénnen ver-
tauscht werden.

Abschétzung:
[tr T| <) sel (ew fi) | <) s = [IT])s-
k k

Satz 6.40. Es gelte:
(1) Ti € 6,(Y,X), T € 64(X,Y) mit ;, + 1 =1
oder
2) T; € ﬁ(Y, X), T, € Gl(X,Y)
oder
B) T1 € 61(Y,X), T» € L(X,Y). Dann ist tr(T1Tp) = tr(TxTh).

Bewers. Es gelte (1) oder (2). Betrachte Tox = Y Sk {ex, x) fx.

Ergdnze e zu einer Orthonormalbasis in X
fr zu einer Orthonormalbasis in Y.

Betrachte

tr(hTh) = Y (fo ToTufi)

k
= ;<12*£]§r Tlfk>

Skex

= Y S(er, Tufi)
x
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und
tr(Th T = e, 11 Tre
(1 T2) Y (ex, Ty Toex)
Skfr
= Y Slew, Tufi)-
k
(3) ist analog. 0
Bezeichne G (X) := K(X) mit Operatornorm. Dann gilt
1 1
Gp(X)/ = Gy(X) mit 1<p<oo, EJFa:l'

S1(X) >~ L(X),
0(X) =2 &(X).

In allen Fillen ist der isometrische Isomorphismus definiert durch ¢(T) =
tr(QT). Insbesondere gilt

Gy (X) = &y(X).
In der Tat ist §»(X) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
((T,S)) := tr(T*S).

Also gibt es die folgende Analogie zwischen den Schatten-von Neumann
Idealen &, und Folgenrdumen ¢7:

Chp <> IC(X),
P 0p(X), I<p<oo,
° « L(X).
Der Dualraum zu £(X) ist ech groler als &1(X):
(e L(X) &l =1{1+ 4, mit {1(T) = tr(QT), Q € 51 (X)
und I, =0,[[¢]] = |[41]| + ||¢2|| (Satz von Dixmier).
K(X)

SAt1z 6.41 (Lidskij). Sei T € &1(X). Dann ist tr T = Y Ak (T).

Fiir T selbstadjungiert, ist die Aussage klar (wegen dem Spektralsatz).
Im allgemeinen Fall ist der Beweis schwierig.

SaTz 6.42 (Spurformel). Sei k € C([0,1] x [0,1]),k(s,t) = k(t,s),
(Tx)(s) = /01 k(s, H)x(t)dt, x € L2([0,1]).
Ist T > 0, so gilt

T € &1(L%([0,1])) und tr T = iAj(T) = /1k(s,s)ds.
j=1 0

BEMERKUNG: Aus k(s,s) > 0 folgt nicht, dass T > 0.
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Beispiel:
1
(5,6) = |s —t| = / k(s,s)d = 0
0

= Aj(T) = 0 Widerspruch.
Dagegen ist fiir k(s, t) := min{s,t} T > 0.
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KAPITEL 7

Unbeschriankte Operatoren

7.1. Grundbegriffe

DEeFINITION 7.1. Seien X,Y normierte Riume iiber K € {R,C}, D C X
ein Vektorraum iiber K. Ein linearer Operator T von X nach Y mit dem
Definitionsbereich D ist eine lineare Abbildung von D nach Y. In Zeichen: T
mit dem Definitionsbereich D(T) = D oder (T, D). Ist D dicht in X, so heifst T
dicht definiert.

Bild(T) = {Tx|lxeD(T)} CY
Kern(T) := {xe€D|Tx =0} C X.

T heifit beschrénkt, falls es ein C > 0 gibt, so dass | Tx|| < C||x||V x € D(T).
sonst unbeschrinkt.

BEMERKUNG. (1) Ist D(T) = X soist T ein linearer Operator im Sinne
der Definition aus Teil I.
(2) Wenn X ein Banachraum ist, so braucht D(T) nicht abgeschlossen zu
sein, und somit ist D(T) kein Banachraum.

Operationen mit Operatoren:

(T+S)x = Tx+Sx xe€D(T+S):=D(S)ND(T)
(TS)x = T(Sx) xe€D(TS):={xeD(S)|Sx e D(T)}

Sarz 7.2. Seien X,Y normierte Riume, T ein linearer Operator von X nach
Y mit dem Definitionsbereich D(T). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) T ist stetig (d.h. stetig in jedem Punkt vonD(T)).
b) T ist stetig im Nullpunkt.
¢) T ist beschrinkt.

Beweis. Siehe Satz 1.1.33.

Sei Kern T = {0}. Der zu T inverse Operator T~ ist die lineare Ab-
bildung mit

D(T™1Y) =Bild(T) Bild(T!) = D(T)

DEFINITION 7.3. Seien X,Y normierte Riume, T, S lineare Operatoren von
X nach Y mit Definitionsbereichen D(T), D(S). Gilt D(S) C D(T) und Sx =
TxV x € D(S), so heifdt T eine Fortsetzung von S und S eine Einschrinkung
von T. In Zeichen: S C T.

66
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Beispiel (1): X =Y = C([0,1]). Betrachte
Tu(x) = u'(x) mit
D(T) = C([0,1]);

D(T) = {ueC'([0,1])|u(0) =0}

D(T2) = {ueC'([0,1])|u(0) =u(1) =0}
Es gilt: T, C Ty C T. T ist nicht invertierbar, denn Kern T = {u = const}.
T1 und T, sind invertierbar:

T lo(x) = /Oxv(t) dt mit D(T,1) = X

T lo(x) = /Oxv(t) dt mitD(Tzl)zx{vec([o,l])) /Olv(t) dt:O}

Der Operator T ist nicht dicht definiert, die Operatoren T7 und T, sind
dicht definiert.
BenAUPTUNG: Die Operatoren T, Tj, T, sind unbeschrankt.

BEwETs. Setze u,(x) = sin(rtnx), n € IN. Dann gilt |[u,|lc = 1 und
3 ]leo = 1.

Fiir die Untersuchung von Differentialoperatoren in LP-Rdumen brau-
chen wir folgenges Ergebnis.

ProrosITION 1. Sei v € LP([0,1]) beliebig. Dann ist u(x) = [; v(t) dt
ebenfalls in LP ([0, 1]).

Diese Aussage lasst sich sehr einfach mit Hilfe der Holderschen Un-
gleichung beweisen. Wir geben einen anderen, nicht einfacheren Beweis,
um die Jensensche Ungleichung kennenzulernen.

BEHAUPTUNG 1. (Jensensche Ungleichung) Sei () eine Menge, u ein
Wahrscheinlichkeitsma8 auf Q, f € L'(Q), ¢ : R — R konvex. Dann
gilt

o ([ 50 du0) < [ o) duto
BEHAUPTUNG 2. Sei ¢ : R — R konvex, xp € R beliebig. Dann ist

¢(x) — @(x0)

X — Xo

X monoton wachsend.

BEWEIS VON BEHAUPTUNG 2. Zunichst sei xg < x < y. Dann ist
—x X — X

Yy X0

Yy—% Y=o

eine konvexe Kombination von xp und y. Daher ist

o) < (1= 3220 o) +

X =

X — X0

Y —Xo

X — Xo
Yy—>Xo

¢(y),

dh.
o(x) —¢(x0) _ ¢(y) — ¢(x0)
X — Xo - Y — X
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Nun sei x < xp < y. Dann ist

— X Xg — X
y—X, X y
y—x y—x
eine konvexe Kombination von x und y. Daher ist

o) < (1= 225 ) o)+ =200,

Xg =

d.h.

Sei x <y < x¢9. Dann ist

— X —X
y-—Xo, .Y
X — X0 Xg— X

X0

y:

eine konvexe Kombination von x und xg. Daher ist
y — X0 y — X0
< J Y _J Y
o) < L2000+ (1- 1220 ) o),
d.h.
P(y) = 9(x0) o @(x) = ¢(x0)
Y — X o X — Xp

BEHAUPTUNG 3. Sei ¢ : R — R konvex, xg € R beliebig. Dann gibt es
ein ¢ = c(xp) € R, sodass

¢(x) — @(x0) > c(x — xp) fir alle x € R.
BEwEIs vON BEHAUPTUNG 3. Fiir beliebiges A € (0, 1] gilt

¢(x) = ¢(x0) > Pl + A)Ej(cx__x;())g —¢(x0) (x — xo).

Ist x > xo, so gilt
P(xo +A(x —x0)) = ¢(x0) . (%0 +2) — ¢(x0)

A(x — xp) ~ 2>0 z z o
Ist x < xg, so ist
o +Ax—x0)) — plxo) o sup oo —2) —g(x) _ _
A(x = xo) z>0 z

BEWEIS VON BEHAUPTUNG 1. Setze xp := / f(s)du(s), x = f(t) fiir ein
0

beliebiges t € (). Dann folgt aus Behauptung 4

o) = ([ 6 dnts)) = e (50~ [ f)auts))
und folglich
[ oot = o ([ fe)au).
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BEWEIS DER PROPOSITION. BEWEIS vON BEHAUPTUNG 1. Die Funktion
@(t) := |t|P ist konvex. Sei x € (0, 1] beliebig. Mit der Jensenschen Unglei-
chung erhalten wir

lu(x)|P = ¢ </0xv(t) dt) =¢ <x/0xv(t) Eit)
< [Cptoen L =1 [“fonra,

Beispiel (2): X =Y =LF([0,1]),1 < p < co.
D(T) = {uerLr(o1]) | eLr(o,1])}
= W'P([0,1])
= {u e LP([0,1]) | u absolut stetig mit u" € L”([0,1])}
T, C Ty C T. Der Operator T ist nicht invertierbar.

T lo(x) = /Oxv(t) dt mit D(T!) = X

x 1

T lo(x) = / o(t) dt mit D(Ty ') = {v er([0,1)) | / o(f) dt = o}
0 0

Die Operatoren T, T; und T, sind dicht definiert.

BenAuPTUNG: Die Operatoren T, T;, T> sind unbeschrénkt.

BEwEs. Setze u,(x) = sin(7rnx), n € N. Dann gilt
1
| = / | sin(7tnx)|Pdx <1,
0

1
Huan = 71.'11/ lcos(nnx)\pdx = (*)

-1
Wir zerlegen das Intervall [0, 1] in 21 Teilintervalle {k oy 2k ,k=1,...,2n.
Auf allen solchen Intervallen ist die Funktion x +— |cos(7tnx)|P monoton

und hat gleiche Integrale. Folglich ist

1/2n 2 /2
() = Zn/ cos (rrnx)dx =" it cos? (s)ds

0 m Jo

t=cos s 2 tp 2 1

sose 2 dt > 7/ vt

wJo /1 —#2 T mJo

- 2

Calp+1)

Also ist [[u, ||, > +1 — 0.

7.2. Abgeschlossene Operatoren

DEerINITION 7.4. (Vgl. Def. 11.3.3.) Seien X,Y Banachriume, T : X — Y
ein Operator mit dem Definitionsbereich D(T).
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(1) Der Operator T heifit abgeschlossen, wenn der Graph von T
G(T):={(x,Tx) |[xeD(T)} C X XY
beziiglich der Norm || (x,y)|(xxy) = I*|lx + |ly|ly abgeschlossen ist.

Ein Operator T heifit abschlieBbar, wenn der Abschluss G(T) der
Graph eines Operators T : X — Y ist, d.h.

G(T) := {(x,Tx) | x € D(T)}

Der Operator T heifdt der Abschluss von T.

(2) Ist T ein abschliefSbarer Operator und D C D(T) ein Teilraum, so heifSt
D ein determinierender Bereich (oder Core) von T, wenn T|p eine
Fortsetzung von T ist.

Zunichst beweisen wir eine einfache Eigenschaft des determinieren-
den Bereiches.

LEmMa 7.5. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y ein abgeschlossener
Operator. Ein Vektoraum D C D(T) ist genau dann ein deterninierender Bereich

von T, wenn gilt: T|p = T.

BEwEIls. (<) Aus % = T folgt, dass TTD eine (triviale) Fortsetzung
des Operators T ist.

(=) Ist D ein determinierender Bereich von T, so ist TTD eine Fortset-
zung von T. Andererseits gilt T = T. Alsoist T|p D T, d.h. T|p = T. O

SATZ 7.6. Seien X, Y Banachriume.

(a) Ein Operator T : X — Y ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede
Folge (x,,) aus D(T) mit x, — x und Tx,, — y folgt x € D(T) und Tx = y.

(b) Ein Operator T : X — Y ist genau dann abschliefSbar, wenn es eine
abgeschlossene Fortsetzung von T gibt.

(c) Ein Operator T : X — Y ist genau dann abschliefSbar, wenn fiir jede Folge
(xy) aus D(T) mit x, — 0 und Tx, — y folgt y = 0. In diesem Fall wird der
Abschluss T durch

D(T) = {x € X | es gibt eine Folge (x,,) aus D(T),

(7.1) sodass x, — x und Tx, konvergiert},

Tx = lim Tx,,.
n—oo

Beweis. (a) Der Graph G(T) = {(x,Tx)|x € D(T)} ist genau dann
abgeschlossen, wenn aus (x,, Tx,) — (x,y) folgt (x,y) € G(T), d.h. x €
D(T) unf Tx = y.

(b) Ist T abschlieibar, so ist T eine Fortsetzung von T. Umgekehrt, sei
T eine abgeschlossene Fortsetzung von T. Dann ist G(T) abgeschlossen

mit G(T) D G(T). Also gilt G(T) C G(T) = G(T), d.h. G(T) ist der Graph
eines Operators.

(c) Der Abschluss ﬁ ist genau dann der Graph eines Operators,
wenn G(T) keine Elemente der Form (0, y) mit y # 0 enthilt. Also ist der
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Operator genau dann abschlieSbar, wenn fiir jede Folge (x,) aus D(T) mit
x, — 0und Tx, — y folgt y = 0. In diesem Fall gilt

G(T) = {(x,y) € X x Y | es gibt eine Folge (x,,) aus D(T),
sodass (x,,, Tx,) — (x,y)},
=G(T) = {(x,Tx)|x e D(T)} .
Daraus folgt (7.1). O

BerspieLe. (1) Seil : C([0,1]) — K ein lineares Funktional mit D(l) =
CY([0,1]), u > u'(1). Das Funktional | ist unbeschrinkt, denn fiir die Folge
uy(t) = t", n € N, gilt ||up|le = 1 und u},(1) = n — oo fiir n — oco. Das
Funktional ist nicht abgeschlossen und auch nicht abschlief$bar, denn fiir die Folge
v (t) = n= 1" gilt ||o,|| =n~! — 0 und 0/, (1) = 1.

(2) Sei (Tou)(t) = u'(t) mit D(Ty) = C=([0,1]) in X = C([0,1]). Sei
u € CY([0,1]) beliebig. Dann gibt es eine Folge v, € C®([0,1]) mit v, — u'
(z.B. Polynome). Betrachte

t
1 (£) = u(0) + / 0u(5)ds.
0
Dann gilt

[t — ttf|oo = sup
t€[0,1]

u(0) + /Otvn(s)ds —u(0) — /Ot u'(s)ds

Also ist u, — u, Toup, — u'. Der Grenzwert u € C' braucht aber nicht in D(Tp)
zu liegen. Somit ist Ty nicht abgeschlossen.
Sei nun (uy) eine Folge in D(T) mit u, — 0 und Tou,, = u), — v. Dann
gilt
t t t
uy (t) —/O v(s)ds 1, (0) —|—/0 uy, (s)ds —/O v(s)ds

sup
te[0,1]

= sup
te[0,1]

t
< [0 (0) |+ supreigy) [ Iu(s) = 0(s)lds
< [u(0)] + [y — o1} = 0.

t
Also gilt u,(t) — / o(t)dt gleichmiifig, d.h. v = 0. Somit ist der Operator T
abschliefbar. ’

Nun bestimmen wir den Abschluss des Operators Ty. Dazu sei u, eine belie-
bige Folge, sodass u, und u), gleichmifig konvergent sind, d.h. u,, ist konvergent
beziiglich der C'-Norm. Somit ist D(Ty) = C'([0,1]) und (Tou)(t) = u'(t) fiir
alle u € D(T).

KOROLLAR 7.7. (a) Ein stetiger Operator T : X — Y ist genau dann abge-
schlossen, wenn D(T) abgeschlossen ist.
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(b) Jeder stetige Operator T ist abschliefbar mit D(T) = D(T). Der Ab-
schluss T ist eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung von T.

BeweEis. Bei stetigen Operatoren folgt Tx, — Tx aus x, — x. 0

Sarz 7.8. (a) Ein injektiver Operator T : X — Y ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn T~1 abgeschlossen ist.
(b) Sei T abschlief$bar und injektiv.

(1) T~ ist genau dann abschliefbar, wenn auch T injektiv ist. Es gilt dann
T1=T"
(2) Ist T injektiv und T stetig, so gilt Bild(T) = Bild(T).
Bewers. (a) Wir definieren die Abbildung V : ¥ x X — X x Y durch
V(y, x) = (x,y). Offenbar ist V ein isometrischer Isomorphismus. Wegen

G(T) = {(x,Tx) |x € D(T)}
= {(x,Tx) | x € Bild(T ')}

LV (T, y) |y € DT Y} = VG(T)

sind Operatoren T und T~! zugleich abgeschlossen oder nicht abgeschlos-
sen.

(b) (1) (<) Ist T injektiv, so gilt
D(T ) = Bild(T) > Bild(T) = D(TY),

dh. T ' ist eine abgeschlossene Fortzetzung von T~!. Also ist T~! ab-
schliesbar.

(=) Ist T~! abschlielbar, so ist V-'G(T) = {(Tx,x)|x € D(T)} ein
Graph, denn

V-IG(T) = VIG(T) = {(Tx,x) | x € D(T)}
LYW, T ) [y € DT} = G(T1) = G(TT).
T-1,

Also ist T injektiv und 7!
(2) Ist T stetig, so gilt
Bild(T) = D(T ') = D(T 1)
— D(T-1) = Bild(T).

0

Satz 7.9 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachriiu-
me, T ein abgeschlossener linearer Operator von X nach Y mit abgeschlossenen
Definitionsbereich D(T). Dann ist T beschrinkt.

Beweis selbst.

KoroLLAR 7.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) T ist abgeschlossen und D(T) ist abgeschlossen,

(b) T ist abgeschlossen und stetig,
(c) T ist stetig und D(T) ist abgeschlossen.
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Bewers. Die Implikationen (a)=-(b) und (a)=(c) folgen direkt aus Satz
7.9.

(b)=-(a) Sei (x,) eine Folge in D(T) mit x, — x € X. Wegen der
Stetigkeit von T ist die Folge (Tx,) konvergent. Da T abgeschlossen ist,
gilt x € D(T). Also ist D(T) abgeschlossen.

(c)=(a)Sei (x,) eine Folge in D(T) mit x, — x € X und Tx, — y.
Wegen der Abgeschlossenheit von D(T) ist x € D(T). Es gilt auch Tx, —
Tx, denn T ist stetig. Also ist y = Tx, d.h. T ist abgeschlossen. g

BeisPIELE. (1) Sei X =Y = C([0,1]), (Tu)(x) = u'(x) mit
D(T) = C'([0,1]),

D(Th) = {u € D(T) |u(0) = 0},

0) =u(1

D(Tz) = {u € D(T) |u(0) ) =0}

Die Operatoren T; " und T, ! sind beschriinkt mit abgeschlossenen Definitions-
bereichen und somit selbst abgeschloosen. Folglich sind Ty und T, abgeschlossen.

Die Abgeschlossenheit von T haben wir bereits bewiesen, denn Ty = T mit
D(Ty) = C*([0,1]). Man kann auch die Abgeschlossenheit von T aus der Abge-
schlossenheit von Ty oder T, folgern.

DEFINITION 7.11. Eine Fortsetzung T won S heif$t endlich, wenn der Quo-
tientenraum D(T)/D(S) endlichdimensional ist.

LeEmMA 7.12. Eine endliche Fortsetzung eines abgeschlossenen Operators ist
abgeschlossen.

Beweis. Fiir den Beweis brauchen wir die Gleichheit
(7.2) dim G(T)/G(S) = dimD(T)/D(S).
Da der Graph G(S) abgeschlossen ist und der Quotientenraum G(T)/G(S)
endlichdimensional, ist G(T) ebenfalls abgeschlossen.

Zum Beweis von (7.2) gentigt es

G(T)/G(S) 2 [(x,Tx)] ={(x+Xx,Tx+ SX) |x € D(S)}
und
D(T)/D(S)> [x] ={(x+Xx|x € D(S)}

zu vergleichen. 0

BEHAUPTUNG. Der Operator (Tu)(x) = u'(x) mit D(T) = C'([0,1]) ist
abgeschlossen.
Bewers. Der Quotientenraum D(T)/D(Th) ist eindimensional, d.h. T

ist eine endliche Fortsetzung des abgeschlossenen Operators T7. Somit ist
T abgeschlossen.

Sarz 7.13. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y ein abgeschlossener Ope-
rator. Dann ist

Kern(T) = {x € D(T) | Tx = 0}
ein abgeschlossener Teilraum von X.
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BEWwETIs. Sei (x,,) eine beliebige konvergente Folge in Kern(T) C D(T)
mit Grenzwert x € X. Dann ist Tx, = 0 fiir alle n € IN. Folglich ist
x € D(T) und Tx = lim Tx, =0, d.h. x € Kern(T). O

n—oo

Satz 7.14. Seien X, Y, Z Banachriume, A : Y — Z, B : X — Y lineare
Operatoren.
(a) Sind A und B abgeschlossen und

(1) B stetig
oder
(2) A stetig invertierbar,

so ist AB mit D(AB) = {x € D(B)|Bx € D(A)} abgeschlossen.
(b) Sind A und B abgeschliefSbar und

(1) B stetig
oder
(2) A stetig invertierbar,

so ist AB mit D(AB) = {x € D(B)|Bx € D(A)} abschliefbar.

BEWEIS. (a) unter Voraussetzung (1). Sei (x,) eine Folge in D(AB) C
(B) mit x, — x und ABx, — z. Der Operator B ist abgeschlossen und
stetig, d.h. D(B) ist abgeschlossen. Daher gilt x € D(B) und Bx, — Bx.
Nun ist (Bx,) eine Folge in D(A) mit Bx, — Bx und ABx, — z. Da A ab-
geschlossen ist, gilt Bx € D(A) und z = ABx. Also ist AB abgeschlossen.

(a) unter Voraussetzung (2). Sei (x,) eine Folge in D(AB) C (B) mit
x, — x und ABx, — z. Der Operator A~! ist stetig. Damit gilt Bx, —
A7z und A7!z € Bild(A~!) = D(A). Da der Operator B abgeschlossen
ist, liegt der Grenzwert x der Folge (x,) in D(B) und Bx, — Bx. Also gilt
A~z = Bx, d.h. x € D(AB) und z = ABx. Somit ist AB abgeschlossen.

(b) selbst. O

BEMERKUNGEN. (1) Das Produkt zweier abgeschlossener Operatoren braucht
nicht abgeschlossen zu sein. Wir withlen X =Y = Z = (>(N) und definieren

(Tx)2p—1 = nxoy, (Tx)2n =0 fiirallen € N
auf dem Definitionsbereich
D(T) = {(xn)ne]N € 2(IN)| Y n?|xan|* < oo}.
neN
Offenbar gilt T>x = 0 fiir alle x € D(T?) = D(T), d.h. T> = O|p(7).
BeEHAUPTUNG 1. D(T) # (?(IN) liegt dicht in ¢*(IN).
BEwEIs. Sei x € (2(IN) beliebig. Setze

Xn, falls n ungerade ist,
x,(qm) = { X, falls n gerade mit n < m ist,

0, sonst.
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Offenbar gilt x'") € D(T) und

|| x(m) — x||% = ) |xq]? — 0.
n>m
n gerade

Als beschrinkter Operator mit nicht abgeschlossenen Definitionsbereich ist
der Operator 0| p(r) nicht abgeschlossen.

BEHAUPTUNG 2. Der Operator T ist abgeschlossen.

BewErs. Schreibe den Operator T als Produkt zweier Operatoren AB mit

(AX)2p—1 = nx24_1, (Ax)2n = X2
auf
D(A) = {(X(n)) € P(IN)| Y nPlxguaf? < 00}
nelN
und

(Bx)2n—1 = x(2n), (Bx)2y, =0
auf D(B) = (?(IN). Der Operator B ist beschrinkt, denn

1Bx[|7 = ) [xanl® < llx%-
nelN

Der inverse Operator A~ ist abgeschlossen, denn

_ 1 _
(A 'x)py 1 = X1, (A71x)9 = x2

auf D(A™Y) = (2(IN). Somit ist auch der Operator A abgeschlossen. Nach Satz
7.14 ist das Produkt AB abgeschlossen.

(2) Ist A stetig und B abgeschlossen, so braucht das Produkt AB nicht ab-
geschlossen zu sein. Als Beispiel wihlen wir X =Y = C([0,1]), Z = K,
(Bu)(t) := u'(t) mit D(B) = CY([0,1]) und Av := ov(1) mit D(A) =
C([0,1]). Der Operator B ist abgeschlossen und A ist stetig. Das Produkt AB
mit D(AB) = D(B) = C'([0,1]), u > u'(1) ist nicht abgeschlossen und sogar

nicht abschliefbar. Um das zu zeigen, wiihle die Funktionenfolge v, (t) = t" in
tn-i—l

t
C([0,1]) und setze u,(t) = /0 vn(s)ds = o
f8ig, aber ABu,, = 1.

Dann gilt u, — 0 gleichmii-

(3) Ist A abgeschlossen und B stetig invertierbar, so braucht das Produkt AB
nicht abgeschlossen zu sein. Als Beispiel withlen wir X =Y = C([0,1]), Z =K,
(Bu)(t) := u'(t) mit D(B) = {u € C'([0,1])|u(0) = 0} und Av := v(1) mit
D(A) = C([0,1]). Der Operator B ist stetig invertierbar und A ist stetig und
abgeschlossen. Das Produkt AB mit D(AB) = D(B) = C!([0,1]), u — u'(1)
ist nicht abgeschlossen und sogar nicht abschlief$bar. Beweis wie oben in (2).

Noch ein Kriterium der Abgeschlossenheit:
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Sarz 7.15. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y ein linearer Operator. Sei

1/2

x| := (lxll% + 1ITx[I3)

auf dem Vektorraum D(T). Der Operator T ist genau dann abgeschlossen, wenn
der normierter Raum (D(T), || - ||7) vollstindig ist.

BewEeis. Der Operator T ist genau dann abgeschlossen, wenn sein Graph
G(T) C X x Y beziiglich der Norm
1/2
1 9) ey = (IIx 1% + Y117
abgeschlossen ist. Also ist (G(T),|| - || xxy) ein Banachraum. Somit ist jede
Cauchyfolge (x,, Tx,), x, € D(T), konvergent, d.h. jede Cauchyfolge (x,)
in (D(T), || - |Ir) konvergiert. O

7.3. Der adjungierte Operator

DEFINITION 7.16. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y ein linearer Ope-
rator. Ein Operator S : Y — X' heifit formal adjungiert zu T, falls gilt:
Yy (Tx) = (Sy')(x) fiir alle x € D(T) und alle y' € D(S).

Im Allgemeinen ist der formal adjungierter Operator S nicht eindeutig
bestimmt:

(1) Sei S = 0 mit D(S) = {0}. Dann ist y'(Tx) = (Sy’)(x) fiir alle
x € D(T) und iy’ = 0.

(2) Es gelte D(T) # X.Sei £ € X', { # 0, ein stetiges lineares Funk-

tional mit /(x) = 0 fiir alle x € D(T). Sei S ein formal adjungierter zu T
Operator. Sei f : D(S) — K ein beliebiges lineares Funktional. Setze

Sy :=Sy'+f(y), S:Y =X, D(S)=D(S).
Dann gilt
(8%') = () (%) + F&)1(x) = (5¥/)(x) = o/ (Tx)
fiir alle x € D(T) und alle ¥/ € D(S). Also ist S ebenfalls ein formal

adjungierter zu T Operator.

Sarz 7.17. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y ein linearer Operator.
Ist T dicht definiert, so existiert ein eindetig bestimmter maximaler (d.h. mit
maximalem Definitionsbereich) zu T formal adjungierter Operator. Dieser wird
mit T" bezeichnet und heifit der zu T adjungierter Operator.

Beweis. (1) Dei D’ die Menge aller linearen stetigen Funktionale i auf
Y, fiir die die Abbildung X D D(T) > x — y/(Tx) stetig ist, d.h.

D = {y’ € Y'|es gibt ein x’ € X/, sodass
y'(Tx) = ¥'(x) firalle x € D(T)}.
Diese Menge ist offensichtlich ein Vektorraum.

(2) Existiert ein x’ € X’ mit der Eigenschaft, dass y'(Tx) = x'(x) fiir
alle x € D(T) gilt, so ist es eindeutig. Um das zu sehen, nehmen wir an,
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dass y'(Tx) = x{(x) und y/'(Tx) = x,(x) fiir alle x € D(T) gilt. Also ist
x1(x) = x4 (x) fiir alle x € D(T). Da D(T) dicht in X liegt, gilt x] = x}.

(3) Setze T'y' := x' mit D(T’) := D’. T' ist linear unf formal adjungiert
zu T, denn

(T'y)(x) =x'(x) =y (Tx)  giltfiralle x € D(T) und v’ € D(T").

(4) Sei S ein formal adjungierter zu T Operator. Dann gilt y/'(Tx) =
(Sy')(x) fir alle x € D(T) und ¥y’ € D(S), d.h. die Abbildung D(T) >
x — y'(Tx) ist stetig fiir alle ¥’ € D(S). Also ist S eine Einschrinkung von
T,SCT. O

Seien nun X, Y Hilbertraume, T : X — Y dicht definiert. Man definiert
den Hilbertraum-adjungierten Operator als

T* := Cx'T'Cy.

Hier sind Cx : X — X’ und Cy : Y — Y’ Abbildungen, die jedem Element
x € X bzw. y € Y stetige lineare Funktionale (x, -) x bzw. (y, -)y zuordnen.
Nach dem Darstellungssatz von Riesz sind Cx und Cy bijektive Isometrien.
Die sind linear, falls K = R ist und konjugiert linear, falls K = C ist.

Nach Satz 7.17 (und dessen Beweis) ist der Hilbertraum-adjungierter
zu T Operator T* : Y — X gegeben durch:

D(T*) = {y € Y |es gibt ein X € X mit
(y, Tx)y = (x,x)x furalle x € D(T),
Ty :=X.

Fiir einen unbeschrankten dicht definierten Operator ist a priori gar
nicht klar, wie groff der Definitionsbereich des adjungierten Operators
ist. Folgendes Beispiel zeigt, dass der Definitionsbereich des adjungierten
Operators sogar trivial sein kann.

BEISPIEL. BEHAUPTUNG. Es gibt paarweise disjunkte unendliche Mengen
A= {m; € N|I € N}, k € N, sodass N = | ] Ag.
kelN

BEWEIS. Jede natiirliche Zahl n > 2 lisst sich eindeutig als Produkt von
Primzahlen schreiben:

n=ppte e pts P E PR F
Fiir jedes k € IN setze
Ac=1{p"py* . 0 P p2 - o primym; € N, j=1,...,k}.
Ordne das Element “1” einer beliebigen Menge zu.
Sei X =Y = (*(IN). Betrachte den Operator

Tx = (Z Xny s Z Xnypse - )
1=1 1=1
auf dem Definitionsbereich
D(T) = (§(N) := {(x,) € *(N) | nur endlich viele x, # 0} .
Der Operator T ist dicht definiert.
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Seiy' € D(T') beliebz'g. Setze x' = T’y’. Dann gilt fiir alle x € D(T):
(7.3) Y (Tx) = (T'y') (x Z{jﬂxn =Y ) &,

keIN IeIN

fiir ein (&,) € £2(IN). Andererseits gilt

(7.4) y/(Tx) = Z Z MeXny,
kelNIeIN
fiir ein (1) € (2.

Fiir beliebige k',1" € IN setze nun x = Cryy s d.h. x, = 6, s , fiirallen € IN.
Das Vergleichen von (7.9) und (7.4) liefert an, = i fiir alle I,k € IN, d.h. die
Teilfolgen (an’l)leN sind konstant fiir jedes k € IN. Also ist (xiy)pen € 02
genau dann, wenn Cnyy = 0 fiir alle k,1 € IN, d.h. 5 = 0 fiir alle k € IN. Somit
isty' = 0.

Der adjungierte Operator besitzt eine einfache geometrische Interpre-
tation. Bevor wir zum entsprechenden Satz kommen, werden wir zunéchst
einige einfache Eigenschaften von Dualrdumen diskutieren.

BEMERKUNGEN. (1) Ist der Raum X x Y mit der Norm ||(x,y)|xxy =

(Nl + llylIF)"/? ausgestattet, so ist ||z'[| = \/HZ 0)[1% + 1120, )13, die

Operatornorm auf dem Dualraum (X x Y)'. Zum BEwWEIs bemerken wir, dass
Z'(x,y) =2/ (x,0) 4+ 2/ (0,y) fiir alle (x,y) € X X Y gilt. Folglich erhalten wir

HZ/H(XXY)’ sup 2" (x,y)|
/% +ylF <1

< sup sup (|2'(x,0)| +[2'(0,y)])
te€01] ||x||% <t
Iyllf <1-#

= sup (t2'(0)llx + V1= £]2(0,)lIv ) -

te0,1]

Die Funktion f(t) := t||2/(-,0)||x + V1 — #2]|2(0,-)||ys besitzt das absolute
Maximum an der Stelle t = ||2/(-,0)||x (||2'(-,0)||% + Hz/(O,-)HZ,)_l/2 und
somit gilt
12 (-, )15 + 112(0, ) I
1/2
(12 C 0% + 1120, ) [13)
1/2
= (I2¢,0)l% + 1120, )IF) "

Umgekehrt, sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es ein (x,y) € X X Y mit ||x||x =
lylly = 1, sodass 2'(x,0) > [|2'(-,0)|lx» — & und 2'(0,y) = [|2'(0,) [y —&.

Setze
= (tx, V1-— t2y>

||Z,||(X><Y)’ >

mit

-1/2
t=[l2'(, 0)llxr (I1'(-, 0) 1% + 12'(0, ) [1%)
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und berechne
Z'(z) = Z/(tx,0) + Z/(0, V1 — t2y) = tz/(x,0) + V1 — 22/(0, y)
> |2 (-, 0)||x + V1 —=12]|Z/(0,) ||y — et —ev/1— 12
z -, 2/ zZ a !
OB IZOIR

1/2
(/¢ 0% + 112/ (0, ) 113)
1/2
= (I12'¢,0) % + 1120, ) [5) " —et —ev1 -2

1/2
Da & > 0 beliebig ist, folgt daraus ||2'|| xxyy > (/12'(-,0)|1% + 12/(0,)[I5,) "~

(2) Ist der Raum X x Y mit der Norm ||(x,y)| = (||x||% + [ly]|3)'/? ausge-
stattet, so sind die Riume (X x Y)" und X' x Y’ mit der Norm ||(x',y') || x'xy' =
(1x"|% + Nly'[|13/)1/? isometrisch isomorph, (X x Y)" = X' x Y. BEwEis: Die
Abbildung ¢ : (X xY) — X' xY', 2/ — (Z(-,0),2/(0,-)) ist bijektiv mit der
inversen Abbildung (z'(-,0),2'(0,-)) — 2'(-,0),2'(0,-) = 2/(-,-). Nach (1) gilt

9z | xrxy = \/IIZ 0) 1% + 1120, )T = 12"l vy
Also ist ¢ eine Isometrie.
(3) Aus (2) folgt, dass
) (G(T)L> ={(x,y) e X' xY'|x'(x) +y(Tx) =0 fiirallex € D(T)}.
Sarz 7.18. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y dicht definiert. Unter der
Identifizierung von (X x Y) mit X' x Y’ gilt dann
V'G(-T') = G(T)*,
wobei V' 1 Y' x X' — X' x Y, (v, x') — (¥, y') und
G(T)::={Z € (XxY)|Z/(z) =0 firallez € G(T)}

der Annihilator von G(T) ist. Insbesondere ist der adjungierte Operator T' abge-
schlossen.

BEweErs. Sei S formal adjungiert zu T, d.h. fiir alle x € D(T) und ' €
D(S) gilt

Y (Tx) = (Sy')(x) & —(Sy')(x) +y'(Tx) = 0
& (=Sy,y) ((x,Tx)) =0
—_—
exX'xy’ eXxY

< V(y,—-Sy) ((x,Tx)) = 0.

Also gilt V/G(-S) C (T)
Seinun S = T'. Sei (—x',y’) € G(T)~ beliebig, d.h.
—x'(x) + (T'y')(x) = ( )+y'(Tx) =0 fiir alle x € D(T).
Der Definitionsbereich D(T) ist dicht und somit x’ = T'y’. Folglich gilt
(=x%y) = (=Ty,y) =V'(y, =Ty) € V'G(-T").

Also ist VG(—T') D G(T)*. O
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KOROLLAR 7.19. Seien X, Y Banachriume. Seien T und S dicht definierte
Operatoren von X nach Y. Aus S C T folgt T' C S'.

Bewers. Ist S C T, so ist G(S) C G(T) und somit G(T)* C G(S)*.
Nach Satz 7.18 gilt V'G(—T') € V'G(-S'), d.h. G(—-T') € G(-S') und
somit G(T') C G(S). O

Sarz 7.20. Seien X, Y Banachriume. Sei T ein dicht definierter injektiver
Operator von X nach Y. Ist Bild(T) dicht, so ist T injektiv und es gilt

(T/)—l — (T—l)/.

Fiir Operatoren in Hilbertraumen schreibt man oft T~* statt (T~ !)* =
(T*)‘l.
Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir ein Hilfsergebnis.

LEmMA 7.21. Sei T ein dicht definierter Operator von X nach Y. Dann gilt
Kern(T') = Bild(T)*.

Bewers. ' € Kern(T') gilt genau dann, wenn y’ € D(T’) und Ty =
0. Da T dicht definiert ist, gilt 'y’ = 0 genau dann, wenn y'(Tx) =
(T'y')(x) = 0 fiir alle x € D(T), d.h. y' € Bild(T)". O

BEWEIs VON SaTZ 7.20. Nach Lemma 7.21 ist der Operator T’ injektiv.

Wir erinnern uns an die Formel G(T' ') = V/G(T") (siche den Beweis von
Satz 7.8). Mit Satz 7.18 erhalten wir

G(T Y =vV 'G(-T)* =G(-T)*
= (V*WG(—T))l = (V”G(—T”))L
= {z' e (XxY)|Z(V iy, ~T ly) =0 firalleye D(T—l)}

= {(¥,y) € X' x Y| (¥,y) (V" (5, T 'y)) = 0

(
)}
- V/fl{(y’, X)€Y x X[ (v, ) ((y,~T'y)) =0

fur alley € D(T_l)}

fiir alley € D(T!

=vG(-T Yt =v"VG ((T—l)’) =G ((T—l)’) .
O

LEmMMA 7.22. Sei T : X — Y dicht definiert. Der Operator T ist genau dann
beschriinkt, wenn T' € L(Y', X"). In diesem Fall gilt | T'|| = ||T||.

Bewers. (=) Ist T beschrinkt, so ist T die eindeutige stetige Fortset-
zung von T mit | T|| = || T||- Nach Korollar 7.19ist T C T',d.h. D(T') = Y’
und T' = T'. Nach Satz 5.7 ist | T'|| = ||T||. Also gilt T' € £(Y’,X') und
1Tl = [IT1[-
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(<) Sei T" € L(Y', X’) beliebig. Es gilt
IT']| = sup {[(T'y")(x)| | x € X,y" € Y/, [lx[[x = [ly'lly = 1}
=sup {|(T'y")(x)| [x € D(T),y" € Y, ||x[[x = [[y'[l\» =1}
=sup {|(y')(Tx)| |x € D(T),y' € Y/, [|x[lx = |y |lv = 1}
=TI
Diese Gleichung zeigt, dass ||T|| = || T’|| < oo. O

Seinun T : X — Y dicht definiert mit T~! € £(Y, X), d.h. Bild(T) = Y.
Nach Satz 7.20 ist der Operator T” injektiv und es gilt

(T ' =(T7") e L(X,Y').

Also ist T’ ebenfalls stetig invertierbar.
Die Umkehrung gilt auch:

Sarz 7.23. Seien X, Y Banachriume, T : X — Y dicht definiert und
abgeschlossen. Gilt (T")™' € L(X',Y’), so ist T™' € L(Y,X) und es gilt
(T’)_l — (T_l)’,

Bewers. Seien | € X’ und x € D(T) beliebig. Wegen Bild((T')!) =
D(T') gilt
(7.5) ((T’)”l) (Tx) = (T'(T") ") (x) = I(x).

Zu jedem x € X gibt es ein lineares stetiges Funktional I € X’ mit ||I|| =1
und I(x) = ||x|. Folglich gilt fiir alle x € D(T)
(7.5) _
el = 1x) =" ((T)71) (T)
< T ITx ] < )7 ]I
=1
und somit

(7.6) |Tx|| > H(T’)—lH*1 x| fiir alle x € D(T).

BEHAUPTUNG. Aus der unteren Schranke (7.6) folgt, dass T~! € £(Y, X).

Diese Behauptung wurde frither fiir Operatoren T € L(X,Y) bereits
bewiesen. Hier beweisen wir diese Behauptung fiir dicht definierte Ope-
ratoren mit injektivem adjungiertem T’.

Bewers. Die untere Schranke (7.6) impliziert, dass T injektiv ist. Somit
existiert T~! mit D(T~!) = Bild(T). In (7.6) setze x = T~y fiir ein y €
D(T):

1Tyl < ()| -yl furatley € DT,
Also ist T~! beschrankt. Da T~! abgeschlossen ist, ist D(T~!) = Bild(T)
abgeschlossen.

Angenommen, Bild(T) # Y. Dann gibe es ein y’ € Y/, iy # 0, sodass
y'(y) = 0 fir alle y € Bild(T), d.h.

(T'y')(x) =y'(Tx) =0 fiir alle x € D(T).
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Da der Operator T dicht definiert ist, gilt T'y’ = 0. Also ist T’ nicht injektiv.
Widerspruch!
Somit ist der Operator T~! beschrankt mit D(T~!) = Y, dh. T°! €

L(Y,X).
Dass in diesem Fall (T’)~! = (T~!)’ gilt, haben wir bereits bewiesen.
]

Sarz 7.24. Seien X, Y, Z Banachriume, lineare Operatoren T : Y — Z,
S: X — Y dicht definiert.
(1) Ist TS : X — Z dicht definiert, so gilt

(TS) > S'T'.
(2)Ist T € L(Y,Z), so ist TS dicht definiert und es gilt
(TS) = S'T'.
(3) Ist S injektiv mit S~1 € L(Y, X), so ist TS dicht definiert und es gilt
(TS) =S'T'.
BEMERKUNG. Im Allgemeinen gilt die Gleichheit in (1) nicht! Als Beispiel
wihlen wir X =Y = Z = (>(N). Sei
(Tx)n = nxy, mit  D(T) = {(x,) € A(N)| (nx,) € £2(N)}
und S = T~'. Dann gilt T* = T, S* = S, TS = idp und ST = id]D(T)
Folglich ist
(TS)* =idjz = idp # id |p(r) = ST = S*T".

Bewers. (1) Betrachte

D(S'T) ={z e D(T")| Tz € D(S)}

= {7z € D(T’) | es gibt ein x’ € X’ mit

(T'Z')(Sx) = x'(x) fiir alle x € D(S)}
C {z' € D(T') | es gibt ein x’ € X' mit

(T'Z")(Sx) = x'(x) fiir alle x € D(TS) C D(S)}
= {Z' € D(T’) | es gibt ein x' € X’ mit

Z/(TSx) = x/(x) fir alle x € D(TS) C D(S)}

= D((Ts)').

Ferner gilt fiir jedes z’ € D(S'T’) und jedes x € D(TS)

((TS)'2") (x) =2/ (TSx) = (T'Z')(Sx) = (S'T'Z) ().
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(2) Wegen T € L(Y,Z) ist D(TS) = D(S) und T" € L£(Z',Y’). Nun
betrachte
DS'T)={z € 7Z'|T'Z e D(S)}
= {7z € Z'|es gibt ein x’ € X' mit
(T'Z')(Sx) = «'(x) fiir alle x € D(S)}
={Z' € Z'|es gibt ein x’ € X' mit
Z/(TSx) = x'(x) fiir alle x € D(S)}
=D((TS)").

(3) Wegen (1) geniigt es nur noch D((TS)’) C D(S'T’) zu zeigen. Wir
beginnen mit folgenden einfachen Beobachtungen:

(@) D(TS) = S™'D(T). Somit ist D(TS) dicht in X, denn zu jedem
x € X existiert eine kovergente Folge in Y mit dem Grenzwert Sx;

(b) Die Abbildung D(T) > y + x = S~y € D(TS) ist stetig;

(c) Ist D(T) > y — 2/ (Ty) stetig, so ist z’ € D(T’).

Nun sei z’ € D((TS)’) beliebig. Dann ist die Abbildung D(TS) > x
z/(TSx) stetig. Mit (b) folgt daraus, dass die Abbildung

D(T) >y — 2/(TSS ly) = 2/(Ty)

stetig ist. Mit (c) ist z/ € D(T'), d.h. D((TS)") C D(T').
Sei x € D(TS) beliebig. Einerseits gilt

Z(TSx) = (T'Z')(Sx)
und andererseits
2/(TSx) = ( 1Sx) ((TS)'2') (S'8x)
= ( /z/) (Sx).
Die Menge SD(TS) = SS™'D(T) = D(T) ist dicht in Y. Somit gilt
T’z = (571(TS)'z X< (8')"(TS)' € D(S').
Also ist 2 € D(S'T’) und folglich D((TS)") € D(S'T'). O

Sarz 7.25. Seien X, Y Banachriume, T und S Operatoren von X nach Y.
(a) Ist T + S dicht definiert, so gilt

(T+S)>T +6S.
(b) Ist S € L(X,Y) und T dicht definiert, so gilt
(T+S)=T+5¢.

BEMERKUNG. In Teil (a) gilt die Gleichheit im Allgemeinen nicht. Sei T ein
dicht definierter unbeschriinkter Operator. Setze S = —T. Dann gilt

/
(T+S) = (Olm)) —0#0lpqy =T +5.
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BEwerss. (a) Es gentigt zu zeigen, dass die Operatoren T+ S und T" + S’
formal adjungiert sind. Seien x € D(T+S) = D(T)ND(S) und vy’ €
D(T' +S') = D(T") N D(S’) beliebig. Dann gilt

y((T+8)x) =y (Tx) +y'(Sx) = (T'y) (x) + (S'y) (x)
= ((T"+8)y)(x).
(b) Wegen (a) ist nur noch
D(T+S)) cD(T)nD(S") =D(T)
zu zeigen. Aus (a) folgt
D(T+S))=D(T+9)'-5") c D(T).
O

Satz 7.26. Seien X, Y reflexive Banachriaume, T : X — Y ein dicht definier-
ter Operator. Dann ist T abschlieflbar genau dann, wenn T’ dicht definiert ist. In
diesem Fall gilt

T=J;'T"]x.
Hierbei sind Jx : X — X", Jy : Y — Y kanonische Einbettungen. Insbesondere
fiir X, Y Hilbertriume gilt T** = T.

BEMERKUNGEN. (1) Ist T beschriinkt, so ist [, T Jx die eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung von T auf ganz X.
(2) Die Implikation

,T' ist dicht definiert = T ist abschlieflbar”

gilt auch fiir allgemeine nicht reflexive Banachriume. BEWEIS selbst.
(3) Nach Bemerkung (2) vor Satz 7.18 oben sind (X x Y)"” und X" x Y
isometrisch isomotph. Unter der Identifizierung von (X x Y)" mit X" x Y" gilt

Jxxy = (Jx, Jy).

BEwEls. BEHAUPTUNG 1. Sei Z _ein reflexiver Banachraum. Sei U C Z
ein Teilraum. Dann ist |, u+t =1.

BeEwEeis. Wegen
Utt ={z" € z"17"(z) =0 firallez € U}
gilt
Ut ={z€ Z|(Jzz)(Z) =0 firallez € U}
={z€Z|Z(z)=0 firallez € U"}
=U.

(<) Sei T’ dicht definiert. Nach der Behauptung ist G(T) = [ L, G(T)**.
Setze

V// . X// % Yl/ N Y// % Xl/’ (x//,y//) — (y/ll x//)‘
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Wegen G(T)* = V'G(-T') gilt
G(T) = Jxky (VG(=T")" = Jxky V" 'G(-T)*
— ]}ziyvll_lvl/G(T//) — ]iiYG(T//)
— ]giy {(xl/, T//x//) |xl/ c D(T//)}
— {(I§1x,,/ ]}le//x//) ‘ x// c D(T”)}
= {7 T Ixx) | x € IX'D(T) |
Also ist T abschliefbar und T = [, ' T"Jx.

(=) Sei T abschliebar. Angenommen, T’ wire nicht dicht definiert.
Nach der Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach gébe es ein y” € Y”,
sodass y"" € D(T')*, y" # 0. Sei z" = (0,y") € X" x Y".

BEHAUPTUNG 2. 2 € V/ ' G(T')~.

BEwEIs. Sei z' € G(T’) beliebig, d.h. 2/ = (y/, T'y') € Y/ x X’ fiir ein
y € D(T'). Dann ist " (V'Z') = y"(y') = 0. Also ist 2" € (V'G(T'))*+ =
V//*lG(T/)J_.

Somit ist der Teilraum V" 'G(T’)* kein Graph eines Operators. We-
gen L, V" “1G(T")+ = G(—T) ist der Operator T nicht abschlieBbar. Wi-
derspruch! U

7.4. Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren

DEFINITION 7.27. Sei X ein Hilbertraum.
(a) Ein Operator T : X — X heifit hermitesch, wenn er zu sich selbst formal
adjungiert ist, d.h. wenn gilt
(Tx,y) = (x, Ty) fiiralle x,y € D(T).

(b) Ein Operator T : X — X heifst symmetrisch, wenn er dicht definiert ist
und T C T* gilt.

(c) Ein Operator T : X — X heifit selbstadjungiert, wenn er dicht definiert
istund T = T* gilt.

Satz 7.28. Sei X ein Hilbertraum.
(a) Ein Operator T : X — X ist symmetrisch genau dann, wenn er dicht
definiert und hermitesch ist.
(b) Sei K = C. Ein dicht definierter Operator T : X — X ist symmetrisch
genau dann, wenn sein numerischer Wertebereich
W(T) == {{x, Tx) [x € D(T), |lx[| =1}
eine Teilmenge von R ist.

Bewers. (a) (=) ist klar.
(<) Fur alle x,y € D(T) gilt

{Tx,y) = (x, Ty).
Fiir den adjungierten Operator T* gilt
(T*y,x) = (y, Tx) firallex € D(T)und y € D(T").
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Da T* der maximale zu T formal adjungierte Operator ist, gilt D(T) C
D(T*) und Also ist
(T*y,x) = (Ty,x) furallex,y € D(T),
dh. T CT*
(b) Fur alle x € D(T) N D(T*) gilt
(x, Tx) = (Tx,x) = (x, T*x).

(=) Ist T symmetrisch, so gilt D(T) N'D(T*) = D(T) und T*|p(r) =T
und folglich

(x, Tx) = (x,Tx) firallex € D(T),
d.h. W(T) C R.
(<) Ist W(T) C R, soist (x, Tx) € R fiir alle x € D(T). Insbesondere
fiir beliebige x,y € D(T) gilt
(x+iy, T(x+iy)) = (x, Tx) + {y, Ty)
+i(x, Ty) — i(y, Tx)

und andererseits

(x+1iy, T(x+1iy)) = (T(x + iy), x + iy)
= (Tx,x) +(Ty,y) +i(Tx,y) —i(Ty, x)
= (x,Tx) + (y, Ty) + i(Tx,y) — i(Ty, x)
= (x,Tx) + (y, Ty) + i(Tx,y) — i(Ty, x).
Also ist
(7.7) (x, Ty) — (y, Tx) = (Tx,y) — (Ty, x).
Nun betrachte

(x+y T(x+y)) = (x,Tx) + (y, Ty) + (x, Ty) + (y, Tx).
und andererseits
(x+y T(x+y)) =(T(x+y)x+y)
= (Tx,x) + (Ty,y) + (Tx,y) + (Ty, x)
= (x,Tx) + (y, Ty) + (Tx,y) + (Ty, x),

d.h.

(7.8) (. Ty) + {y, Tx) = (Tx,y) + (Ty, x).

Die Summe von (7.7) und (7.8) ergibt (x, Ty) = (Tx,y). Also ist T hermi-
tesch. 0

Satz 7.29. (a) Jeder symmetrische Operator ist abschliefSbar. Sein Abschluss
ist ebefalls symmetrisch.
(b) Jeder selbstadjungierte Operator ist abgeschlossen.

Bewers. (a) Der Operator T ist eine Einschrankung des abgeschlosse-
nen Operators T*, d.h. T ist abschliefbar. Aus T C T folgt T CT.

BEHAUPTUNG. Fiir alle x € D(T*) und y € D(T) gilt
(T"x,y) = (x, Ty).
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BEwers. Sei y € D(T) beliebig. Dann gibt es eine Folge y, in D(T) mit
yn — y und Ty, — Ty. Fiir jedes n € N gilt
(T*x,yn) = (x, Ty,) firallex e D(T")
und somit
(T*x,y) = (x, Ty) firalle x € D(T").
Aus der Behauptung folgt, dass T* C T . Also ist T* = T . Folglich
gilt TCT:= T*, d.h. T ist symmetrisch.
(b) T = T* abgeschlossen, denn T* ist abgeschlossen. 4

DEerINTTION 7.30. Ein symmetrischer Operator T : X — X heifst wesentlich
selbstadjungiert, wenn T selbstadjungiert ist.

Sarz 7.31. Sei T : X — X symmetrisch. Dann sind dquivalent:

(a) T ist wesentlich selbstadjungiert,
(b) T* ist symmetrisch,

(c) T~ ist selbstadjungiert,

(d) T** ist selbstadjungiert.

BEwEIs. (a)<>(d) ist klar wegen T** = T (Satz 7.28).
(c)=(d) ist klar wegen T* = T**.
(d)=>(c) Ist T** selbstadjungiert, so gilt T*** = T**. Wegen T** = T ist
T*** dicht definiert. Folglich gilt
d.h. T* ist self-adjoint.
(c)=(b) ist klar. B B
(b)=() Aus T* C T** =T und T C T* folgt T* = T**. O
BEIsPIELE. (1) Sei X =Y = LP([0,1]), 1 < p < oo, (Tu)(t) = u'(t) mit
D(T) = {u € LP([0,1]) |u ist absolut stetig mit u’" € LP([0,1])},
D(T1) = {u € D(T) |u(0) = 0},
D(Ty) = {u € D(T) [u(0) = u(1) = 0},

Die Operatoren T, Ty und T, sind dicht definiert.
Seij: LP([0,1])" — L7([0,1]), £ — g der isometrische Isomorphismus,

() = [ s f(oyde firalte f € 1([0,1]).

0
0

BEHAUPTUNG 1. T/ = —j~15,].

BewErs. Sei £y € D(T') beliebig, g = jly. Setze Ly := T'lg, f := jly. Fiir
beliebiges u € D(T) betrachte

1 1
79) [ Fut)at = t(w) = (T) () = €(Tu) = [ gy’ (1.
Setze

h(t) = /0 ' f(s)ds.
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Dann ist h € L1 absolut stetig, f = I’ fast iiberall mit h(0) = 0. Fiir beliebiges
u € D(T) betrachte

1 1 ,
Afwumuzﬁhumww
:—A%mwmm+mnwn
Wegen (7.9) erhalten wir
(7.10) %j(gﬁ)+ldﬂ)u%ﬂdt:ldlﬁ41)
Sei nun v € LP([0,1]) beliebig. Setze
— 1
MQZ—AU@@.

Alsoist i € LP, absolut stetig, ' = v und 1(1) = 0. Insbesondere ist i € D(T).
Wegen (7.10) und (1) = 0 gilt

(fg+ (@) = [ (5(0) +h(1)) @ ()t = h(1)(1) = 0.
Somit gilt Ly = —{y, d.h. ¢ = —h. Nun folgt aus (7.10), dass h(1)u(1) = 0 fiir
u

alle u € D(T). Folglich ist h(1) = 0, denn es gibt ein u € D(T) mit u(1) # 0.
Also ist g absolut stetig, ¢’ = —h' = —f und g(0) = g(1) = 0,d.h. g € D(Sy).
Das beweist die Inklusion D(T') = D(j~1S,j).
Umgekehrt gilt fiir alle u € D(T) und f € D(S,)
1 1
((Tu) = [ fou e == [ Fut)at = s, (w),
dh. 18,7 € D(T').

BEHAUPTUNG 2. T) = —j~1S;].
BewErs. Sei {; € D(T,) beliebig, § = jly. Setze £y = Tylg, f = jls. Fiir
beliebiges u € D(T,) betrachte

(7.11) /'f (1)t = £5(u) = (Tﬂ%ﬂu):ﬁﬂTﬁQ::Algaﬁﬂﬁwt

Setze t
h(t) :c+/0 f(s)ds

Wiihle die Konstante ¢ so, dass

(7.12) A%mm:—ékwﬁ

also ist h absolut stetig, h € L9 und f = I’ fast iiberall. Fiir beliebiges u € D(T;)
betrachte

AVuwmm:AEmmmw:—AEmwma

Bilden man die Differenz von (7.11) und (7.12), so bekommt man

(7.13) /01 (¢(t) +h(t))u'(t)dt =0 fiiralle u € D(Tp).
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1
Seinunv € LP([0,1]) beliebig. Schreibe v(t) als die Summe v(t) +/ v(s)ds
0

d.h. / t)dt = 0. Setze

Dann ist i € LF, absolut stetig, ' = v und u € D(T,). Betrachte

(t +0)(0) = (b + )@ + 6+ 6) [ o(5)s )

1 1 1 -
:/0 (g(t)+h(t))dt-/0 v(s)ds+/0 (g(t) + h(t)) @ ()dt
=0

wegen (7.12) und (7.13). Also ist £y = —{y, d.h. g = —h. Somit ist ¢ absolut
stetig, ¢’ = —W' = —f € L1, d.h. g € D(S).
Umgekehrt gilt fiir alle u € D(T,) und alle f € D(S)

() = [0 0t =~ [ f ()t = 05 (u).
Also gilt j71Sj C To.
BEHAUPTUNG 3. T| = —j154].
BEWEIS selbst.
Fiir p = 2 und K = C erhalten wir somit
(iT)" =iTy CiT
(iTp)" =iT C iT>.
Also ist der Operator iT, symmetrisch und iT nicht symmetrisch.

(2) Sei X =Y = LP([0,00)), 1 < p < oo. Sei (Tu)(t) = u'(t), T :
LP(]0,00)) — LP([0,00)) mit

D(T) = {u € LP([0,00)) | u absolut stetig mit u' € L*([0,00))},
D(T1) = {u € D(T) |u(0) = 0} .

Ferner sei Sei (S)v(t) = v'(t), S : L1([0,00)) — LI([0,00)) mit p~ ' + g7 ! =
1 < g < oo mit

D(S) = {v € LI([0, 00
D(Sl) ={veD(T)]

Sei j: LP([0,00))" — L7([0,00)), £ +— gy der isometrische Isomorphismus,

0f) = / (D f(Ddt fiiralle f € LP([0, 00)).

Die Operatoren T und Ty sind dicht definiert.
Wir baruchen folgendes Hilfsergebnis:

) | v absolut stetig mit v' € L1([0,00))},

)
2(0) = 0} .

PROPOSITION 2. Fiir jedes u € D(T) gilt tlim u(t) =0.
— 00
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Bewers. Wir beweisen diese Eigenschaft fiir p = 2. Mit der partiellen
Integration erhalten wir

| w6 @)ds = [u(t) = [wO)F ~ [ ws)u(s)ds.

Da u und u’ in L2([0,00)) sind, konvergieren die beiden Integrale fiit ¢ —
0. Also existiert tlim u(t). Notwendigerweise ist der Grenzwert Null.
—0

Fiir 1 < p < co selbstandig beweisen. O

BEHAUPTUNG 1. T/ = —j~15j.

Bewers. Sei £y € D(T') beliebig, g := jlg. Setze £y := T'lg, f := jly. Fiir
beliebige u € D(T) und f € D(S1) wegen u(t) — 0, t — oo, gilt

04(Tu) = /Ooof(t)u/(t)dt _ —/Ooof’(t)u(t)dt = s, ¢ (u),

d.h. D(j~181j) € D(T").
Umgekehrt, setze

h(t) = /Otf(s)ds.

Die Funktion h ist absolut stetig, f = h' fast iiberall mit h(0) = 0. Im Ge-
gensatz zu beschrinkten Intervallen, konnen wir a priori nicht behaupten, dass
h € L1([0,00)). Stattdessen argumentieren wir wie folgt. Sei u € D(T) mit
suppu C [0,N], N > 0 beliebig. Dann ist h € L1([0, N]). Es gilt einerseits

N N
| rOudr = £ () = (T () = £(Tw) = [~ gty ()t

und andererseits
N N N
/ F(Hu(t)dt = / 1 (H)u(t)dt = —/ h(t)u! ()dt.
0 0 0
Folglich ist
N
(7.14) / (g(t) + h(t)) ' (£)dt = 0.
0
Sei nun v € LP([0, NJ]) beliebig. Setze
N
i(t) = —/ o(s)ds.
t
Dann ist u € LP([0, N]), absolut stetig, ' = v fast tiberall und (1) = 0 und

die Fortsetzung von u(t) = 0 fiir t > N ist in D(T).
Seien EéN) und E;ZN) die Funktionale auf L? ([0, N|) definiert durch

(N (v) = /0 eyt und (N (o:) = /ONh(t)v(t)dt.

Sie sind linear und stetig. Wegen (7.14) erhalten wir

(@) + 6 0) = [ (5l + h(e) @ (1)t =0.
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Also ist EéN) = —EéN). Folglich gilt ¢ = —h fiir fast iiberall in [0, N]. Da N > 0
beliebig ist, gilt g(t) = —h(t) fiir fast alle t € [0,00). Somit ist g absolut stetig,
¢'=-W=—feli([0,0)) und g(0) =1,d.h. D(T") C D(j~1)Syj.

BEHAUPTUNG 2. T| = —j~1S;].
BEWEIS selbst.

(3)Sei X =Y = LP(R), 1 < p < oo. Sei (Tu)(t) = u'(t), T : LP(R) —
LP(R) mit

D(T) = {u € LP(R) | u absolut stetig mit u’ € L*(R)} .

Ferner sei Sei (S)v(t) = o'(t), S : LI(R) — LI(R) mit p~ +g47 1 =1,
1 < g < comit

D(S) = {v € L1(R) | v absolut stetig mit v' € LI(R) } .

Seij: LP(R) — LI(R), £ — gy der isometrische Isomorphismus,
0(f) = / q(f(D)dt fiiralle f € LP(R).
R

BenaurTUNG. T = —j~16;.
BEWEISs selbst.
(4) Sei X =Y = LP([0,1]), 1 < p < oo. Sei (Tu)(t) = u'"(t), T :
LP([0,1]) — LF([0,1]) mit
D(T) = {u € LP([0,1]) | u € C!, u’ absolut stetig mit u" € LP([O,OO))} ,
D(Ty) = {u € D(T) |u(0) = u(1) = 0},
D(T) = C5([0,1]).
Ferner sei Sei (S)v(t) = o'(t), S : L1([0,1]) — LI([0,1]) mit p~ 1+ g1 =1,
1 < g < comit
D(S) = {v € L1([0,1]) | v € C!, v’ absolut stetig mit v" € Lq([O,l])} ,
D(S1) = {v € D(S)|v(0) = v(1) =0},

BEHAUPTUNG. T/ = j71Sj und T} = j~=1S1j. Insbesondere fiir p = 2 ist der
Operator T symmetrisch und der Operator Ty selbstajungiert.

BEwEIs. Sei ¢ > 0 beliebig. Sei 1 € C§°(R) eine gerade Funktion mit
suppy C [—¢,¢], n(t) =1fiirt € [—e/2,¢/2]. Setze k(t,s) = |t —s|y(t —s).
Sei w € C® mit suppw C (2¢,1 — 2¢) beliebig. Setze

1
u(t) = (Kw)(t) := / k(t,s)w(s)ds.
0
Folglich ist supp u C [, 1 — ¢€|. Die Funktion u ist differenzierbar mit u' = K'w,

wobei K' der Integraloperator mit dem Kern k'(t,s) := E?tk(t’s)' Der Integral-
kern hat den Sprung der Hohe 2 an der Stelle t = s. Also gilt u" = 2w + K"w,
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9?2
wobei K" der Integraloperator mit dem Kern k" (t,s) := ﬁk(t,s). Der Inte-

gralkern k" (t,s) ist iiberall unendlich oft differenzierbar. Somit ist die Funkti-
on unendlich oft differenzierbar und ist identisch Null aufSerhalb des Intervalls
(e,1 —¢). Folglich ist u € D(T) mit

Tu = 2w+ K'w.

Sei nun Ly € D(T') beliebig, g = jlg. Setze Ly := T'l,, f := jly. Fiir
jede Funktion u € C([0,1]) mit u = Kuw fiir eine Funktion w € C* mit
suppw C (2¢,1 — 2¢) gilt Lg(Tu) = £¢(u) und daher

le(Tu) = Le(2w + K"w) = 20g(w) + Lyng(w) = €s(u) = Lxs(w).

Da die Funktionen w € C§°([0,1]) mit suppw C (2¢,1 — 2¢) in LP((2¢,1 —
2¢)) dicht liegen, erahlten wir

8(s) = (Kf( ) = K'g(s)) -

Da f,g € L7ist, ist g eine stetzge Funktlon Ferner ist g stetig differenzierbar mit

8'(s) = (Kf() K"g(s)) -

Hier ist die rechte Seite absolut stetzg und

(2f +K"f(s) —K"'g(s)) -
) —

(s)
Somit gilt ¢ € L7, denn g”(s f(s) stetig ist. Also gilt D(T") C D(j~15j).
Umgekehrt, seien u € D(T) und ¢ € D(S) beliebig. Dann ist

0 (Tur) :/0 g(t)u”(t)dt:/o & (u(t)dt = —lsg(u),
dh. j1Sj C T,

Wegen T C Ty ist T{ C T" = S. Seien nun u € D(Ty) und £, € D(T}) C
D(S) beliebig. Dann gilt

0 = Lo(Tiu) — (Tilg) (u) = Le(Tyne) — (7' Sjlg) (u)
= lo(Tiu) — Lsg(u)

/ Y (£)dt — /Olg”(t)u(t)dt

= /g() '(#)dt + g(Du' ()1

+ [ g - g un] 2

= g(Lu'(1 ) —8(0)u/(0).
Da die Werte u'(0) und u'(1) beliebig sein konnen, gilt somit ¢(0) = g(1) =0,
d.h. T{ C j=1Syj. Umgekehrt gilt fiir alle u € D(Ty) und f € D(S1)

(4(Tyu) /f W (B)dt = /f” (£)dt = Cs, ¢ (u),
dh. T] D j715j.
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7.5. Das Spektrum

DEFINITION 7.32. Sei X ein Banachraum, T : X — X ein linearer Operator.
(a) Die Resolventenmenge von T ist

o(T) :={A € K| (T —A) ist bijektiv als Abbildung von D(T) nach X
und(T —A)~': X — X ist stetig.}

(b) Die Abbildung Ry : p(T) — L(X), Rr(A) := (T — A)~! heifit die
Resolvente von T.
(c) Das Spektrum von T ist o(T) := K\ p(T).

Wir beginnen mit einigen Anmerkungen.
(1) Ist T nicht abgeschlossen, so gilt p(T) = &.

Bewers. Ist T nicht abgeschlossen, so ist auch (T — A)~! fiir alle A € K
nicht abgeschlossen.

Sei A € K beliebig. Angenommen, dass T — A als Abbildung von D(T)
nach X bijektiv ist. Dann existiert (T — A)~! mit dem Definitionsbereich
D((T—A)™') = X. Da (T — A)~! nicht abgeschlossen ist, ist nach dem
Satz von abgeschlossenen Graphen (T — A)~! nicht stetig, d.h. A ¢ p(T).

O

(2) Ist T abgeschlossen, so gilt
p(T):={A € K|(T—A) istbijektiv als Abbildung von D(T) nach X} .

BEwEIs. Sei A € K beliebig, sodass (T — A) bijektiv als Abbildung von
D(T) nach X ist. Die inverse Abbildung (T —A)~! : X — X ist abgeschlos-
sen und somit nach dem Satz von abgeschlossenen Graphen stetig. Also
gilt A € p(T). O

(3) Es gibt abgeschlossene Operatoren mit leerem Spektrum. Als Bei-
spiel betrachten wir den abgeschlossenen Operator Tyu(t) = u/(t) auf
X = C([0,1];C) mit D(Ty) = {u € C}([0,1])|u(0) = 0}. Seien A € C
und f € X beliebig. Dann gentigt ein u € X der Gleichung (T} —A)u = f
genau dann, wenn

u(t) = eM /Ote)‘sf(s)ds.

Alsoist (T; — A) : D(T) — X bijektiv. Folglich ist A € p(Ty), d.h. p(Ty) =
C.
Wir bemerken, dass der inverse Operator

(17f) () = [ Flspas

nicht surjektiv als Abbildung von X nach X, d.h. 0 € (T, l). Mit ,,1/0 =
oo” kann man diese Eigenschaft folgendermafien interpretieren: Das Spek-
trum von T liegt im Unendlichen.
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DEFINITION 7.33. Sei X ein Banachraum, sei T : X — X ein abgeschlossener
Operator. Die Teilmengen der erweiterten komplexen Ebene C U {oo}

i Jo(T), falls T € L(X),
o(T) = {O'(T) U {oo} sonst

und

o Jp(T)U{eo}, falls T € L(X),
p(T) = {p(T) sonst

heifien erweitertes Spektrum und erweiterte Resosolventenmenge.
Wir bemerken, dass 0 (T) # &.

Sarz 7.34. Sei X ein Banachraum, sei T : X — X ein abgeschlossener
injektiver Operator. Dann bildet die Abbildung ¢ : CU {co} — C U {co}

PN =1, yeC\{0},  g0)=c,  pleo) =0
o (T) nach o(T~1) bijektiv ab, d.h.
HT 1) = {p(M) | A € ET)}
BEwEIs. Sei A € p(T) beliebig.
(1) Ist A ¢ {0, 0}, so ist RT(A) € L(X). Betrachte
S(A) :=TRy(A) = (T —A)R7(A) + ART(A) = I+ ARr(A) € L(X).
Fiir jedes x € X gilt

AT7IS(A)x = AR7(A)x = 15(2\) —I)x,

d.h.
~MT1=A"HSs(A)x = «.
Also ist T~! — A~! surjektiv.
Sei nun v € X beliebig mit (T~!' — A1) v = 0. Dannistv — AT v =0
und folglich (T — A)v = 0. Da die Abbildung T — A bijektiv ist, gilt v = 0.
Somit ist T~ — A~! bijektiv, d.h. A=t € p(T71).

(2) Seinun A = 0. Dannist T-! € £(X) und 07! = 00 € p(T7!).

(3) Sei nun A = oo. Dann ist T € £(X) und folglich T : X — Bild(T)
eine Bijektion. Somit ist T~! : D(T~!) = Bild(T) — X eine Bijektion, d.h.
oo 1=0¢p(T). 0



KAPITEL 8

Der Spektralsatz

8.1. Der Monotoniesatz
DEFINITION 8.1. Seien S, T € L(X) selbstadjungiert. Wir definieren
S<T:=T-S>0< (x,5x) < (x,Tx) VxeX.

Eine Folge selbstadjungierter Operatoren (T,) heifst monoton wachsend, falls
Ty < Tyy41 fiir alle n € IN.

BEMERKUNG. Bei ,, <“handelt es sich um eine Halbordnung.

Satz 8.2 (Monotoniesatz). Sei (T,) eine beschriinkte, monotone Folge selbst-
adjungierter Opertatoren. Dann existiert ein selbstadjungierter Operator T €

L(X) mit T, > T.

Bewers. Sei (T,) monoton wachsend und es gelte ||T,|| < C fiir alle
n € IN. Sei

s(x,y) 7= (%, (Tu = Tw)y)
fiir fest gewdhlte n,m mit n > m. Die Sesquilinearform s(-,-) ist ein Se-
miskalarprodukt auf X, denn aus T, — T, > 0 folgt s(x, x) > 0. Fiir jedes
x € X gilt
(8.1)
(T = Tu)x|*> = (T = T)x, (T — T)x) = s((Ty — Tn)x, x)
Cauchy-Schwarz
< s((Ty — Ti)x, (T, — Tm)x)l/zs(x,x)l/2
= ((Tu = Tu)x, (T — Tn)*x)/2(x, (Ty — To)2) '/

Cauchy—<5chwarz T T 12 T T 2 11/2 T T 12
< (T = Ton)x [V =1 (T = Ton)“x [V, (T — Ton)x)

< (1T = T 1D (1T = T) W% 1) (3, (T = T )x) /2
< €)D" (I(Tw = Tu) PN (x, (T = To)x) 72

< 2C||xl)"2 (2CY[1x1) 2 (x, (T — To)x)V/2
< (2C)*?|1x[|{x, (Ty — T)x) /2.

Die Folge (x, T,,x) ist monoton wachsend und beschrankt, also konvergent.
Mit (8.1) folgt also, dass (T, x) konvergent in X ist.
Wir defnieren Tx := lim T),x. Offensichtlich ist T linear. Es gilt

n—oo
(x, Tyy) = (Tyx,y) Vx,y € X,Vn €N
=(x,Ty) = (Tx,y) Vx,ye X

95
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Nach Satz von Hellinger-Toeplitz (Satz 5.4) ist T stetig und selbstadjun-
giert. U

8.2. Spektralscharen
Sei X ein Hilbertraum.

DEerINITION 8.3. Eine Spektralschar in X ist eine Funktion
E:R — L(X)
mit
(a) fiir alle t € R ist E(t) ist eine Orthoprojektion,

(b) s<t=E(s) < ((t)
(c) s—l\{‘mE(t—HS) = E(t),

(d) s-lim E(#) = 0,
(e) st—iigl E(t) = Ix.

LEmMA 8.4. Sei E eine Spektralschar. Fiir jedes t € R existiert der starke

linksseitige Limes
-im E(t —0) =: E(t—0
s;lim (t—0) = E(t—-0)

BEWEIs. Sei (J,) eine beliebige monotone Nullfolge mit 6, > 0 fiir
alle n € IN. Wir definieren eine Folge von Orthoprojektionen (P,) :=
(E(t —6y,)). (Py) ist beschrankt und monoton wachsend. Nach dem Mo-
notoniesatz (Satz 8.2) existiert der starke Limes P := s-lim;_, P;. Dieser
ist selbstadjungiert und es gilt

P? = s-lim P? = s-lim P, = P,

n—oo n—00

also ist P eine Orthoprojektion.
Sei nun (9),) eine weitere Nullfolge mit den gleichen Eigenschaften wie
(6n). Wir definieren analog zu oben den starken Limes

":=slim P, = s-lim E(t — 8},).

n—o00 n—oo

BeHAUPTUNG: Es gilt P’ = P.

BEwEIs: Sei x € X beliebig. Betrachte f(t) := (x, E(t)x). f ist monton
wachsend und beschriankt. Also existiert

lim f(t — 8) =: £(t ~0).
Dabher ist

lim f(t—6,) = lim f(t—46,) = f(t—0).

n—oo n—oo

Somit gilt P =
Somit ist der Satz bewiesen. O
BEISPIELE. (1) X = L*(R), E(t)f := X(—eopf, f € X.

(a) klar

s<t

b) (fLEG)f) = [ Ifx)Pdx = [Z 1f(x)?dx = (f,E(t)f)
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(© [IE(t+0)f = EMfI* = g IX(—copralf (%) = X (oo f (x)|*dx
Jr X (oot (x) = x (=00, () P f (0) [ dx = [ Xt () |f (%) 2 dx
_ [t+d 2
= [ f)Rdx — 0
(d) klar
(e) klar
(2) Seien Py, a € I, Orthoprojektionen in X, mit PyPg = O, falls a # B. Es
gelte Y o1 Pux = x fiir alle x € X. Seien Ay, a € 1, reelle Zahlen mit

Ay # Ap fiir a # B. Definiere
E(t)x:= ) Pux.

wel
Ao <t

BEHAUPTUNG: E(+) ist eine Spektralschar.

BEweEis:
(a) Sei x € X beliebig. Also existiert eine Folge («;) C I so, dass

E(t)x = ) Pyx
JEN
Wir definieren eine Folge (P*)) von Orthoprojektionen, mit P*) =
2?21 Py;. Die Folge ist monoton und beschrinkt. Mit Satz 8.2 folgt
die Existenz des starken Grenzwertes Py := s — limy,_.co P%). P,
ist eine Orthoprojektion. Folglich ist E(t)x die Orthoprojektion auf
Bild(Py) = Ujen Bild(Py,). Also ist E(t) die Orthoprojektion auf
U ael (P{X])
A<t
(b) klar
(c) Seien x € X, t € R beliebig. Es gilt

- 2 2
Y 1P|l = x|
j=1

Also gibt es jedem & > 0 ein ng € N mit } .., HPaij2 <e
Wiihle ein &y > 0 so klein, dass Ag; ¢ (t,t+ 6] Vj < no.

= [|E(t+8)x—E@Mx[P= Y [Pyx|?
jEN
Aa],e(t,t—l-é]

< Y |IPyx|* <& V6 € (0,60
j>mo
(d) Sei x fest. Es gibt hichstens abzihlbar viele a; € I mit Py, 7 0 und
L2 | Pax[|? = [l x]1?

=Ve>03ng e N: ) HPa],xH2 <e

j>l’l(]
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Es gibteint € R mit Ay, >t Vi < ny.
Seit <t beliebig
= IE(x]? = 3 [Px]? < ) [ Pusjpee

icN i>ng
A <t

= s~ lim E(t) =0
——00
(e) Esexistiert einty € Rmit p,, < ty, Vi <mng. Seit >t beliebig.
= [lx —E(W)xl* = ) [IPuxl* < ). [Pax]* <e
i€eIN i>ng
Aai>t
=s—1lmE(t) =1
t—oco
(3) Sei T € L(X) selbstadjungiert und kompakt.
= o(T) = {0} U (0p(T)\ {0}) C R
=)o —_——
(A)jen
Py sei die Orthoprojektion auf Kern(T). Und fiir j € IN sei P; die Or-
thoprojektion auf Kern(T — A;). Dann ist
E(t)x:= ) Px

JENo
A<t
eine Spektralschar.
8.2.1. Elemente der Mafdtheorie.

DEFINITION 8.5. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Ein System 2 C 2M von Teilmengen von M heifit o-Algebra, wenn
gilt:
(@ Me
b) MDAcA= A
(c) (An) c2A= UnelN Aped
(b) Sei A C 2M eine o-Algebra. Eine Abbildung p: A — [0, 0] heifit ein
Mag auf (M, ), wenn (1) u(J) = 0 und (2) fiir jede Folge (A,) C A
mit Ay N Am = D fiir n # m gilt

u ( U An> =Y u(An). (c-Additivitit)
nelN nelN
Ein Maf p heifst endlich, wenn u(M) < oo ist.

(c) Eine Teilmenge A C M heifst p-messbar, wenn A € 2.

(d) Die kleinste o-Algebra B(M), die alle offenen Teilmengen von M enthiilt
heifst die Borelsche o-Algebra auf M, ihre Elemente heifsen Borelmen-
gen.

(e) Ein Maf3 y: B — [0, o] heifit Borelmaf3

BEMERKUNGEN. (1) Die Lebesgue-messbaren Teilmengen bilden eine o-
Algebra.
(2) Jede Borelmenge ist Lebesgue-messbar.
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(3) Ist A C R" eine Lebesque-messbare Menge, so existieren F,G € B(R"),
mit FC AC Gund u(A\F)=u(G\A)=0.

Seien M = R, p ein endliches Borelmafi. Betrachte

o(t) = p((—oo, t]).

Offenbar ist p monoton wachsend. Aus der c-Additivitdt von u folgt, dass
p rechtsstetig ist.

BEWEIs. Sei (0,),en eine monoton fallende Nullfolge mit 6; = 1. Fur
jedes n € IN gilt

o(t+8,) = p() + (£, £+ 6,]).

Bezeichne A, := (t,t+ J,]. Offenbar ist (A,) eine geschachtelte Folge,
d.h. A,41 C A,. Folglich lasst sich das Intervall (¢t + 1] als disjunkte
Vereinigung

(tt+1] = |J An\ Anna
neN
darstellen. Mit der c-Additivitdt des MafSes u folgt nun

p((tt+1]) = Y u(An\ Aur)

nelN

= lim Zy (Ap\ Apt1)-

m—>oo

Wegen u(A,) = u(An\ Ant1) + (A n+1) erhalten wir

p((tt+1]) Z (A1)

%
( )_ hn;oAm—i-l
u((tt+1]) _%E}I;oAm+lr

dh. lim p(A,) = 0.

Umgekehrt, sei p : R — R eine beschrankte monoton wachsende
rechtsstetige Funktion. Wir setzen

Hp((a,b]) := p(b) —p(a),  a<b.
Die o-Additivitat von u folgt aus der Rechtsstetigkeit von p: Sei

o]

(a,b] = U (ak,bk] mit bp=0b und ayp = br.
k=0
Dann ist

= I;O p(bx) — plax)) + p(am) — p(a)
Wegen p(a,) — p(a) gilt
po((a,b]) =Y (o(bx) — plax)) = Y up((ax, by)).
k=0 pa

Halboffene Intervalle bilden einen Halbring, d.h.
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1) D eH,

2 ABeH=ANBeH,

(3) fur alle A,B € H gibt es paarweise disjunkte Cy,...,C, € H, so
n

dass A\ B = | J Cr.
k=1
Die kleinste o-Algebra 2, die den Halbring H umfafst, ist B(R), denn

(a,0) = |J <a,b—i] ~ B(R)cC

nelN

und

1

(a,b] = N <a,b+ > = A C B(R).
n
nelN
Nach dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz von Caratheodory

existiert genau ein endliches BorelmaS y, so dass |y = p,. Dieses Maf3
ist durch

u(A) ::inf{iAn AveM, AclJ An}
n=1 n=1

gegeben.

DEFINITION 8.6. Sind y und v Mafle auf R, so heifit v absolut stetig be-
zuiglich p, v < u, falls jede p-messbare Menge auch v-messbar ist und jede
u-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

BEISPIELE. (1) Sei p das Lebesgue-Mag auf R. Sei f € L}(R), f > 0.
Betrachte v(A) := / f(x)du(x), wobei A C R Lebesgue-messbar sei.
A
Dann gilt v < p.
(2) Sei 2 = 2R. Die Abbildung

1, 0 A

J:A—1[0,1], 6(A) := {O sonst
heifit Dirac-Maf. Es gilt 6 & u, da1=6({0}) # u({0}) =0.

8.2.2. Spektralmafl. Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X, sowie
x € X beliebig. Betrachte

o RS Ry, pu(t) = B2
Die Funktion p ist monoton wachsend, rechtsstetig und es gilt
0, t— —
px(t) = {Htz oo

Es gibt genau ein BorelmaB p, mit px () = px((—00,t]), px heilt das durch
x erzeugte Spektralmafs.

DEerFINITION 8.7.

H,:=ln{E(t)x|t e R} C X

heif$t der durch x erzeugte Teilraum.
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Satz 8.8. Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X und x € X beliebig.
Dann ist die Abbildung
V:lin{E(t)x|t € R} — L*(R, ),

n

n
L GE()x = Y6 (oo
j=1 j=1
isometrisch. Die stetige Fortsetzung U := V: Hy — L?(R, ) ist unitir. Mit
Ex(t) := E(t)|n, gilt UE«(t) = My, U, wobei My, den Multiplikations-
operator mit X (_ey in L*(RR, iy ) bezeichnet.

Beweis. (1) Seiy € lin{E(t)x |t € R} beliebig. Dann ist

y= i ciE(t;)x

j=1

fiir gewisse t; < fp < ... < t; und somit

y= Y d(E(agsr) — E(a))x
k=1

fur gewisse Koeffizienten dy und a1 = —o0, ay =ty furk =2,...,n+1.
Nach der Definition des Operators V erhalten wir
; 2
H VyHZ = Z dkx(ﬂkﬂkﬂl
k=1 L2 (R )

n
= Z ‘dk‘2|‘x(ﬂk,ﬂk+ﬂ ”2
k=1

(8.2) N L2
k;"“/<

A 41

Asle) = kz 20 (a1 302])
- kzl 1del? (0 (1) — pla))

- ki |dil* (1B (ar2) x> = [ E(ax)x]|?) -
=

Betrachte
I(E(axs1) — E(ax))x||* = ((E(bx) — E(ax))x, (E(bx) — E(ax))x

8.3
(&) — E(b)x? + [[E(ar) ]2  2Re (E(be)x, E(ar)s).

BEHAUPTUNG 1: Seien P, Q Orthoprojektionen mit P < Q. Dann gilt
PQ=QP=P.

BEwEIs:
P<Q= (x,Px) <(x,Qx)Vxe X
= Kern(Q) C Kern(P) = Bild(P) C Bild(Q)
= Qx =xVx €Bild(P) = QP ="P
Da PQ selbstadjungiert ist, folgt mit (8.2) PQ = P.
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Aus Behauptung 1 folgt
E(H)E(s) = E(min{t,s}) = E(b)E(a) = E(ay)
= (8.3) = ||E(be)x|1* — || E(a)x[|?

(3 *) = (82) = Y_ [di*I(E(bx) — E(ax))x|?
k=1

Wir definieren
P := E(by) — E(ay) = P? = Py

BEHAUPTUNG 2: P P; = 0 fiir alle k # j.

BEWEISs. selbst.

Mit Behauptung 2 folgt:

m m
Geor) = Y ||| Pex|)® = || Y dePex|)?
k=1 k=1

- Hkidkw(bk) — E(a0)x]? = [ly]12
=1

Damit ist V isometrisch.
(2) Da Bild(V) die Menge aller linksstetigen Treppenfunktionen ist, gilt

Bild(V) = L*(R, piy)

also ist U unitar.
(3) Seiy = Y} 1 ckE(t;)x, dann gilt

UE(t)y = U Y ckE(min{t, })x = Y kX (—comin{t1}]
Pt P

n

X(—oo,t] Z CkX(—oo,ty] = X(—oo,t] Uy
k=1

= UEx(t)]/ = X(—oo ] U]/ V]/ € H,.
U

LEMMA 8.9. (a) Fiiralle x € X gilt x € H,.
(b) Fiir alley € H, und t € R gilt E(t)y € Hy. Insbesondere gilt H, C
Hx.
(c) Ausy L Hy folgt E(t)y L Hy Vt € R. Insbesondere gilt H, 1 H, und

Hxty = Hx + Hy
(d) uy < px Vy € Hy

BEweErts. (a) Sei x, := E(n)x = x, € Hy, x, = x. Da H, abgeschossen
ist, gilt x € H,.
(b) Sei (y,) eine konvergente Folge in lin{E(#)x |t € R} mit y, — y.

= E(s)yn, € lin{E(t)x |t € R}
= E(s)y = lim E(t)yn € Hx.
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(@)
yLH=yLE(#f)xVteR
= (E(s)y, E(t)x) = (y, E(s)E(t)x) = (y, E(min{s, t})x) = 0
= E(s)y LUn{E(t)x|t € R} Vs € R
oxry(t) = [E@®)(x + )2 = [|E()x + E(t)y[* = | E()x]|* + |[E(t)y]?
= px(t) + oy (t)
(d) Seien y € Hy und t € R beliebig. Betrachte p,(t) = [|E(t)y|* =
|UE(t)y||% fiir alle unitdren U € £(X). Wahle U wie in Satz 8.8, also

UEx(t) = X(—oot] u
= 0u(t) = w2 = [ [U)E)E dus(s)

(—o00,t] N—
:=¢€eLll(R,ux)

= (et = [ gls)dpsls)

= Hy < Yy
O

Sarz 8.10. Ist E ein Spektralschar im separabelen Hilbertraum X, so gibt es
beschriinkte Borelmafle p; (j = 1,...,N mit N < o) auf R und eine unitire
Abbildung

N
U: X - P LR, pj)
j=1
so, dass gilt
UE(HU ' = x(—wy VtER.

BEMERKUNG. ...

BEwErs. Sei {x;|j € IN} eine abzihlbare, totale Teilmenge von X.
Sei X; := Hy,. Wir definieren nun rekursiv eine Folge von Teilrdumen

<Hj)j:1,...,N , wobei H] = th mit hj-l-l = (I - Zi:l Pk)x]‘_H. Sei P] jeweils
die Orthoprojektion auf H;. Es gilt H;,y L Hy Vk = 1,...,j, also gilt mit
Lemma 8.9(c) H; L H; Vi # j.

N
= X=PH,
j=1
Setze pj := pyp,. Definiere
Vi: in{E(t)hj |t € R} — L*(R, ;)
m m
Y CE(E)hj = Y X (oo
1=1 I=1

Mit Satz 8.8 gilt nun, dass
7. 2
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unitdr ist.
N N N
=U:=PU: X=PH - PLR,u)
j=1 j=1 j=1
ist unitar. Sei x = (y;) € X = @}il H; beliebig. Betrachte
UE(t)x = U(E(t)y;); = (LE)yY))j = (X(—eoUjyj);

= X(—oo ) (UjYj)j = X(—ooyUx

8.2.3. Integral beziiglich einer Spektralschar.

DEerFINTTION 8.11. Eine Funktion u: R — C heifit E-messbar, wenn sie fiir
alle x € X y,-messbar ist.

Fir [, j = 1,...,n, paarweise disjunkte Intervalle definieren wir eine
Treppenfunktion

n
t) = ZC]'XI/.(t), Cj eC
j=1

Wir definieren weiterhin

mit

E(bj) — E(a)), I = (aj, by,
E( ]) E(a] — 0) I] = [a]',b]'],
E(bj —0) — E(a)), if

E(b;j —0) — E(a; —0), Ij = [a;b;)

und F(a) = E(a) — E(a—0). Es gilt
| oz = Lo
=J§\cjr2ux<1j> = [ I Paps(t)

< sup Iu(t)IZ/IR dpx(t) = sup [u(t)[*px (R) < sup [u(t)[?]|x[|*.

teR teR teR
Also ist
/ u(t)dE(t) € L(X)
R
und es gilt
I [ () dE@)]| < supu(e)]
teR

Seiu: R — C eine beliebige E-messbare Funktion, d.h. u ist ji,-messbar
fiir alle x € X. Fiir alle x € X mit u € L2(RR, j,) gibt es eine Folge (u,) von
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Treppenfunktion mit u, — u punktweise und |u,| < |u| fir alle n € IN.
Somit gilt

i = By = . om (P dee(6) + [ ()P a1
~2Re /R un (Du(t) dyia() — 0.

Damit ist (u,,) eine Cauchyfolge in L?(RR, u,) und folglich

2

/um(t)dE(t)x—/ un(£) dE(1)x
R

R

2

/]R(um(t) —up(£)) dE(1)x

:/]R|um(t)—un(t)|2dyx(t) 0.

n,m—o0

Also ist die Folge ([ un(t) dE(t)x) in X konvergent.

BEHAUPTUNG: lim;—sco f]R u,(t) dE(t)x hingt nicht von der Wahl von
(u,) ab. Ohne BEwEIs.

DEFINITION 8.12. Sei u: R — C eine E-messbare Funktion. Dann heifst

/]Ru(t)dE(t)x - r}i_r}r.}o/Run(t)dE(t)x

das Integral beztiglich der Spektralschar. Es gilt

2

= lim
n—oo

2

/]Ru(t) dE(1)x

/ U, () dE(t)x
R

= [l OPdp(t) = [ 1P dus(t) = 20

und

/IR(au(t)+bv(t))dE(t)x:u/

u(t) dE(£)x + b/ o(t) dE(H)x
R R

8.3. Normale Operatoren als Integrale iiber Spetralscharen
8.3.1. Normale Operatoren.

DerINITION 8.13. Ein dicht definierter Operator T im Hilbertraum X heifst
normal, wenn D(T) = D(T*) und || Tx|| = || T*x|| fiir alle x € D(T) gilt.

Ist T € L(X), so gilt fiir beliebige x € X
| Tx||* = (Tx, Tx) = (T*x, T*x) = | T*x||*

Mit der Polarisierungsidentitit fiir die Sesquilinearform (x,y) — (Tx, Ty)
folgt dann auch

(x, T*"Ty) = (Tx, Ty) = (T*x, T*y) = (x, TT*y)
furalle x,y € X, dh. T*T = TT*.
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Sarz 8.14. (a) Jeder normale Operator ist abgeschlossen und maximal normal,
d.h. fiir jeden normalen Operator N mit T C N gilt T = N.

(b) Fiir einen dicht definierten abgeschlossenen Operator T sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) T ist normal,
(2) T* ist normal,
@) T*T =TT".

AUFGABE. Sei T ein dicht definierter abgeschlossener Operator. Dann ist T*T
ein positiver selbst-adjungierter Operator. Sein Definitionsbereich D(T*T) ist de-
terminierender Bereich von T.

Bewers. (a) Der Operator T* ist abgeschlossen. Somit ist der normierte
Raum (D(T*), || - ||7+) mit || x|z« = ||x]| + || T*x]|| vollstindig. Also ist der
normierte Raum (D(T), | - ||r) ebenfalls vollstindig, d.h. T ist abgeschlos-
sen.

Ist nun N normal mit T C N, so gilt

D(T) c D(N) = D(N*) c D(T*) = D(T),
also D(N) = D(T) und somit N = T.
(b) Da T abgeschlossen ist, gilt T = T**. Deshal folgt die Aquivalenz
(1)<(2) unmittelbar aus der Definition der Normalitat.
(1),(2)<(3) Aus ||Tx|| = || T*x|| fiur x € D(T) = D(T*) folgt mit Hilfe
der Polarisierungsidentitét
(Tx, Ty) = (T"x, T"y) fur alle x,y € D(T) = D(T").
Somit ist
D(T*T) ={x e D(T)|Tx € D(T")}
= {x € D(T) | es gibt ein y € X s.d. fiir alle z € D(T)
(%) = (Tx,T2)
= {x € D(T*) |es gibt ein y € X s.d. fiir alle z € D(T")
(y,z) = (T*x, T*z)

— {x € D(T")| T'x € D(T*)} = D(TT").

und T*Tx =y = TT*x fir x € D(T*T) = D(TT").
Umgekehrt folgt fiir x € D(T*T) = D(TT*) aus T*T = TT*, dass
| Tx|* = (x, T*Tx) = (x, TT*x) = || T*x]|*.
Da D(T*T) = D(TT*) determinierender Bereich von T und T* ist, und da
|- It und || - ||+ auf D(T*T) = D(TT*) tibereinstimmen, folgt
D(T) =D(T*) und ||Tx|| = ||T*x|| furalle x e D(T)=D(T")

durch Abschlieffung. U

8.3.2. Integrale iiber Spetralscharen. Sei E eine Spektralschar im Hil-
bertraum X, sowie x,y € X beliebig. Betrachte

oy (t) = (y, E(t)x).
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Bei (-, E(t)-) handelt es sich um eine Sesquilinearform. Mit der Polarisie-
rungsidentitat (Satz 1.1.40) gilt

(v E()x) = 3 (g + % EW(y + ) — (v~ % E(0)(y — )
+i(y —ix, E(t)(y —ix)) —i{y +ix, E(t)(y + ix)))

= i(Pery(t) - Py—X(t) + ipy—iX(t) - iPy+ix(t))~

Damit induziert p, , ein komplexwertiges Mafs:

Py,X(t) ~ .“y,X(') = i(lf‘y—kx(‘) + Vy—X(‘) +iﬂy—ix(‘) +iﬂy+ix(‘))-

Es gilt Vy,x('> = .“x,y(‘)-

Satz 8.15. Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X, sowie u: R — C
eine E-messbare Funktion. Dann wird durch

UpX = /u(t)dE(t)x fiir  x € D(ug)
mit
D(ug):={x € X|u € L*(R, jx)}
ein normaler Operator definiert. Man schreibt

uE:/Ru(t)dE(t).

Ist u reellwertig, so ist ug selbstadjungiert.
Sind u,v: R — C E-messbar, so gilt:

(a) Fiir x € D(ug) und y € D(vg) gilt

(vey,ugx) = lim [ gu(o(E) pu(u()
mit
z, fiir |z| < n.
niC C, n =
¢ - #n(2) {O, fiir |z| > n.
(b) Fir x € Due) it gl = [ he(t)Papelt) =
(c) Ist |u(t)| < C fiir E-fast alle t € R, d.h. fiir py-fast alle t € R fiir alle
x € X, so0ist ug € L(X) und |jug|| < C.
(d) Fiir die Einsfunktion 1 gilt 1 = idx.
(e) Fiirx € D(ug) undalley € X gilt (y, ugx) = 1i_r>n /(pn(u(t))dyy,x(t).
n—o0
(f) Ist u(t) > c fiir E-fast alle t € R, so ist ug > cidy.
(g) (u+v)g D ug+vg und D(ug +ve) = D((|u] + |v|)E).
(h) (uv)g D ugvg und D(ugve) = D(ve) N D((uv)E).
(i) D(ug) ist dicht, D(ug) = D(ug) und (ug)* = ug.

Beweis. (1) Wir zeigen zunédchst, dass ug ein linearer Operator ist, d.h.
D(ug) ist ein Vektorraum und ug ist linear. Offensichtlich ist ax € D(ug)
und ug(ax) = augx fir alle x € D(ug) und a € C. Bleibt also zu zeigen,
dass aus x,y € D(ug) folgt x +y € D(ug) und ug(x +vy) = ugx + ugy.
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Sei zunidchst u beschrankt. Dann ist D(ug) = X und somit ist x +y €
D(ug) firalle x,y € D(ug). Sei pp = py + py. Dann ist p, < pund py < p.

BEHAUPTUNG. piyiy < U

Bewers. Schreibe y als y1 4y, mit y; € Hy und vy, 1 H,. Dann gilt
y1 € Hy, C Hy und daher y» L Hy,. Folglich ist p, = py, + py, und
p1 ist absolut stetig beztiglich p,. Weiterhin ist x +y; € Hy und folglich
X+ Y1 € Hyyy, C Hy, dh. yo L Hyyy,. Somit ist pryyy = pyty, + py, und
Hx+y, ist absolut stetig beziiglich puy.

Sei A C R eine p-Nullmenge. Dann ist y,(A) = py(A) = 0 und

folglich iy iy, (A) = py,(A) = 0. Also ist pi(A) = 0.

Sei u,(t) eine beschriankte Folge von Treppenfunktionen mit u, — u
p-fast tiberall. Somit ist nach dem Satz von Lebesgue tiber die dominierte
Konvergenz u, — u im Sinne von L?(R, jiy), L*(RR, py) und L3 (R, Hxty)-
Also gilt

ug(x +y) = lm (un)g(x +y) = lm (u,)px + lim () gy
= UEX + UEY.

Sei nun u eine beliebige E-messbare Funktion mit x,y € D(ug). Die
Folge (|¢, o u|) ist monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen
|u|. Es gilt

1/2
10 0l = ( [ 1000 ®) = g 0)e(+ )

= [[(@nou)ex + (¢n o u)ry|
< [[(@n ow)ex]| +[|(n o u)Ey|

</|<pn B) [Pdpa(t >1/2 </\(Pn ) [Pdpy (¢ ))1/2

= [Jupx[| + [ueyl| < co.

Nach dem Satz von Beppo Levi folgt u € L?*(R; piy+y) und ¢, ou — u in
L?(IR; pix+y), d-h. x +y € D(ug) und

ug(x +y) = lim(q)nou)E(x+y)
= hm((pn ou)px + hm((pn ou)gy

n—00
= UEX + UEY.
Die Normalitdt bzw. Selbstadjungiertheit wird unten bewiesen.
(2) Hier beweisen wir (a). Die Aussage ist offensichtlich fiir Treppen-
funktionen. Sie gilt auch fiir alle beschrankten E-messbaren Funktionen u
und v, wobei in der Formel der Grenziibergang n — co entfillt, da fiir

grofle n gilt ¢, ou = u und ¢, ov = v. Sind u und v beliebige E-messbare
Funktionen, so gilt fiir x € D(ug) und y € D(vg)

(vpy, upx) = lim ((¢ 0 v)y, (¢ o u)eu)
= lim [ 9 (o() @u(1e(t) iy ().

n—o0
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(3) Teil (b) folgt aus Teil (a) indem man v = u und y = x wahlt. Dabei
gilt

tim [ | e(t))ldpes(£) = 1ull 2
(4) Teil (c) folgt aus Teil (b).

Jugx|? = [ Ju(t)Pps(t) < C [ dpat) = x|

(5) Nach Teil (c) ist 1g € £(X). Es gilt x(_,,) = 1in L*(R, p1,). Folglich
ist
lpx = nlgr.}o (X(’”'”OE X = r}grgo (E(n) —E(—n))x=0
fiir alle x € X. Somit ist Teil (d) bewiesen.
(6) Teil (e) folgt (a) und (d) mit v = 1.
(7) Aus Teil (e) folgt

(roupx) = [u(dp > ¢ [ dpa(t) = ||

Somit ist Teil (f) bewiesen.

(8) Ist x € D(ug +vg) = D(ug) N D(vg), so gilt u,v € L*(R, uy) und
somit u +v € L*(R,py), dh. x € D((u+ v)g). Also ist D(ug + vg) C
D((u+v)g). Die Linearitit des Integrals liefert (1 + v)px = ugx + vgx.

Seien u,v E-messbar. Es gilt u,v € L*(RR, i) genau dann, wenn |u| +
lo] € L?(R, py) gilt. Also ist D(ug + vg) = D((|u| + |0|)g). Somit ist Teil
(g) bewiesen.

(9) Fiir eine beschrankte E-messbare Funktion u und beliebige x,y € X
gilt nach Teil (e)

(yuex) = [u(dpye = [u@dpey = T Tiey = iy, )

Mit vgx statt x erhilt daraus

(y,ugvex) = (Ugy, vgx).
Nach Teil (a) gilt somit

(v, ueoex) = [u(B)o(Oduy(t) = (v, (wo)x),

d.h. upvp = (uv)g.
Seien nun u, v beliebige E-messbare Funktionen und x € D(ugvg). Da
@n o u fiir jedes n € IN beschrankt ist, gilt

(@nou)(@mov) = (ppou)v in L[*(R,uy) fir m — oo.
Somit gilt

upvpx = lim (@, o u)gvEx
n—oo

= r}gr(}o(cpn ou)g hm ((pm 0 V)EX

lgn lim (gon o u) (gom 0V)gX

= lim lim ((¢nou)(¢mov))px

n—00 m—00
= nlgr.}o ((@n ou)v)p x.



8.3. NORMALE OPERATOREN ALS INTEGRALE UBER SPETRALSCHAREN 110

Folglich ist die Folge (((¢nou)v)gx), konvergent in X und somit eine
Cauchyfolge. Daher gilt mit (a)

/ [ (u())v(t) — @u(u(t))o(t) Pdp(t)

= (((pnou)v)px — ((pm o u)v)p x, ((n 0 u)v) g x — ((¢m © u)V)E x)
— 0,

m,n—o0

d.h. die Folge ((¢nou)v) konvergiert in L?(IR, ). Nach Konstruktion
konvergiert sie gegen uv. Also ist uv € L?(R, uy). Folglich ist x € D((uv)g)
und (uv)px = ugvex, d.h. es gilt

D(ugvg) C D(vg) ND((uv)g) und  wupve C (uv)E.

Umgekehrt sei x € D(vg) N D((uv)g) beliebig. Wegen |(¢, o u)v| < |uv|
ist dann

x€D(((pnou)v)p) und (¢ppou)v— uv in L2(]R,],tx).
Folglich gilt

(u0)ex = lim lim (g 0 )(gm 00))g x

= lim lim (¢, 0 u)g(@m © u)Ex

= nlgr;((pn o M)EZ)EX.

Die hiermit gezeigte Existenz des Grenzwertes der Folge ((¢, o t)EvEX)y
und

12y = [ 1008) Pt ()
= lim [ @u(u(E)) pu(u(t))dpops (1)
= r}grt}o«(pn o u)EvEx, @Pn © u)EvEx)

liefern u € L2(R, piox), d-h. vex € D(ug). Also gilt x € D(urvg). Somit ist
Teil (h) bewiesen.
(10) Zunédchst zeigen wir, dass D(ug) dicht ist. Setze

(2) = 1, fur|z| <n,
ntz) = 0, furl|z|<n.

Sei u : R — C eine E-messbare Funktion. Die Funktionen x;, o u und
u - (xm o u) beschrankt. Somit gilt nach Teil (h)

D(up(xmou)e) =D (- (xmou))e) "D ((xmou)e) = X.
Wegen
X = ]}ggo(xm O U)EX

folgt die Dichtheit von D(ug).
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Die Gleichung D (i) = D(ug) ist offensichtlich. Fiir alle x, y € D(ug) =
D(ug) gilt
(y,ugx) = lim /Qon d.”yx t)

n—o0

= lim /qvn )ty (t)

n—00

= (x,Tpy) = (Hgy, x),

d.h. ug C (ME)*.
Sei y € D((ug)*) beliebig. Dann gilt fiir alle x € D(ug)

((ue)y, x) = (y,upx) = lim (y, (¢n © u)ex)
= hm((qvnou)fsy, )
= lim ((¢n 0 W)EY, X).

Da xm reellwertig ist und (x ou)g € D(ug), gilt fur jedes x € X und
me N

((xm o u)e(ue)™y, x){(ue)"y, (Xm o u)gx)
- (@n o W)EY, (Xm0 u)px)

n (
0 (((xm 0 u)(@n 0 W) gy, x) = ((¢n 0 U)EY, X),
d.h. es gilt fiir alle y € D((ug)*)

(up)*y = Hm (xm o u)(ug)’y = lim (¢u o )ey.

lim
n—
= lim
n—

Die Existenz dieses Grenzwertes bedeutet y € D(ug), d.h. D((ug)*) C
D(ug).

(11) Nun zeigen wir die Normalitdt von ug. Es gilt D((ug)*) = D(ug) =
D(ug) und

() "x|? = |lx||* = /I (t)Pdpx () = [Juex]*
Ist u reell, so ist ug selbstadjungiert. 0

BEISPIELE. Sei E eine Spekralschar im Hilbertraum X.
(1) Der Operator

T.— /tdE(t)

u:= /e”dE(t)

ist unitir, denn aus Teil (a) erhiilt man U*U = UU* = idy.

ist selbstadjungiert.
(2) Der Operator

Satz 8.16. Sei E eine Spekralschar im Hilbertraum X. Eine Teilmenge A C
R heif$t E-messbar, wenn die charakteristische Funktion x o E-messbar ist. Fiir
eine E-messbare Teilmenge A C R sei der Operator E(A) in X definiert durch

S(A) = (XA)E/ d.h.
£(A)x = /XA(t)dE(t)x mit  D(E(A)) = X.
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(a) Fiir jede E-messbare Teilmenge A C R ist £(A) eine orthogonale Projek-
tion.
(b) Fiir disjunkte E-messbare Teilmengen A, B C R gilt
E(A)E(B) =0, E(AUB) =E&(A)+E(B).

(c) Fiir E-messbare Teilmengen Ay, n € IN, gilt

5(9)—5-&%5(@)

Sind die Mengen A,, paarweise disjunkt, so gzlt

5(6) =5 lim 25

el N—oo el

Also ist £ ein o-additives projektionswertiges MafS auf der o-Algebra der E-
messbaren Teilmengen von IR.

BeEwEIs selbst.

Satz 8.17 (Spektralsatz von von Neumann). Zu jedem selbstadjungierten
Operator T im komplexen Hilbertraum X gibt es genau eine Spektralschar E mit

ve =T, fiirv(t) =t, d.h.
T — / tAE(H)
R

Die Spektralschar E(-) ist durch die Stonesche Formel gegeben:
(*)

t+6
T . e i1 _ |
(y,E(t)x) = 515&813& . <y,((T s — ie) (T —s+ie) )x> ds

fiir alle x,y € X und t € R.

LeMmMA 8.18. Sei u ein endliches C-wertiges Mafs und
du(t
£(z) = /Rt”_(z) zeC\R.
Dann gilt:
(a)
1 [t+o
pl(—oo ) = lim lim o [ “(f(s+ie) = f(s —ie))ds.

Insbesondere ist y durch f eindeitig bestimmt.
(b) Sei y reellwertig, dann gilt

1 rtto
—oo,t]) = lim lim — I ie) d
H((=eort]) 530 20 7T/—oo m f(s +ie) ds

LEmMMA 8.19. Sei Cy = {z € C|Imz >0} und M > 0. Sei f eine
Herglotz-Funktion, d.h.
f: €4 — C holomorph

Im f(z) > 0und |f(z)Imz| < MVz € Cq
Dann gibt es genau ein endliches MafS y mit

(1) f(z):/dy( Jviec,
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2 u(R) <M

_ B _
@) (oo, t]) = tim Jim — [ “1m f(s + i) ds

BEWEISs VON Satz 8.17. (1) Existenz. Zuerst zeigen wir, dass fiir jedes
x € X durch

fx:C\R—C, fe(z) = (x, (T —2) 1)

eine Herglotz-Funktion gegeben ist. Die Funktion fy ist holomorph in C \
R. Fiir z € C mit Imz > 0 gilt

Im fy(z) = Im (x, (T — z) ')
=Im (T —2)(T—z) x, (T —z) " 1x)
= (2)7" ({(T = 2)(T = 2) 7%, (T = 2) %) = (T = 2)(T = 2) "%, (T~ 2) 'x))
= (Imz2)|[(T —2)"x|| > 0

und
|fe(2)Imz| < [Imz||fe(z)| < [mz]||(T —2)7[|]]x].
Aus der ersten Resolventengleichung

(T—2)' —(T—2)"! =2i(Imz)(T —2) YT —z)!

folgt
(T —z) %[> =(((T—z) "%, (T—2)"'x) = (x,(T—2) N(T—z)"'x

= sz (0 (T=27%) = (0, (T=2) )
_ 21(11mz) (e (T —2)"x) — (x, (T ~2) ')
< gzt (167 =2 1P + 1T =2 )
= [Imz|[H[(T —2) 7" [|x]|*,

d.h.

(T —z)7! < [Imz| ™",
Also ist

|fx(z)Imz| < x|
Nach Lemma 8.19 gilt also
dvy(t)
t—z
tiir ein endliches Maf$ v, mit der Verteilungsfunktion

v((—oo,t]) = lim lim 1 /H(s <x, ((T—s —ie) ' — (T —s +i£)_1>>ds.

50+ e—0+ 2711 J -

(x,(T—2z)"x) = fur ze C\R

Es gilt v((—oo,t]) — 0 fiir t — —oo und v((—o0,t]) < ||x||* fiir alle t € R.
Mit Hilfe der Polarisierungsidentitit folgt auch

By Tz = [

t—z

fir ze C\R
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tiir ein endliches komplexwertiges Mafs v, , mit der Verteilungsfunktion

v((—o0,t]) = lim lim l/_t: <y, ((T—s—is)’1 - (T—s+i£)’1)>ds.

5—0+ e—0+ 27T

Die Abbildung X x X — C, (y,x) +— vy (t) ist fir jedes t € R eine
Sesquilinearform. Sie ist hermitesch und nichtnegativ, denn v, » = vy, und
Vyx = Vy > 0. Wegen

% <x, ((T—s —ig) 1 — (T —s —|—i£)’1>>

=Im (x,(T —s—ie) 'x) >0

ist die Abbildung

1 . -1 . —1
(y,x) — Z<y, <(T—s—zs) — (T — s +ie) >>
ein Semiskalarprodukt. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
dann
[y (=00, )7 < (=00, t])vy (=00, t]) < [ly[I*[|x*

Also ist die Sesquilinearform (y, x) — vy x(f) beschrankt. Nach Satz 1.4.36
gibt es fiir jedes t € R einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten
Operator E(t) € £(X) mit

(Y, E(t)x) = vyx(t) furalle x,ycX.

Wir zeigen nun, dass E(-) eine Spektralschar ist. Seien z,z’ € C \ R mit
z # 7' beliebig. Sei y' := (T — z/) " 1y. Mit (8.4) gilt dann

[ st = (T =2 ) = (T =)y, (T =)
=y, (T—2)"(T—2)""x)
= (T~ (T 2) ')

z—z

1 1 1
_z—z’/<t—z_t—z’>dvy’x(t)

1 1

o / t—zt —z’dvy’x(t)
1 -

_ / dir (1),

t—z

wobei v, das koplexwertiges endliches Mafs mit der Verteilungsfunktion

al(-eot) = [ —

(~oo] § — 2

dvyx(s).

Mit der Eindeutigkeitsaussage aus Lemma 8.18 folgt daraus

(T =2) U 0 = wpal (oot = [

(—oop] § — 2

dvy x (s).
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Mit (8.4) erhilt man somit
1 _
[ = tens) = 4, (T =) E(0)x)
= ((T—2") "'y, E(t)x)

1
N /(oot} ﬁdvy,x(s).

Nochmalige Anwendung der Eindeutigkeitsaussage aus Lemma 8.18 lie-
fert

1/y,I:"(t)x(<_0‘:’l S]) = Vy,x((_oo, S]),

d.h.

(y,E(t)x) fiirs>t.

Also gilt E(s)E(t) = E(min{s, t}). Insbesondere ist E(t) idempotent. Folg-
lichist E : R — £(X) eine wachsende projektionswertige Abbildung.
Die starke Rechtsstetigkeit folgt aus der Rechtsstetigkeit von t — vy ((—o0,t]):

|E(t+6)x — E(t)x||* = (E(t + 6)x — E(t)x, E(t + 6)x — E(t)x)
= |[E(t + 8)x|* + [|E(t)x||?
— (E(t+6)x,E(t)x) — (E(t)x, E(t + 0)x)
= |[E(t + 8)x|* — [|E(t)x||?
= vy((—00,t +]) —vx((—o00,t]) = 0 fiir 6 — 0.

(y,E(s)E(t)x) = {<ny(S)x> fiirs < t,

Auflerdem gilt
|E(t)x]|* = ve((—00,t]) = 0 fir t— —oco,
BEHAUPTUNG. Sei P, eine monoton wachsende Folge orthogonaler Pro-
jektionen. Dann existiert eine orthogonale Projektion P mit P, = P.
Bewels. Nach Satz 8.2 gibt es einen selbstadjungierten Operator P €
L(X) mit P, = P. Wegen

PP=s— limP?=s— lim P, =P
n— 00 n—oo

ist P idempotent.

Nach Behauptung existiert eine orthogonale Projektion E,, mit E(t) =
E fiir t — oo und E(t) < E fiir alle t € R. Fiir F := I — E gilt also

E()F = E(t)(I —Ex) = E(t) —E(t) =0 firalle t€R
und somit nach (8.4)
{y, (T —z) 'Fx) = / idvﬂx(t) =0 furallex,yeX,
denn
vy, rx((—oo,t]) = (y,E(t)Fx) =0 fiiralle te€R.

Also ist (T —z)"'F = 0 und somit F = 0, d.h. E, = I. E ist also eine
Spektralschar.
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(2) wg = T fiir w(t) = t. Sei u(t) := (t —z)~L. Aus (8.4) folgt
() = [ wx(t)dE() = (T—2) "

Setze v,(t) := t — z. Mit Satz 8.15 gilt
((uz)gx, (v2)EY) = /IR uz(£)vz(t) dvey(t) = vey(R) = (x,y)

-1
fur alle x € X und y € D((v;)g). Also ist (u;)p(v.)py = y fur alle y €
D((v;)E). Analog mit

((v2) kY, (uz)Ex) = /Ruz(t)vz(t) dvyx(t) = vy, (R) = (y, x)

-1
fiur alle x € X und y € D((v;)g) folgt (v;)e(uz)px = x fir alle x € X.
Folglich gilt (v:)g = (uz);' = T — z und daher

T— / FAE(H).
R
(3) Eindeutigkeit. Sei E eine weitere Spektralschar mit T = wg. Mit
Satz 8.15 folgt
(T — Z)(MZ)E =] und (MZ)E(T — Z) = I|D(T)’
d.h. es gilt (u;); = (T —z) ! fiir alle z € C \ R. Nach Satz8.15 gilt

b (T=2)7"0) = [ dia),

wobei B
Vyx((—00,t]) = (x, E(£)x).
Aus Lemma 8.18 folgt vy » = vy,», d.h. E(t) = E(t) fir alle t € R. O
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