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Vorbemerkungen
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KAPITEL 1

Metrische und normierte Raume

1.1. Metrische Raume

DErFINITION 1.1. Sei X # O eine Menge. Eine Abbildung d : X x X —
[0, 00) heif$st Metrik, wenn fiir alle x,y,z € X gilt:

(a) d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y, (Positivitiit)

(b) d(x,y) =d(y,x), (Symmetrie)

(c) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z). (Dreiecksungleichung)
Das Paar (X, d) heifst metrischer Raum.

BEISPIELE. (1) Sei X =K"mit K € {Q,R,C},

1

)= <i|x]-—y]-|2) ,
j=1
) =Y -y,

.....

(X,d1), (X,d2), (X,de) sind metrische Riume.
(2) Sei X # O beliebig,

0, x=uv,
d(x’y)::{l x#i

(X, d) ist ein metrischer Raum, d heif$t diskrete Metrik.
(3) (N, d) mit

0 n=m
din,m) =<’ !
(n,m) {1 + % + %, n#m
ist ein metrischer Raum. Offenbar ist d eine Metrik, denn

d(n,k)+d(m,k)=d(n,m) falls k=n oder k=m

und

11 11

k) +dmk)=1+~42+1+ =+

d(n, k) +d(m k) =1+ + 2+ 1+ -+ ¢
1

21+—+l:d(n,m)
nom
falls k # n und k # m.
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(4) Sei S eine kompakte Teilmenge von R". Definiere
X:={ACS|A#9Q, A istabgeschlossen}
und

d(A, B) := max{sup inf dy(a,b),sup inf d(a,b)}, A,B¢€ X.
acA DEB beB 9€A

(X, d) ist ein metrischer Raum, d heifit Hausdorff-Metrik. Beweis selbst.

Notation. Wir schreiben A C B, falls x € B fiir alle x € A. Falls A C B
und A # B ist, schreiben wir A C B.

DErFINTTION 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Seien x € X und r > 0
beliebig.

(a) Die Menge B.(x) := {y € X|d(x,y) < r} heifit die offene Kugel um
x mit Radius 7, K;(x) := {y € X|d(x,y) < r} heifdt die abgeschlos-
sene Kugel um x mit Radius r.

(b) x € A heifit innerer Punkt einer Menge A C X, wenn es eine offene
Kugel um x gibt, die ganz in A liegt.

(c) Die Menge aller inneren Punkte von A C X heifit das Innere oder der

offene Kern von A. Notation: ;1, A°, Int(A).

(d) Eine Menge A C X heifit offen, wenn A° = A ist.

(e) Eine Menge A C X heifit abgeschlossen in X, wenn A := X\ A offen
ist.

(f) Eine Menge U C X heifit offene Umgebung von x, wenn x € U und
U offen ist.

(g) Eine Menge U C X heifst Umgebung von x, wenn U eine offene Um-
gebung von x enthiilt.

(h) x heifit Randpunkt von A C X, wenn jede offene Kugel um x sowohl
Punkte aus A als auch aus A€ enthilt, d.h. B,(x) N A # & # B,(x) N
AC fiir alle r > 0.

(i) Die Menge aller Randpunkte von A heifit Rand von A C X und wird
mit OA oder d(A) bezeichnet. Die Menge A := A UOJA heifit Ab-
schluss von A.

(j) Man sagt, dass eine Menge A C X in X dicht liegt, falls A = X.

BEMERKUNGEN. (1) X und & sind zugleich offen und abgeschlossen in
(X,d). Im R™ mit euklidischer Metrik sind diese Mengen die einzigen,
die zugleich offen und abgeschlossen sind. Im diskreten metrischen Raum
(X, d) ist jede Teilmenge A C X offen und abgeschlossen.

(2) Im Allgemeinen gilt nicht B,(x) = K,(x). Beispiel: Sei (X,d) der
diskrete metrische Raum, wihle r = 1. By(x) = {x} und somit ist

Bi(x) = {x}, aber K1(x) = X.
(3) A° ist die grofite offene Menge, die in A enthalten ist, d.h.

A°= |J B

B offen,
BCA
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Analog dazu ist A die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthiilt, d.h.

A= (1 B

B abgeschlossen,
BDA

1.2. Normierte Raume

DErFINTTION 1.3. Sei X ein Vektorraum tiber dem Korper K € {IR,C}. Eine
Abbildung || - || : X — [0, 00) heifSt eine Norm auf X, wenn gilt:
@@ [|[x|=0<x=0 (Positivitit)
(b) IAx|| = |A| - ||x]| Vx € X, A € K (positive Homogenitiit)
© llx+yl <|x]|+ |yl Vx,y € X (Dreiecksungleichung)
(X, || - ||) heifit normierter Raum. Falls nur die letzten beiden Eigenschaften
erfiillt sind, heifit || - || Halbnorm und (X, || - ||) heifit halbnormierter Raum.

BEISPIELE. (1) Die Menge {*° = {*°(IN) aller beeschriinkten Folgen in
K € {R,C} mit ||x|[co := supjep | ;| ist ein normierter Raum.
(2) Sei (2 C R" beliebig. Betrachte
C(LK)=C(Q):={f:Q— K| fstetig },
Co(LK) = Cp(Q) := {f € C(Q) |f beschrinkt, das heif3t
zu jedem f gibt esein ke > 0:[f(x)] <kfVx € Q}
mit
1 flleo := sup £ (x)].
xeQ)
Es gilt:
— Der Vektorraum (Cy(Q)), || - ||co) ist ein normierter Raum.
— Der Vektorraum (C(Q), || - ||co) ist im Allgemeinen kein normierter
Raum. Beispiel: QO = (0,1), f(x) = 1, f € C(Q). Dann ist
1
£l = sup © = oo
x€(0,1)
- Ist Q) kompakt, so ist (C(Q), || - ||ec) ein normierter Raum.
(3) Fiir1 < p < oo sei

£r([0,1]) == {f: 0,1] — I[(messbar‘ /01 |f(x)|Pdx < oo}

die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf [0,1]. Betrachte

1/p
Il = ([ 1rpar) e o).

Dann ist (LP([0,1]), ] - ||) ein halbnormierter Raum. Insbesondere ist
(C([0,1]), ]| - ||p) ein normierter Raum.

Satz 1.4. Sei X ein Vektorraum. Ist || - || eine Norm auf X, so ist d(x,y) :=
|x — y|| eine Metrik und (X, d) ist ein metrischer Raum. Man nennt d die von
| - || induzierte Metrik.

BewErs klar.
Im Allgemeinen gilt die Umkehrung von Satz 1.4 nicht. Beispiel: Dis-
krete Metrik auf einem Vektoraum X.
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BEMERKUNGEN. (1) Auf jedem Vektorraum kann stets eine Norm defi-
niert werden (ohne Beweis).
(2) In jedem normierten Raum gilt B,(x) = K,(x).
(3) In jedem normierten Raum folgt aus der Inklusion K,,(x2) C K;, (x1),
dass ro < r1. In allgemeinen metrischen Riumen gilt dies nicht. Als
Beispiel betrachten wir den metrischen Raum (X,d) mit X = IN und

1 1

n m|

d(n,m) :=

d ist eine Metrik, denn
e din,m) >0undd(n,m) =01 =Lon=m,
e d(n,m)=d(m,n),

1 1 1
1 3

Ks/4(1) = {” eN|

1- =
n

<-5={1,234}
<i}-02s4

Noch ein wichtiges Beispiel eines normierten Raumes.

Satz 1.5. Sei 7 = (P(IN), 1 < p < oo, die Menge aller Zahlenfolgen x =

(o)

(x)jen mit x; € K so, dass Zl |x;|P konvergiert. Dann ist £F ein Vektorraum
]:

1

14

]
Fiir den Beweis benotigen wir zwei Hilfsergebnisse.

o 1
und (0P, - ||p) mit || x|, := ( \xﬂ”) ein normierter Raum.
-1

LEMMA 1.6 (Youngsche Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo,
a,b > 0. Dann ist
af bl
ab < — 4+ —.
p 4

Beweis. Die Funktion R 3 x — exp(x) ist konvex, d.h.
exp(Ax+ (1 —=A)y) < Ae*+ (1 —A)eY
gilt fiir alle A € [0,1] und x,y € R. Wéhle

A:l:l—)le.
p q

Somit gilt
ab = exp(loga+logb)

1 1
= exp(—logaf 4+ —logb’
p(, loga + - logb7)
< ;1? exp(loga?) + cllexp(log b7)

p q
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O

LemMmA 1.7 (Holdersche Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo, % + % =1
Dann gilt fiir beliebige Folgen (x;) € £ und (y;) € £7:
1

(1.1) (xjy;) € o' und Z lxiy;| < (Z \xj\”) (Z \yj|’7>
i—1 =1

j j=1

= =

BewErs. O.B.d.A. sei ) |x;|” #0und Y |y;|7 # 0. Setze
j=1 j=1

Offenbar gilt
Yl = =1,
j=1 j=1
Aus Lemma 1.6 folgt fiir n € IN, dass
Z !,/ Z /
/
2 Ixyil =2 Ixllyil
j=1 j=1
Lo, Iy
<Y I+ ) Iyl
Pi= 1=

1
<-4-=1

= | =
(A

Die Ungleichung (1.1) folgt nun mit dem Grenziibergang n — oc. 0

BEWEISs VON SA1z 1.5. (a) und (b) aus Definition 1.3 sind klar. Ist p =
1, so ist die Dreiecksungleichung (c) ebenfalls klar. Wir beweisen (c) fiir

p>1
Zu zeigen ist also die Minkowski-Ungleichung

1 1 1
(o) 14 00 r o] P
( |xj‘|’yj|p> < <§:|xj|p> +<§:|yj’p> :
j=1 j=1 =1

Sei n € IN beliebig. Wegen

(o5l + Ly )P = Tl (sl =+ 1y )P+ Lyl (gl + [y )P
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erhalten wir mitg:=p/(p—1) > 1

Y (gl + ) e (iw)P (
]

j=1 j=1
1
n n q
+(le"> (z 51+ ly) M)
j=1 j=1

n L;l n % n %
(2 %]+ [yjl) ) ( !xj|p> + <Z|yj|p> :
j=1 j=1 j=1

1 1_p1

(f 5]+ ) ) - ( <rxjr+ry]~\>ﬁ> ,,
=1 =1
g(irxm) (iw)
j=1 j=1

Schliefilich erhalten wir die folgende Ungleichung;:

(i(\?ﬁﬂ/ﬂ)’”)p < (i(\xﬂ T ry]-w)p

j=1 j=1

(}2 rx]-|P>;+ (; |yj|*’);
(}i rx]-|f’>;+ (}i ijI*’);

Der Grenziibergang n — oo ergibt die Minkowski-Ungleichung. Insbeson-
dere ist (a;) + (bj) = (a; +b;) € ¢, also ist (7 ein Vektorraum. O

1

(i + Ly 1) 7~ ”)

M:

Il
<= )

Folglich gilt

IN

IN

DEerINTTION 1.8. Zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum X
heiflen dquivalent, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass c||x|| < ||x||’ <
L\x|| fiir alle x € X gilt.

Offenbar kann die Ungleichung in der Definition als c|x||" < ||x|| <
1||x||" dargestellt werden.

ProrosiTiON 1.9. Alle Normen auf einem endlich dimensionalen Vektor-
raum sind dquivalent.

BEwEIs selbst.

1.3. Konvergenz und Vollstandigkeit

DerINITION 1.10. Eine Folge (x,), x, € X, in einem metrischen Raum
(X, d) heifit konvergent gegen x € X, wenn gilt: d(x,, x) —0
n—oo
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BEMERKUNGEN. (a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist ein-
deutig.
(b) Sei (X, || - ||) ein normierter Raum, (x,) und (y,) konvergente Folgen
in X mit Grenzwerten x bzw. y, (A,) eine konvergente Zahlenfolge in
K € {R,C} mit Grenzwert . Dann gelten folgende Rechenregel:
- Xn+Yn > XY,
- AnXxy — AX,
= ||xu|| = ||x|| (Folgenstetigkeit der Norm).

Satz 1.11. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X ist
genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A
wieder in A liegt.

BEwEIs selbst.

DErINTTION 1.12. Eine Folge (x,) in (X,d) heifit Cauchyfolge, wenn zu
jedem ¢ > 0 ein ny € IN existiert so, dass d(x,,xm) < € Vn,m > nq gilt.
Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heifst vollstandig.
Ein normierter Raum, der beziiglich der induzierten Metrik vollstindig ist, heifst
Banachraum.

Bewsrsie. (1) (K", |-]|,), 1 < p < oo, mit K € {R,C}und |x]|, ==

( |x]|”)1’ 1<p<oound ||x|e := max | x| ist ein Banachraum.
i=1 j=1,..,n
Fiir p = 2 ist die Aussage aus Analysis bekannt. Fiir p # 2 folgt die
Aussage aus Proposition 1.9.

. 1 1 . .
M (€0, 1]), [~ Ip) mit [Ifllp := (o 1f(x)[Pdx)7, 1 <'p < co, ist kein
Banachraum! Betrachte dazu die Funktionenfolge ( f,) aus C([0,1]) mit

0, x <3,
fu(x):=qn(x—1), t<x<i+l
1, x>%+%.

0, x<3,
fx) = lim fulx )‘{1, i
Nun gilt
2‘F1 1
/|fn x)|Pdx < /1dx— — 0.
n n—oo
2
Wegen

1/p

sl = ([ 10— o) ([ 1fute — o)
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ist (fu) eine Cauchyfolge in C([0,1]). Angenommen, es existiert eine
Funktion f € C([0,1]) mit || f, — f||p — > 0. Mit

NEREION
g(/0 )~ £ |de)1/p ([0 |de)1/p,H—m>o

ist dann

12
/ |de+/ 11— f( |de—/ F(x) = f(x)|Pdx = 0,
0

also da f stetig ist, f(x) = 0 fiir x € [0,1/2] und f(x) = 1 fiir
x € [1/2,1]. Widerspruch!

(2) Sind zwei Normen || - || und || - ||" auf einem Vektorraum dquivalent (s.
Definition 1.8), dann ist (X, || - ||) genau dann ein Banachraum, wenn
(X, || - II") ein Banachraum ist.

(3) (X,d) mit der diskreten Metrik ist vollstindig. Beweis: Sei (x,) eine
Cauchyfolge, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ng € IN mit d(x,, xp,) < €
Vn,m > ng. Wihle ein ¢ < 1. Dann gilt d(x,, x,,) = 0 ¥Yn,m > ny.
Folglich ist x, = Xy, Yn,m > ng. Somit ist die Folge (x,) konvergent.

(B) (4P, - ||p) mit || x|, := ('21 |lep)%, 1 < p < oo, ist ein Banachraum.

j=
Beweis: Sei (x;,) eine Cauchyfolge in €%, x,, = (&;n)jen. Dann gibt es
zu jedem € > 0 ein N € N so, dass

":j,n - C]m‘ < (Z |§k,n - ‘:k,m’p>
k=1

= |lxn — xmllp <eVn,m >N VjeN.

Also ist fiir jedes j € IN die Folge (C;n)nen eine Cauchyfolge in IK, also
lgrl Gjn existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit {; € K. Betrachte
n—o0

die Folge x := ((j)jen. Sei n > N und k € IN beliebig. Wegen der
Abschiitzung

m—o0

k k
(1.2) Z |C]}” - ‘:]'|p - nll—rgo Z ’gjn g]m’p < limsup |[x, — mep <eéf
i=1 j=1

liegt die Differenz x,, — x in £F. Folglich ist x € {¥. Nun folgt aus (1.2)
die Ungleichung |\x, — x||, < e. Also ist die Folge (x,) konvergent.
(6) (£, - [|oo) mit ||x||co := sup |x;| ist ein Banachraum. BEWEIS selbst.
jeN
7) (€10, 1]), [ - lleo) mit || flleo := P f(0)] = max |[f(x)] ist ein
x€[0,1
Banachraum. BEWEIS selbst.

P .
®) (€?([0,1]), | - ler) mit || fller == X [|fY|oo ist ein Banachraum, p
=0
No.
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(9) Fiir p € INo, 0 <y < 1ist
CP7([0,1]) := {f € CP([0,1]) | es gibt ein C >0 so, dass
fP(x) = fP )| < Clx —y|" fiiralle x,y € [0,1]}

mit
A (P (x) — £(P)
Ifllcrr := Y If D oo+ sup f(x) f7 )]
j=0 x,y€[0,1] lx =yl
X7y

der Banachraum der Funktionen in C([0,1]), deren Ableitungen von
der Ordnung p Holder-stetig mit Exponent -y < 1 bzw. Lipschitz-stetig

(v =1) sind.
(10) Der metrische Raum aus Beispiel (4) nach Definition 1.1 ist vollstindig.
Satz 1.13 (Schachtelungsprinzip oder der Satz von Cantor). Ein metri-
scher Raum (X, d) ist genau dann vollstindig, wenn fiir jede geschachtelte Folge

KioKk,D ..
von abgeschlossenen Kugeln IC,, = K;, (yn) fiir ein y, € X und r, > 0 mit

7y, — 0 der Durchschnitt ﬂ IC,. nicht leer ist.
n=1
Beisrier. ((0,1),]|-|) ist nicht vollstinig. Es ist Ky,,(1/n) = (0,2/n],
neN,also (| Kiyu(1/n) = @.
nelN
BEMERKUNGEN. (1) Der Durchschnitt enthdlt hiochstens ein Element.
Beweis: Angenommen, es gibt zwei Elemente x und y, die in allen IC,
liegen. Dann gilt d(x,y) < 2r, fiir allen € IN. Folglich ist d(x,y) = 0.
Also ist x = y.
(2) Die Voraussetzung r, — 0 kann im Allgemeinen nicht weggelassen
werden. Betrachte den metrischen Raum (IN,d) aus Beispiel 3 nach De-
finition 1.1, d.h.

0 n=m
din,m) =<’ !
(n,m) {1+}1+,}1, n # m.

Der metrische Raum (IN,d) ist vollstindig: Ist (ny) eine Cauchy-
folge, so gibt es zu jedem 0 < ¢ < 1ein N € N so, dass d(ny,n;) < e
fiir alle k,1 > N. Folglich gilt fiir alle k,1 > N mit ny # n;:

1 1
1+ —+—<e
ny nj
Wegen e < 1 folgt daraus, dass ny = ny fiir alle k,1 > N ist.
Nun betrachten wir die Folge von geschachtelten Kugeln mit Radien

2

Kn::{melN|d(m,n)§1+E}
1 1 2
:{n}U{mGIN|1++§1+}
nom n

={m e N|m > n}.
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Offenbar gilt () Kn = 2.
nelN
(3) Fiir normierte Riume kann die Voraussetzung r, — 0 weggelassen wer-

den. Genauer gilt folgendes: Ein normierter Raum (X, || - ||) ist genau
dann vollstindig, wenn es ein r > 0 gibt so, dass fiir jede geschachtelte
Folge

Ky, (y1) D Kyy(y2) D
mit r, > reiny € X existiert mit

K () € () Ko ().
n=1

Beweis selbst.
BEWEIS VON Sartz 1.13. ,, =" Seien y; € X Mittelpunkte von K;. Es gilt
AYn, Ym) <1y fur m>n.

Folglich ist (y,) eine Cauchyfolge. Wegen der Vollstandigkeit ist sie kon-
vergent. Sei y ihr Grenzwert. Wihle ein | € IN beliebig. Die Kugel K;
enthélt unendlich viele Folgenglieder y;, y;11,... Da K; abgeschlossen ist,

folgt mit Satz 1.11, dass y € K;. Alsoisty € N K.
1=1

,<=" Sei (x,) eine beliebige Cauchyfolge. Wahle ein Folgenglied n; €
IN so, dass

d(xXp, X, ) < % fiir alle n > ny.

Sei K1 := {x € X|d(x,x,,) < 1}. Wahle nun ein n, > n; so, dass
1
d(xp, Xp,) < 1 fir alle n > ny

und setze K, := {x € X|d(x,xs,) < 3}. Wahle allgemein ein n; > n;_q >
. > ny so, dass d(x,,xn,) < % fir alle n > n; und setze K; := {x €
Xd(x, xn) < 55}

BenaurtunG: K; C K;_;.

BEWEIS. Sei x € K beliebig. Dann ist d(x, x,,) < % Aus der Abschit-
zung

1 1 1
d(xl x”llfl) < d(x/ x'ﬂl) +d(xﬂ1/x”171) < ol-1 + ol-1 = 2l-2

folgt x € K;_1.

Sei x € ﬂ ;. Die Folge (x,,); konvergiert gegen x. Also ist sie eine

konvergente Te1lfolge einer Cauchyfolge. Somit konvergiert auch die Folge
(x,) gegen x. O
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Satz 1.13 besitzt auch die folgende Variante. Mit diam (M) bezeichnen
wir den Durchmesser einer nichtleeren Teilmenge M des metrischen Raum-
es (X,d),

diam(M) := sup d(x,y).
x,yeM

Satz 1.14. Ein metrischer Raum (X,d) ist genau dann vollstindig, wenn
fiir jede geschachtelte Folge

M DM, D...

von abgeschlossenen nichtleeren Mengen My mit diam(My) — 0 der Durch-

schnitt ﬂ My nicht leer ist. Ist dieser Durchschnitt nicht leer, so besteht er

keN
genau aus einem Element.

BEWETIs selbst.
In Satz 1.14 kann die Voraussetzung diam(Mj) — 0 nicht weggelassen
werden, sogar dann, wenn X ein normierter Raum ist (dazu spater mehr).

DerINITION 1.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X. Der metrischer
Raum (A,d Ax A), A C X, heifit Unterraum oder Teilraum des metrischen

Raumes (X, d). Ist (X, || - ||) ein normierter Raum, so heifit (A, || - ||) Teilraum,
wenn A C X ein Vektorraum ist.

Satz 1.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

(a) Ist der Unterraum (A,d
(X,d).

(b) Ist A abgeschlossen in (X,d) und (X, d) vollstindig, so ist (A,d
vollstindig.

Axq) Vollstindig, so ist A abgeschlossen in

AXA)

BEweEss. (a) Sei (x,), x, € A, konvergnt gegen x € X. Dann ist (x,)
Cauchyfolge in (X, d), also auch in (A,d|, ,). Da (A,d|, ,) nach Vor-
aussetzung vollstandig ist und der Grenzwert eindeutig ist, folgt x € A.

(b) Sei (x,) eine Cauchyfolge in (A,d| , ,). Dannist (x,) auch Cauchy-
folge in (X, d). Also konvergiert (x,) nach Voraussetzung gegen ein x € X.
Da A abgeschlossen ist, folgt x € A. U

BEISPIELE. (1) Es sei c = ¢(IN) die Menge aller konvergenten Zahlen-
folgen x = (x;)jen mit x; € K und co = co(IN) die Teilmenge aller
Nullfolgen. Offenbar gilt co C c. Die normierten Riume (c, || - ||c)
und (co, || - ||) sind abgeschlossene Teilriume von (£, || - ||c) (Beweis
selbst). Nach Satz 1.16 sind (c, || - ||eo) und (co, || - ||eo) Banachriume.

(2) Seil < p < co. Dann ist £ C cg. Der Teilraum €7 ist nicht abgeschlos-
sen in co. Es gilt (P = cy.

Sarz 1.17. Ein normierter Raum X ist genau dann vollstindig, wenn gilt:

Y llxull konvergiertin R = ) x, konvergiert in X.
nelN nelN

Beweis selbst.
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1.4. Kompaktheit

DerINITION 1.18. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Menge A C X heif$t kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von
A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(b) Eine Menge A C X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine
Teilfolge besitzt, die gegen ein Element x € A konvergiert.

(c) Eine Menge A C X heifit relativ kompakt, wenn der Abschluss A von
A kompakt ist.

(d) Eine Menge A C X heifdt total beschrankt (oder prakompakt), wenn
es zu jedem & > 0 endlich viele offene Kugeln vom Radius e gibt, die die
Menge A iiberdecken.

Ist A = X, so spricht man von einem kompakten, folgenkompakten
oder total beschrankten metrischen Raum. Umgekehrt ist A C X kompakt,
folgenkompakt oder total beschrankt, wenn (A, d|4x4) kompakt, folgen-
kompakt oder total beschrankt ist.

Satz 1.19. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:
(a) (X,d) ist kompakt,
(b) (X, d) ist folgenkompakt,
(c) (X,d) ist total beschrinkt und vollstindig.
Insbesondere ist jeder kompakte metrische Raum vollstindig.

BEweErs. (a)=-(b): Sei (x,) eine Folge in X. Angenommen, (x,) besitze
keine konvergente Teilfolge, d.h. zu jedem x € X gibt es ein e, > 0 so,
dass nur endlich viele n € N mit x, € B, (x) existieren. Die Uberdeckung
{Be,(x)|x € X} von X besitzt eine endliche Teiltiberdeckung. In dieser
Teiltiberdeckung liegen nur endlich viele Folgenglieder. Widerspruch!

(b)=(c): Sei (x,) eine Cauchyfolge in X. Nach der Voraussetzung be-
sitzt diese Folge eine konvergente Teilfolge und somit ist sie selbst kon-
vergent. Folglich ist der metrische Raum (X, d) vollstandig.

Angenommen, (X,d) wére nicht total beschréankt. Dann gibe es ein
¢ > 0 so, dass jede Uberdeckung von X mit offenen Kugeln vom Radius ¢
unendlich ist.

Sei x; € X beliebig. Wahle nun induktiv x;; € X, k € IN, mit x;; €

k

X\ | Be(x/). Insbesondere gilt d(xy41, xj) > ¢ fiirallej = 1,..., k. Folglich

j=1
ist d(xj, x¢) > e fur alle j # k. Also hat die Folge (x,) keine konvergente
Teilfolge. Widerspruch!

(c)=(a): Angenommen, {A;};c; wire eine offene Uberdeckung von X,
die keine endliche Teiliiberdeckung enthilt. Wir komstruieren nun iduktiv
eine geschachtelte Folge

XDODOMDM;D...

mit folgenden igenschaften:

(i) My # O ist abgeschlossen,
(i) diam(My) < 2/k,
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(iii) My wird nicht durch endlich viele A; tiberdeckt.
Dazu:

n
k = 1: Nach Voraussetzung gibt es x1,...,x, € X mit X = U Bi(x;).
i=1
Folglich existiert ein i € {1,...,n} so, dass By (x;) nicht von end-
lich vielen A; tiberdeckt wird. Setze My := By (x;).

k — k+1: Seien Ml, ..., My bereits konstruiert. Dann gibtesyy,...,yn € X

mit X = U B . (yi). Also gilt M = U B . (yi) N My. Nach (iii)

gibt es e1n i E {1,...,n} so, dass B & (yl) N M nicht von endlich
vielen A; tiberdeckt wird. Setze Mk+1 = M;NB E (yi) # 9.
+

Nach Satz 1.14 gibt es ein x € ;2 M. Also ist x € A| fiirein j € I. Da A;
offen ist, gibt es ein » > 0 mit B,(x) C A;. Folglichist x € My C B,(x) C A;
fiir 2/k < r. Widerspruch! O

BEMERKUNG. Eine Teilmenge A C X ist relativ kompakt genau dann, wenn
jede Folge aus A eine konvergente Teilfolge besitzt. Beweis selbst.

DerINTTION 1.20. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heifit beschrankt, wenn A in einer offenen Kugel enthalten ist, d.h. A C B,(x)
fiir ein v > 0 und ein x € X.

Satz 1.21. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist A C X kompakt, so ist A
beschrinkt und abgeschlossen.

BEwETs. Sei (x), x, € A, eine konvergente Folge mit Grenzwert x € X.
Da (A,d|axa) folgenkompakt ist, gilt x € A. Mit Satz 1.11 folgt, dass A
abgeschlossen ist.

Die Menge A ist total beschrankt. Endliche Vereinigungen von offenen
Kugeln sind beschrankt. Daher ist A beschréankt. g

Die Umkehrung von Satz 1.21 ist im Allgemeinen falsch (vgl. Satz
1.23 unten): Eine beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge braucht nicht
kompakt zu sein.

BEISPIELE. (1) In (€2, | - ||2) ist die abgeschlossene Kugel

Yl < 1}

=i

Kq1(0) = {x = (xj) € £

nicht kompakt (aber beschrinkt und abgeschlossen). Um das zu zeigen
betrachten wir die Folge (ey), ey € 2, mit:

[ =,
(€n>]_{0, sonst.

Offenbar gilt ||e,, — ey |2 = /2 fiir alle n # m. Somit enthiilt (e,,) keine
konvergente Teilfolge.
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(2) Die Menge A := {x = (xn) € ?]|x,| < ﬁ Vn € N} ist nicht

kompakt, denn sie ist nicht beschriinkt. Fiir den Beweis betrachten wir
die Folge

x( = Z:: \/1%8,11 el? n eN.

Alle Folgenglieder liegen in A, denn

(n) 0, n<m,
Ym = ﬁ, n>m.
Wegen
n n 1
=Y kP =Y e
m=1 m=1 m.n=ee

ist die Menge A nicht beschriinkt und somit nach Satz 1.21 nicht kom-
pakt.

(3) Die Menge {x = (x4) € (*||x4| < 1 Vn € N} (Hilbert-Kubus) ist
kompakt. BEWETS selbst.

(4) Der metrische Raum aus Beispiel (4) nach Definition 1.1 ist kompakt.
BEWEIS selbst.

(5) Eine Teilmenge A C {F, 1 < p < oo, ist relativ kompakt genau dann,
wenn A beschriinkt ist und zu jedem ¢ > 0 ein N € IN existiert mit

Y |xl? <& fiiralle x € A.
k=N
BEWEIS selbst.
(6) Eine Teilmenge A C cy ist relativ kompakt genau dann, wenn eine Folge
(An) € co existiert so, dass |x,| < |A,| fiir alle x € A und allen € N
gilt. BEWEIS selbst.

Satz 1.22. Eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Bewers. ,, =" Klar nach Satz 1.21

,<="Sei A C X abgeschlossen. Sei {U;}c; eine offene Uberdeckung
von A. Offenbar ist {{U;};c;, A°} eine offene Uberdeckung von X. Da X
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U;, ..., U,, A°}. So-
mit ist {Uy, ..., U, } eine endliche Teilitberdeckung von A. Folglich ist A
kompakt. O

Satz 1.23. In jedem normierten Raum (X, || - ||) ist der abgeschlossene Ein-
heitskugel Ky (0) genau dann kompakt, wenn X endlich dimensional ist.

Fiir den Beweis brauchen wir zwei Hilfsergebnisse.

LEMMA 1.24. Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und Y C X ein endlich
dimensionaler Teilraum. Dann gilt:

(@) (Y, | - 1) ist vollstiindig. Insbesondere ist Y abgeschlossen in (X, || - ||).
(b) Die abgeschlossene Einheitskugel in (Y, || - ||) ist kompakt.
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BEweis. Sei {ey, ... e, } eine Basis von Y. Fir { = (&1,...,8m) € K"
setze

m
ISl = llxll, wo x=} e €Y.
j=1

Dann ist || - ||g» eine Norm auf K™.
(a) Mit Proposition 1.9 ist (K", || - ||k») vollstindig. Somit ist auch
(Y, || - ||) vollstindig. Nach Satz 1.16 (a) ist Y abgeschlossen in (X, || - |).
(b) K1(0) C Y ist kompaktin (Y, | - ||) genau dann, wenn K;(0) C K™
kompakt in (K™, || - ||x=) ist. Letzteres gilt aber wegen Proposition 1.9 und
dem Satz von Heine-Borel. |

LemMA 1.25 (Das Rieszsche Lemma). Sei (X, || - ||) ein normierter Raum
und Y & X ein abgeschlossener Teilraum. Dann gibt es zu jedem 0 < ® < 1 ein
xe € X mit ||xe|| = 1 und dist(xe, Y) := inf,cy [|xe —y[| > ©.

BewEers. Wéhle ein x € X'\ Y. Da Y abgeschlossen ist, gilt dist(x,Y) >
0. Da ©® < 1 gibt es ein yg € Y mit

1
0 < ||x —yol| < =dist(x,Y).

e
Setze
x_
Yo = YO o ||xe| = 1.
|x—yel
Dann gilt fiir alle y € Y:
||x@—y||=\ —Jo —y“"‘%”}: L v (ot vl —yell).
[x—yol “lx—yell x —yell

Aus yo +y||x —yo|| € Y folgt

lxo — y|| > dist(x, Y) > 1d1§t(x,Y) _6
[x —yell — gdist(x,Y)

. _ > _o
= dist(xg,Y) y1r€11f/Hx@ yH_yugf/@ ®

0

BEWEIS VON Sartz 1.23. ,<" Folgt aus Lemma 1.24 (b) mit Y = X.

,=" Nach der Voraussetzung ist K;(0) kompakt. Daher gibt es eine
endliche Uberdeckung {Bi /2 (y;) }i=1,.., von K1(0). Sei Y der von y1, ..., yx
aufgespannte lineare Raum, Y := lin{y;|i = 1,..,n}. Nach Lemma 1.24
(a) ist Y abgeschlossen.

Wir zeigen nun, dass X = Y ist. Angenommen, Y C X. Dann folgt aus
Lemma 1.25, dass zu jedem 1/2 < ® < 1 ein xg € X existiert so, dass
|xe|| = 1 und dist(xe,Y) > ® > 1 ist. Wegen K;(0) C U}, B, (yi) gibt
eseinj € {1,..,n} mit xg € B%(yj) = |lxe — y;ll < 3,y; € Y. Folglich ist
dist(xe,Y) < 1. Widerspruch! Somit ist X = Y endlich dimensional. [
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1.5. Abbildungen metrischer Raume

DEeFINITION 1.26. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume.

(@ f : X = Y heifit stetig in xg € X, wenn zu jedem ¢ > 0 ein & > 0
existiert so, dass dy (f (x), f(xo0)) < efiiralle x € X mit dx(x, xo) < 0.

(b) f: X — Y heifit folgenstetig in xo € X, wenn fiir alle Folgen (x;) in
X mit x; — xo gilt: dy(f(x;), f(x0)) — 0.

(c) f: X — Y heifSt stetig, wenn f in allen Punkten von X stetig ist.

(d) f : X — Y heifit gleichméafiig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
0 > 0 existiert so, dass dy(f(x1), f(x2)) < ¢ fiir alle x1,x, € X mit
dX(xl,xz) < 0.

Satz 1.27. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und sei f : X — Y.

(a) Fiir xo € X sind dquivalent:

(1) f ist stetigin xo € X,
(2) f ist folgenstetig in xo,
(3) Fiir jede Umgebung U von f(xo) ist f~1(U) eine Umgebung von
XQ.
(b) Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
(1) f ist stetig,
(2) Fiir jedes U C Y offen ist f~1(U) offen,
(3) Fiir jedes U C Y abgeschlossen ist f~1(U) abgeschlossen.

BEwEIs selbst.

BEMERKUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir jedes a € X ist dann
d(-,a) : X — R stetig. Ist (X, || - ||) ein normierter Raum, so ist insbesondere
|-l : X — R stetig.

DEeFINITION 1.28. Fiir metrische Riume (X, dx) und (Y,dy) seien
C(X,Y) :={f: X = Y| fstetig auf X}
und
Co(X,Y) :={f € C(X,Y) | f(X)ist beschrinkt in (Y,dy)}.

Falls Y = K, K € {R,C}, mit dy(x,y) = |x —y|, so schreibt man C(X) :=
C(X,K) und Cyp(X) := Cp(X, K).

Mit

de,x;)(f,8) = Su};dY(f(x)/g(x)) <o, f,8€C(XY),
xXe

wird (Cp(X;Y),de, (x;v)) Zu einem metrischen Raum. Ist (Y, [| - ||y) ein nor-
mierter Raum, so ist (Cp(X;Y), || - [l¢, (x;v)) mit

£ lle,oxvy = sup 1flly, f€C(X:Y),
xe

ein normierter Raum. Ist (Y, dy) vollstindig bzw. (Y, | - ||y) ein Banach-
raum, so ist (C,(X;Y),dc, (x;v)) vollstandig bzw. (Cy(X;Y), || - [l¢,(x;v)) ein
Banachraum.

Satz 1.29. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Sei (X, dx ) kompakt
und f : X — Y stetig. Dann gilt:
(@) f(X) C Y ist kompakt; insbesondere ist C,(X,Y) = C(X,Y),
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(b) f ist gleichmiiflig stetig.
BewEis. (a) Sei {U;}ic; eine offene Uberdeckung von f(X). Wegen
der Stetigkeit von f ist {f~!(U;)};cs eine offene Uberdeckung von X. Sei
{f~Y(U;)}iz1,. n eine endliche Teiliiberdeckung. Somit ist {U;};—1._, eine

endliche Teiltiberdeckung von f(X).
(b) selbst. O

DEerINITION 1.30. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Eine Abbil-
dung f : X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt mit

dy(f(x), f(x")) < Ldx(x,x") fiiralle x,x € X.
Wenn X =Y, L <1, so heifst f Kontraktion.

BEMERKUNG. Eine Lipschitz-stetige Abbildung ist gleichmifig stetig und
insbesondere stetig.

Satz 1.31 (Der Banachsche Fixpunktsatz). Es sei (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Dann hat f genau einen Fix-
punkt, d.h. es gibt genau ein X € X so, dass f(X) = X. Die Folge der sukzessiven
Approximationen

Xep1 = f(xx)

konvergiert fiir alle Anfangswerte xo € X gegen x. Weiterhin gilt die Fehlerab-
schitzung

(1.3) d(x, %) < 1L_k

7 4(x0, f (x0))-

BEMERKUNGEN. (1) Ohne Vollstindigkeit ist die Aussage des Banach-
schen Fixpunktsatzes im Allgemeinen falsch. Als Beispiel betrachte X =
(0,1) mit d(x,y) := |x —y| und f(x) := x/2. Offensichtlich ist f eine
Kontraktion, hat aber keinen Fixpunkt.

(2) Fiir Abbildungen mit der Eigenschaft

(1.4) d(f(x), f(x") <d(x,x') fiiralle x,x' € X,x#x/,

gilt der Banachsche Fixpunktsatz im Allgemeinen nicht! Beispiel: Es sei
X =[1,00),d(x,x') = [x —x'|, f(x) :== x+ 1. Sei x # x'. Dann gilt
die folgende Abschitzung:

1 x—x'
AV N | = N
@)~ f@)] = fr—x = o = e 2
/ 1 /
:|x—x\(1—ﬁ)<\x—x|.
~—
€(0,1)

Die Funktion f ist keine Kontraktion. Sie besitzt keinen Fixpunkt in
[1,00), denn die Gleichung x = x + % & % = 0 hat keine Losung.

(3) Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f : X — X eine Abbil-
dung, welche (1.4) erfiillt, so besitzt f genau einen Fixpunkt (Satz von
Edelstein). Ein Beweis dieses Satzes ist in Abschnitt 1.10.2 vorgestellt.
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BEwEIs VON Sartz 1.31. Mit Induktion ldsst sich leicht die Abschdtzung
(1.5) d(xp41, %) < L"d(x1,x9), n € Ny,
nachweisen. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle x,y € X:

d(x,y) < d(x, f(x)) +d(f(x), f(y)) +d(f(y).y)
<d(x, f(x)) + Ld(x,y) +d(f(y),y).

Somit erhdlt man die Ungleichung

(1.6 d(x,y) < o (d0x f(0) +d(F ), ).

Sind x, y Fixpunkte von f, so ergibt sich daraus die Gleichung d(x,y) = 0,
also die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Setzt man x = x,,4, mit p € N und
Y = Xp, so erhdlt man mit (1.5):

1
d(xn+pz xn) < 1-1 (d(xn+p+1z xn+p) + d(xn+1r xn))
n+p n
< L"™P + L
- 1-L

wobei C := 2d(x1,x0)/ (1 — L) ist. Die Folge (x,) ist demnach eine Cauchy-
folge, sie besitzt einen Grenzwert X. Aus x, — X ergibt sich einerseits
f(x,) = f(x) wegen der Stetigkeit von f, andererseits f(x,) = x,4+1 — X.
Damit haben wir gezeigt, dass x der Fixpunkt von f ist. Ungleichung (1.3)
ergibt sich aus (1.6), wenn man dort x = x; und y = X setzt. O

d(xll xO) < CL”/

Die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes im Banachschen Fix-
punktsatz kann auch mit Hilfe des Schachtelungsprinzipes (Satz 1.14) be-
wiesen werden.

BEWEIs. Sei
¢(x) :=d(x, f(x)), x € X.
Fiir beliebige x,y € X gilt

¢(x) = ¢(y) = d(x, f(x)) —d(y, f(y))
<d(x,y) +d(y, f(y) +d(f(y), f(x)) —d(y, f(y))
=d(x,y) +d(f(y), f(x))
< (1+L)d(x,y).

(1.7)

Eine dhnliche Abschétzung fiir ¢(y) — ¢(x) zusammen mit (1.7) liefert

[#(x) —¢(y)| < A1+ L)d(x,y),
d.h. ¢ ist stetig.
Sei
Cn:={xeX|¢p(x) <1/m}, m € IN.

Die Mengen C,, sind abgeschlossen, denn ¢ ist stetig. Wegen ¢(f™"x) <
Lm T> 0 sind alle C,;, nicht leer.
m—o0
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Fiir beliebige x,y € Cy, gilt

d(x,y) < d(x, f(x)) +d(f(x), f(y)) +d(f(y).y)
< ¢(x) + Ld(x,y) + ¢(y)

2
< =
<+ Ld(x,y)

und somit ist
2
<
d(xy) < m(1—L)

Folglich ist diam(C,,) —— 0.
m—oo

Nach Satz 1.14 besteht der Durchschnitt ﬂ Cn genau aus einem Ele-

meN
ment z. Offenbar gilt ¢(z) = 0 und somit ist f(z) = z. O

DerINTTION 1.32. Seien (X, || - ||x) und (Y, | - ||y) normierte Riume iiber
K € {R,C} und sei T : X — Y. T heift linear, falls T(x + x') = Tx + Tx/,
T(Ax) = ATx fiir alle x,x" € X und alle A € K gilt. In dem Fall heifst

Tx
1Tl = [ Tlhxoy = sup ILxllY
SUP Txx
x#0

die Norm (oder Operatornorm) von T. Ist ||T|| < oo, so heifit T beschréankt.
Es sei

L(X,Y):={T: X — Y| T linear und beschriinkt}.
Fiir Y = X schreibt man kurz L(X) := L(X, X).

LemMma 1.33. Seien X,Y,Z normierte Riume, T : X — Y,S:Y — Z
beschrinkte lineare Abbildungen. Dann gilt:

@) [|T[x»y = sup |[|Tx[[y = sup |[Tx|y,
xeX xeX
[|x[|x=1 llx[|x<1

(b) [|Tx[ly < [|Tlx-yllxllx,

© [IST||x=z < [ISlly=z - ITllx=v-

BEWEIS selbst.

Satz 1.34. Seien X,Y normierte Riume und T : X — Y eine lineare Abbil-
dung. Dann sind dquivalent:

(a) T ist beschrinkt,

(b) T ist Lipschitz stetig,

(c) T ist gleichmiiflig stetig,
(d) T ist stetig,

(e) T ist im Nullpunkt stetig.

Bewers. (a) = (b): Die Aussage folgt aus Lemma 1.33(b) und Lineari-
tat.

(b) = (c) = (d) = (e): klar.

() = (@): Zu e = 1 gibt es ein § > 0 so, dass fiir alle x € X mit
|x||x < & gilt || Tx|ly = ||Tx — TO||y < & = 1. Zu beliebigem x € X, x # 0,
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T 1
setze ¥’ := é=—. Wegen ||x||x = d gilt |Tx'|ly < 1, d.h. I Tx]ly < -
llx[x B 5
Damit erhalten wir
[Tx[ly _ 1
IT|lx—y = su < - <o
STk Rk T8
x#0

U
Sarz 1.35. Seien (X, || - ||x) und (Y,|| - ||y) normierte Riume. Dann ist

L(X,Y) mit den Verkniipfungen (T + S)(x) := Tx+ Sx und (AT)(x) := ATx,
x € X, A €K, ST e L(X,Y), ein Vektorraum und || - || x_y definiert eine
Norm auf L(X,Y).

BEwEIs. || - ||x_y ist eine Norm, denn
o |T|xsy =0= ||Tx|ly < ||Tllx=y-|lxllx =0 VxeX=T=0
(Nullabbildung),
o [[(aT)(x)[ly = [a|l[Tx|ly = [[aT || x>y = ||| T||x-v,
o |(Th + T)xlly = [[Tix + Toxlly < [[Tax|ly + [[T2x|ly < [Tall -
HXHﬁﬁL I T2 - Nlxllx = (I Tall + [ T21D Ix]lx = [Ty + T2l < [|Tal] +
Tr|.

0

BEMERKUNG. Mit der Multiplikation (T;T,)(x) := Ti(Tax) ist der Vektor-
raum L(X) eine Algebra. Ist L(X) beziiglich der Norm || - || x—x vollstindig, so
heifit £(X) Banachalgebra.

Satz 1.36. Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) mit X # {0} normierte Riume.
(L(X,Y), |l - llx=v) ist genau dann ein Banachraum, wenn Y einer ist.

Fiir den Beweis der Hinrichtung benétigt man den Satz von Hahn-
Banach (s. Kapitel 2). An dieser Stelle begniigen wir uns mit dem Beweis
der Riickrichtung.

BEWEIs. (<=) Sei (T) eine Cauchyfolge in £(X,Y), d.h. zu jedem ¢ > 0
gibt es ein n € IN mit

(1.8) Ty — Ti|| <e furalle k1I>n.

Somit ist (Tix), eine Cauchyfolge fiir jedes x € X. Da Y vollstiandig ist,
existiert der Grenzwert y(x) := klim Tixin'Y.
— 00

Wir definieren die Abbildung T : X — Y durch Tx := y(x). Diese
Abbildung ist linear, denn

T(x+x') = lim Ti(x + x") = lim Tix + lim Tx' = Tx + Tx'
k—o0 k—o0 k—oc0

und
T(ax) = lim Ti(ax) = a lim Tpx = aTx.
k—o0 k—o0
Da jede Cauchyfolge beschrankt ist, existiert eine Konstante C > 0 so,
dass || Ty|| < C fiir alle k € IN ist. Folglich gilt

Stetigkeit von ||-||y

ITx]ly Him [ Texly < limsup || Tl x—y [lxf[x < Clx]].

k—o0

Somit ist T beschrankt.
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Nun zeigen wir, dass klim ITx — T||x—y = 0 gilt. Aus (1.8) folgt
—» 00

(T = To)xlly <ellxlx VkI=n
Folglich gilt
|Tix = Txlly = || Tix = lim Tixlly = Jim [|(Te — Tl < ellxlx, k>,

:>HTk_THXAY§5/ kZI’l

Da ¢ beliebig ist, konvergiert die Folge (Ty) gegen T. Somit ist der nor-
mierte Raum (£(X,Y),| - ||x—y) vollstindig. O

DEerINITION 1.37. Seien X, Y normierte Riume. Eine Abbildung T : X — Y
(nicht unbedingt linear) heifit kompakt, wenn T (B) relativ kompakt ist, fiir alle
beschrinkten B C X. Die Gesamtheit aller kompakten, linearen Opertoren von
X nach Y wird mit K(X,Y) bezeichnet, mit der iiblichen Notation K(X) :=
K(X, X).

BEMERKUNGEN. (1) Ist T : X — Y kompakt und linear, so ist T stetig.
Bewers: Sei B = K;(0) C X = T(B) ist relativ kompakt = T(B) ist

kompakt = T(B) ist beschrinkt = 3R > 0 mit T(B) C Br(0) =
IT||x>y = sup ||Tx|y <R = T ist stetig.
x€K;(0)
(2) Ein Operator T € L(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn er beschriink-
te Folgen auf Folgen abbildet, die eine konvergente Teilfolge besitzen.
BEWETS selbst.

ProPOSITION 1.38. Sei 1 < p < oo, A = (A,) eine Folge in . Der
Multiplikationsoperator
besitzt folgende Eigenschaften:
(@) M, ist linear und stetig,
(b) M, ist genau dann kompakt, wenn A € ¢ ist.
BEWEIS selbst.

Satz 1.39. Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum. Dann gilt:

(a) K(X,Y) ist ein abgeschlossener Teilraum von L(X,Y).
(b) Sei Z ein weiterer Banachraum. Sind T € L(X,Y), S € L(Y,Z) und
ist T oder S kompakt, so ist auch ST kompakt.

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dass (X, Y) ein Vektorraum ist. Of-
fensichtlich gilt: T kompakt = AT kompakt fiir alle A € K. Seien nun
S, T € K(X,Y). Sei (x,) eine beschriankte Folge in X. Dann gilt, dass (Sx;)
eine konvergente Teilfolge (Sx,, ) besitzt. Wiederum besitzt nun (Tx,, )
eine konvergente Teilfolge (Txnkl). Damit sind sowohl (Txnkl), als auch
(ankl) konvergent, woraus die Konvergenz von Sx,,, + Tx,, folgt. Also
ist S + T kompakt.

Um die Abgeschlossenheit zu zeigen, betrachten wir eine Folge (T,,) C
K(X,Y), mit | T, — T|| - 0firein T € L(X,Y). Sei hierzu (x;) eine be-
schrankte Folge in X. Da T,, kompakt ist fiir alle n € IN, finden wir sukzes-
siv Teilfolgen (x.(nﬂ)) C (xl(”)) C -+ C (x;) so, dass (Tnx(")) konvergiert

i i
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fiir jedes n € IN. Mit dem Diagonalverfahren konstruieren wir eine neue
Folge (¢;) mit §; := xl@.

Damit gilt nun, dass die Folge (T,(;)ien fiir alle n € IN konvergiert.

Sei e > 0 beliebig. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ||x,| <1
fir alle n € IN. Somit auch ||;|| < 1 fiir alle i € IN. Wahle ein n € IN mit
[T, — T|| < eund einip € N mit || T,¢; — TuGjl| <& Vi, j > ip. Dann folgt

ITGi = TGl < [IT = TuGill + 1Tudi — TuGjll + TG — TGl < 3¢

<IT-TulllIGill <e <e <e

Damit ist (T¢;) ein Cauchy-Folge, welche aufgrund der Vollstindigkeit
von Y konvergiert. Also ist T kompakt.
(b) Sei (x,) eine beschrankte Folge in X.

Fall 1: Sei S kompakt. Die Folge (Tx,) ist wieder beschrankt, also besitzt

(S(Txy)) eine konvergente Teilfolge. Somit ist ST kompakt.

Fall 2: Sei T kompakt. Die Folge (Tx,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aus der Folgenstetigkeit von S ergibt sich nun die Kompaktheit von ST.
O

KororrARr 1.40. Sei X ein Banachraum. Dann ist IC(X) ein zweiseitiges
Ideal in der Banachalgebra L(X).

BEMERKUNG. Aus der Kompaktheit von T? folgt nicht die Kompaktheit von
T. Seihierzu X = cound T : X — X, (x1,x2,x3-++) +— (0,x1,0,x3,0, x5, ).
Dann gilt T? = 0, also ist T? kompakt. Wegen

Teru—1 = ey Vn €N
gilt
{Tezy—1|n € N} = {esn|n € N} C T(B1(0))

Da |lexn — exxl|lo = 1 fiir alle n # k ist, is die Menge {ex, |n € IN } nicht
kompakt. Folglich ist T(B1(0)) nicht relativ kompakt. Also ist T nicht kompakt.

KoRrOLLAR 1.41. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Existiert eine
Folge (Ty,) in L(X,Y) mit dimBild(T,) < oo und ||T,, — T|| — 0, so ist T
kompakt.

BewEers. Wegen Lemma 1.24 (b) ist jedes T,, kompakt und K(X,Y) ist
abgeschlossen nach Satz 1.39 (a). U

Im Allgemeinen gilt die Umkehrung der Aussage in Korollar 1.41
nicht. Jedoch ist unter zusdtzlichen Voraussetzungen die folgende Aus-
sage richtig:

ProrosiTION 1.42. Sei X ein Banachraum und Y ein Banachraum mit der
Eigenschaft:
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e Es existiert eine beschrinkte Folge von Operatoren S, € L(Y') mit end-
lichdimensionalem Bild so, dass

lim S,y =y VyeY.

n—o00
Dann existiert zu jedem T € KC(X,Y) eine Folge (T,) in L(X,Y) mit
dim Bild(T,) < o und ||T, — T|| — 0.

BEWEIS selbst.

1.6. Satz von Arzela-Ascoli

DEerINTTION 1.43. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und A C
C(X). Die Menge A heifst gleichgradig stetig, falls sup |f(x) — f(y)| — 0
feA

fiir x,y € X mit d(x,y) — 0.
BE1sPIELE. Es sei X = [0,1] mit d(x,y) = |x — y|.
(1) Die Menge
Am = 1{f € CHX)|If'(x)| < M} & C1(X)

ist gleichgradig stetig, denn fiir x,y € [0,1] folgt aus dem Mittelwert-
satz:

f(x)— fly) = (x—y)f'(&) fiirein ¢zwischen 0 und 1.
Folglich it |f(x) — f(y)| < [f'(©)] - |x — y| < Mlx — y| und somit

sup |f(x) — f(y)| < M|x —y| —— 0.
fE€AM [x—y|—0

(2) Die Menge
A={feCX)[lflle <1}
ist nicht gleichgradig stetig, denn sup |f(x) — f(y)| = 2.
feA
(38) Die Menge
Amy = A{f € COf(x) = fF()] < Mlx —y[" Vx,y € X}
mit M > 0 und 0 < v <1 ist gleichgradig stetig, denn

sup |f(x) = f(y)| < M|x —y|" ——— 0.
feEAM, |x—y[=0

Sie ist eine Teilmenge der Menge Holder-stetiger Funktionen mit Expo-
nent vy,

CON(X) = {f € CX)|If(x) — f(y) < Mlx —y|" Vx,y € X}
fiir ein M > 0. Offenbar gilt
U Am, =C¥7(X).
M>0
Ist v = 1, so0 ist C%7(X) gerade der Raum der Lipschitz-stetigen Funk-
tionen auf X.

SaTz 1.44 (Satz von Arzela-Ascoli). Sei (X,d) ein kompakter metrischer
Raum, A C C(X). Die Menge A ist genau dann relativ kompakt in (C(X), || -
lloo) mit || f||eo := sup,x | f(x)|, wenn A beschrinkt und gleichgradig stetig ist.
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BeEwEis. ,,=" Die Menge A ist relativ kompakt und somit ist A kom-
pakt. Nach Satz 1.21 ist A beschréankt.
Sei ¢ > 0 beliebig. Daher gibt es eine endliche offene Uberdeckung

Ac|JB(fj), ficeA

=1

Wir wéhlen ein f € A. Es gibt ein jo € {1,...,n} mit f € B(f;,)-
Da jede stetige Funktion auf X gleichméfig stetig ist (Satz 1.29 (b)),
gibt es ein 6 > 0, so dass

max |f;(x) = fi(y)| <e
j=1,..n
fiir alle x,y € X mit d(x,y) < J. Somit folgt

f() = fWl = £ (x) = f(y) = fjo (%) + fis (%) = fio () + fio ()]
< [fG) = fio () + £ () = Fiy W) + 1fjo (x) = fio ()] < 3¢
fiir alle x,y € X mit d(x,y) < J. Folglich gilt

sup |f(x) — f(y)] <3e falls d(x,y) <9,
feA

d.h. A ist gleichgradig stetig.

,<" Hier stellen wir zwei verschiedene Beweise dieser Implikation
Vor.

Der erste Beweis. Wegen der Beschrankheit von A ist

= supsup |f(x)|
feA xeX

endlich. Wir wihlen ein ¢ > 0 beliebig und betrachten endliche Uberde-
ckungen

k 1
Br(0) C |JBe(6i) CK und X = [ Be(x))
i=1 j=1

mit §; € K und x; € X. Fiir Abbildungen
o:{1,..., 1} = {1,...,k}
definieren wir
Ac:={f € Al|f(xj) —Cojy| <e furalle j=1,...,1}.

Zu jedem o, fiir das A, nichtleer ist, wiahlen wir ein f, € A,. Zu jeder
Funktion f € A wéhlen wir ein ¢ mit f € Ay. Dann gilt |f(x;) — o] <&
Zu jedem x € X wiahlen wir ein j € {1,...,} so, dass x € B(x;). Dann
erhalten wir die folgende Abschitzung:

|f(x) = fe ()| < 1f(x) = f(x))] + [ fo(x) = fo(x))]
+1f(xj) = Cojy | + [ fo(x)) = Cop)

<2 sup sup|g(y)—g(z)|+2e =:r..
d(y,z)<e g€A
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Folglich ist || f — fo||e < 7e und somit gilt

Ac |J Ba(fo)

0: Ay #£D

Dar, — 0 fiir ¢ — 0, kann die Menge A mit endlich vielen offenen Kugeln
von beliebig kleinem Radius 27, iiberdeckt werden. Also ist die Menge A
total beschrankt.

Der metrische Raum (4, || - ||e0) ist vollstindig (als abgeschlossene Teil-
menge eines vollstindigen Raumes). Nach Satz 1.19 ist A kompakt. Folg-
lich ist A relativ kompakt.

Der zweite Beweis. In diesem Beweis wird das sogenannte Diagonal-
verfahren benutzt. Wir werden im darauffolgenden Abschnitt beweisen,
dass jeder kompakte metrische Raum eine dichte abzdhlbare Menge be-
sitzt (Satz 1.49). Also sei {G;}jcn ein solche Menge. Sei (f;) eine Folge in
A. Da A beschriénkt ist, ist die Folge (f,(¢1)) in K bschréankt und besitzt
daher eine konvergente Teilfolge ( f4, (1) )ken- Auch die Folge (£, (¢2) )ken
ist beschrankt und besitzt daher eine konvergente Teilfolge (fum, (¢2))ken-
Analog erhilt man eine konvergente Teilfolge (fp, (¢3))ken, usw. Die Dia-
gonalfolge g1 = fu,, 82 = fum,, §3 = fp,, - - hat daher die Eigenschaft

(8i(%j))ien konvergiert fiir alle j € IN.

Wir werden nun die gleichgradige Stetigkeit benutzen, um die gleich-
méBige Konvergenz von (g;) zu zeigen. Dazu beweisen wir, dass (g;) bzgl.
der Supremumsnorm eine Cauchyfolge bildet.

Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle ein 6 > 0 so, dass |f(x) — f(y)| < e fiir alle
f € Aund alle x,y € X mit d(x,y) < J. Dann existieren endlich viele
offene Kugeln vom Radius 6/2, etwa By, ..., By, die X {iberdecken. Jede
Kugel enthilt dann eines der ¢;, sagen wir &, € Br. Nun wéhle ip = io(e)
mit

18i(n,) — 8i(Cn)| <& firallei,j>ipundallek=1,...,p.

Jetzt betrachte ein beliebiges x € X. Es liegt in einer der {iberdeckenden
Kugeln, etwa x € B;. Es folgt d(x,&,,) < 0 und daher [g;(x) — gi(Cy,)| < €
fir alle i € IN.

Somit erhalten wir

18i(0) = 8i(0)] < 18i(x) — 8i(Gm) | + 18i(Gm) — 8(Em)]
+18i(En,) — gi(x)] < 3e.

Das zeigt ||g; — gjllec < 3e fiir i,j > iy, d.h. (g;) ist eine Cauchyfolge. Der
metrische Raum (A4, || - ||c) ist vollstindig. Also konvergiert die Folge (g;)
gegen ein ¢ € A. Nach Satz 1.19 ist A kompakt. Folglich ist A relativ
kompakt. t

Das folgende Kompaktheitskriterium setzt nicht voraus, dass der me-
trische Raum (X, d) kompakt ist.

e Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C C(X) beschrénkt. Die Menge
A ist genau dann relativ kompakt in Cp(X), wenn zu jedem € > 0
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n
eine endliche Zerlegung X = | J M; und Punkte x; € M;, j =
j=1
1,...,n existieren, so dass gilt
sup sup |f(x;) — f(x)|<e j=1,...,n
feA xeM;
Hier ist ein Kompaktheitskriterium fiir Banachrdaume Holder- bzw.
Lipschitz-stetiger Funktionen:

e Eine Menge A C C%7([0,1]), 0 < 7 < 1, ist relativ kompakt bzgl.
der Norm || - ||co~ (s. Beispiel (9) nach Definition 1.12), wenn A
beschriankt ist und

infsup sup f(x) —fW)l _ 0.
020 fe A xye(0] x —y|"
|x—y|<é
xX#Y

ProrosiTION 1.45. Sei X =Y = C([0,1]). Der Volterra-Operator

X
V:X—X, f—g mit g(x):/ f(t)dt
0
ist kompakt.
BEwETIs. Seien x1,x2 € [0,1],x1 < x2. Sei f € B1(0) C C([0,1]). Be-
trachte:

[(VA) (1) = (V) (x2)| =

Damit ist V(B1(0)) gleichgradig stetig und es gilt V(B1(0)) C B;(0). Mit
dem Satz von Arzela-Ascoli (Satz 1.44) ist V(B1(0)) somit relativ kompakt,
woraus sich die Kompaktheit von V ergibt. g

ProrosiTION 1.46. Sei k € C([0,1] x [0,1]). Der Fredholmsche Integral-
operator mit Integralkern k

T:¢([0,1]) — C([0,1]), f > g mit g(s):/olk(s,t)f(t)dt

ist kompakt.

[ s < [Firolds -l

1

BEWEIS selbst.

1.7. Separabilitit

DEeFINTTION 1.47. Ein metrischer Raum (X,d) heifit separabel, wenn er
eine dichte, abzithlbare Teilmenge besitzt. Eine Teilmenge Y C X heif$t separabel,
wenn der metrische Raum (Y, d|yxy) separabel ist.

Satz 1.48. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(a) A C X ist dicht in X genau dann, wenn jede offene Kugel in X einen
Punkt a € A enthiilt.
(b) A C X ist dicht in X genau dann, wenn jeder Punkt x € X Grenzwert
einer Folge aus A ist.
(c) Eine Teilmenge Y C X ist genau dann separabel, wenn es eine abzihl-
bare Teilmenge A C Y gibt mit A D Y.
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~ BEMERKUNG. Ist eine Teilmenge Y C X abgeschlossen und A C Y, so gilt
ACY =Y. Dannfolgtaus A DY, dass A =Y.

BEWEIs selbst.
Satz 1.49. Ein kompakter metrischer Raum (X, d) ist separabel.

BEwWEIs. Zu jedem ¢ := %,k € NN, existiert eine endliche Uberdeckung
von X mit offenen Kugeln B, (xx;) C X, [ =1, ..., ny. Sei

A= U Lj{xk,l}.

keN =1
Sei x € X beliebig. Zu beliebigem ¢ > 0 wihle ein k € N so gro8, dass ; <
e. Dann ist x € B, (xi) fiir ein I € {1,..., 1}, also xi; € B, (x) C Be(x).
Nach Satz 1.48(a) ist A = X ist. Da A abzihlbar ist, ist der metrische Raum
(X,d) separabel. O

Sarz 1.50. Jede Teilmenge Y eines separablen metrischen Raumes X ist eben-
falls separabel.

BEMERKUNG. Sei A dicht in X. Sei Y C X beliebig. Dann kann ANY leer
sein. Zum Beispiel, wihle A = Q, X = R, Y = R\Q. Dann ist A =R,
ANY =0.

BEweErs. Sei A := {x,| n € N} eine dichte Teilmenge von X. Sei
J:= {(n,m) € IN x IN’ dyeY mit d(x,y) < ;}
Zujedem (n,m) € | wéhle ein vy, € Y mit d(yym, x,) < 1/m. Die Menge
B := {ynm| (n,m) € J} ist offensichtlich abzdhlbar und B C Y.

BEHAUPTUNG: B D Y.

BEwEIs. Sei x € Y beliebig. Da A dicht in X liegt, gibt es nach Satz
1.48(b) eine Folge (n;) aus N mit d(x,,, x) < 1. Polglich ist (ny, k) € ] fiir
alle k € IN und es gilt

2
d(ynk,k/x) S d(]/nk,k/xnk) +d(xnk,X) < - u— 01

—_— L — T k ko

<t <t
d.h. x liegt in B. Das bedeutet, dass Y eine Teilmenge von B ist.
Mit Satz 1.48(c) folgt nun, dass Y separabel ist. 0

DEerFINTTION 1.51. Sei X ein normierter Raum und A C X sei beliebig. Die
lineare Hiille von A ist die Menge

n
linA := U {Z)\]X]’ )\] S ]K,x]' € A} .

nelN j=1
Die Menge A heifdt total, wenn lin A dicht in X ist.

Sarz 1.52. Fiir einen normierten Raum X sind dquivalent:

(a) X ist separabel,
(b) Es gibt eine abzihlbare totale Menge A C X.



1.7. SEPARABILITAT 31

BeweIs. (a) = (b): Eine dichte Teilmenge A C X ist offensichtlich total.
(b) = (a): Wir betrachten zunichst den reellen Fall K = RR. Es sei

B = U {i)\jxﬂ )\j € Q,x]‘ € A}.

nelN \j=1

Offensichtlich ist B abzihlbar.
Es sei e > 0 und x € X beliebig. Wihle ein

n
Yo = Z/\jxj €linA, A eR, xi€A, yo #0,
j=1
so, dass [|x — yo|| < 3. Wéhle dann A} € Q mit

€

h= < ——
2% %l
j=1

n
und setze y := ), )\;-x]- € B. Es gilt die folgende Abschitzung:
j=1

12 =yl < llx = woll + llyo - vll

€ n
< i + Z;()\]‘ — )\;-)Xj
]:
€ 1 ,
< Er YN Al
=1
€ n
!/
<5t max | —/\]-IJ‘:1 %]
e ¢ 1 1
<5T5 ZijHIS-
X [xl] =1
j=1

Folglich ist B dicht in X.
In dem komplexen Fall K = C verlduft der Beweis komplett analog
mit Q +iQ statt Q in der Definition der Menge B. O

BEISPIELE. (1) Der Banachraum ¢F mit 1 < p < co ist separabel. Zum
Beweis betrachten wir die Folge e, € ¢F, n € IN, definiert durch

)]0, k#mn,
(En)k_{ll k:n,

und A := {e,| n € N}. Sei x = (t,) € £F beliebig. Dann gilt

n b 00
x—Ze]-t]- = Z ‘tj|p—)0.
=1 p =t e

Folglich ist A total und ¢ separabel.
(2) Es gilt das allgemeine Prinzip: Enthilt X eine iiberabzihlbare diskrete
Teilmenge, so ist X nicht separabel. BEWEIS selbst.
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(38) Der Banachraum (* ist nicht separabel. BEWEIS: Sein M eine Teilmenge
von IN. Betrachte die Folge (xa(n))n mit

1, neM,
0, sonst.

xm(n) = {

Da die Potenzmenge 2N iiberabziihlbar ist, ist auch die Menge
A:={xm|MCN}CL”

iiberabzihlbar. Es gilt || xpm — Xl = 1 fiir M #£ M. Also ist A eine
iiberabzihlbare diskrete Menge. Nach (2) ist {*° nicht separabel.

(4) (co, || - ||eo) ist separabel. Also kann ein Teilraum eines nichtseparablen
Banachraumes selbst separabel sein. BEWEIS: Es geniigt den Fall K = R
zu betrachten. Zu jedem k € IN setze

Sy = {(x1,...,xk,0,...)|xi€Q, 1§l§k}
Offenbar ist jedes Sy abzihlbar und somit auch die Menge

S:= USk

kelN

abzihlbar. Seien nun y = (y1,Y2,...) € co und € > 0 beliebig. Dann
Qibt es ein N € IN, sodass |y,| < ¢ fiir alle n > N. Wiihle ein x =
(x1,...,xN,0,...) € Smit x; € Q, |x; —y;| < efiirallel <i < N.
Dann gilt

1 = ylleo = max {ggg;v 1% =yl sup \yn!} <e
Folglich liegt S dicht in co.
(5) C([a,b]) ist separabel. BEWEIS selbst.
(6) Sei Coo(R) der Raum stetiger Funktionen f : R — K mit f(x) — 0
fiir | x| — oo ausgestattet mit der Supremumsnorm || - ||co. Dieser Raum
ist vollstindig.

BEHAUPTUNG: Coo (R) ist separabel.

BEwers. Sei K, := [—n, n]. Sei Co(K,,) der Raum stetiger Funktio-
nen auf R, die an den Randpunkten des Intervalls K, den Wert Null
annehmen. Die Funktionen aus Co(K,) mit Null fortgesetzt liegen of-
fenbar in Coo (R ). Daher ist

M := U Co(Kn)
nelN
eine Teilmenge von Coo(R). Nach (4) ist jedes C(K,,) separabel. Mit Satz
1.50 folgt daraus, dass Co(Ky) ebenfalls separabel ist. Sei A, eine in

Co(Ky) dichte abziihlbare Menge. Dann ist die Menge A := |J A, C
nelN

M abziihlbar und es gilt A D M. Nach Satz 1.48(c) ist M separabel.
Nun zeigen wir, dass M dicht in Co(R) ist. Zu beliebigem f €
Co(R) gibt es eine Folge (f,) mit f, € Co(Ky) so, dass fu(x) = f(x)
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fiir alle x € [—n/2,n/2] ist und
sup | fu(x)| < max{fu(=n/2), fa(n/2)}.

n/2<|x|<n
Sei € > 0 beliebig. Wiihle xo > 0 so grof3, dass |f(x)| < ¢ fiir alle
x mit |x| > xq ist. Wiihle n so grofS, dass n/2 > x ist. Es ist leicht
einzusehen, dass sup, . |f(x) — fu(x)| < e Daraus folgt, dass der
Grenzwert von ||f — fulle fiir 1 — oo Null ist. Somit ist die Dichtheit
von M bewiesen.
Da M separabel ist und dicht in Co(R) liegt, ist Coo(IR) ebenfalls

separabel.
(7) Der Raum Cy(IR) stetiger beschrinkter Funktionen ausgestattet mit der
Supremumsnorm || - ||« ist nicht separabel. BEWEIS selbst.

(8) Der Banachraum C%7([0,1]), 0 < o < 1, aus Beispiel (9) nach Defini-
tion 1.12 ist nicht separabel. BEWEIS: Zu jedem a € (0,1) definiere

o, t € [0,4]
Ua(t) = {(t_a)v, tE (a1].

Fiir b > a berechne

[[145 = ttallcor = max [uy(t) — ua(t)|

te[0,1]
b sup 110~ D)~ 0(5) + (s)
t,s€[0,1] |t —s|7
t#£s
i Jug(b)]
> 2 =
~ (b—a)"

Die Menge {u,|a € (0,1)} ist diskret und tiberabzihlbar.

BEMERKUNG. Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann separabel, wenn
es ein abzihlbares Mengensystem von offenen Kugeln M := {B,, (xx) |k € IN}
gibt, sodass jede offene Teilmenge A C X sich als eine Vereinigung von Kugeln
aus M darstellen lisst. BEWEIS selbst.

Die Menge M ist eine abzihbare Basis der metrischen Topologie.

1.8. Vervollstindigung metrischer Riume

DEerINITION 1.53. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume. Eine
Abbildung T : X — Y heif$t Isometrie, wenn fiir alle x, x" € X gilt: dx(x,x") =
dy(T(x), T(x")). Zwei metrische Riume heiflen isometrisch isomorph, falls es
eine bijektive Isometrie T : X — Y gibt. Zwei normierte Riume (X, || - ||x) und
(Y, || - |ly) heiflen isometrisch isomorph, in Zeichen X =Y, wenn zwischen
ihnen ein linearer Isomorphismus T : X — Y existiert, der gleichzeitig eine
Isometrie ist, also ||Tx||y = ||x||x erfiillt.

BEMERKUNGEN. (1) Eine Isometrie T : X — Y ist injektiv und stetig.
(2) Ist T eine bijektive Isometrie, so ist T~1 ebenfalls eine Isometrie.

Satz 1.54. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann existiert ein vollstindiger
metrischer Raum (X,d) und eine Isometrie E : X — X so, dass E(X) dicht
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in X liegt. Der metrischer Raum (X,d) heifit Vervollstindigung von (X, d).
Sind (X,d) und (X, d) zwei Vervollstindigungen von (X,d), so sind (X,d) und
(}A(,dA) isometrisch isomorph.

Ist X ein normierter Raum, so ist X ein Vektorraum und es gibt eine Norm

-1l auf X mit ||x — yllx = d(x,y). In diesem Fall ist die Isometrie E linear
und X = X.

Bewers. (1) BEHAUPTUNG 1: Fiir alle x,x',y,y' € X gilt

d(x,y) —d(x,y")| <d(x,x') +d(y,y').

Bewers. Mit der Dreiecksungleichung erhélt man
d(x,y) —d(x,y') <d(x,x') +d(x,y) —d(x',y)
<d(x,x) +d(x,y) +d(y,y) —d(x,y)
=d(x,x")+d(y,y).
Wegen der Symmetrie der Metrik gilt auch die Ungleichung d(x',y’) —
d(x,y) < d(x,x") +d(y,y").

(2) Konstruktion von (X,d): Sei Y die Menge aller Cauchyfolgen in X.
Wir definieren die folgende Aquivalenzrelation auf Y: Zwei Cauchyfolgen
(xn), (yn) seien dquivalent, wenn li_1>n d(xn,yn) = 0. Sei [(x,)] die Aqui-

n—oo

valenzklasse, welche die Cauchyfolge (x,) enthélt. X sei die Menge der
Aquivalenzklassen.
Seien (x,), (yn) Cauchyfolgen in X. Mit Behauptung 1 gilt
| (xn, yn) — d(Xm, Ym)| < d(xXn, Xm) + d(Yn, Ym)-

Also ist (d(xy,yn))n eine Cauchyfolge in R. Da R vollstdndig ist, existiert
der Grenzwert ILm ad(Xn, Yn)-
n—o0

Gilt [(x,)] = [(x},)] und [(y»)] = [(y},)], so ist wegen Beehauptung 1
1A (x5, Y) — A, yn)| < Ao, xn) +d (Y3, Yn) —=0

und daher

. o ro
]}g{}od(xn/yn) = nh_{rolod(xn/yn)'

Dies erlaubt die Definition der Metrik d auf X durch
A (x0)), () = Tim d(x, ).

(3) Isometrische Einbettung von X in X: Definiere E : X — X, x —
[x], wobei [x] die Aquivalenzklasse der konstanten Folge (x) ist. Betrachte

d(Ex,Ey) = d([x], [y]) = d(x,y). ~
(4) E(X) ist dicht in X: Sei X = [(x,,)] € X beliebig. Betrachte

dN(E(xm)rf) = d(E(xm), [(x4)]) = nlg{}od(xmrxn) HH—OO> 0,

da (x,) eine Cauchyfolge ist.
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(5) X ist vollstandig: Sei (%) eine Cauchyfolge in X. Da E(X) di
in X ist, gibt es zu jedem k € N ein x; € X so, dass d(Xx, E(xg)) <
Betrachte nun

cht
1
k

) = d(E(s), E()
< d(E(xx), %) +d(%, %) +d (%, E(x1))
< Ilc+d~(a?k,f1)+}m0.

Daher ist (xx) eine Cauchyfolge in X. Folglich gilt
d([(xn)], ) < d([(xn)], E(ai)) +d(E(xi), %)

. 1
< nlgr.}o d(xy, x) + P k—> 0.
Also konvergiert (i) gegen [(x,)], dh. (X, d) ist vollstandig.

(6) Zwei beliebige Vervollstdndigungen X und X sind isometrisch iso-
morph: Seien E : X — X und E : X — X die entsprechenden Isometrien.
Dann ist E(X) bzw. E(X) dicht in X bzw. X . Betrachte den Operator

EE~!: E(X) — E(X). Dieser Operator ist als Verkettung zweier Isometri-
en eine bijektive Isometrie.

BeHAUPTUNG 2: EE~! kann zu einer bijektiven Isometrie von X nach X
fortgesetzt werden.

BEwEIs selbst.

Ist X ein normierter Raum, so ist X ein Vektorraum mit Verkniipfun-
gen

[(xn)] + [(yn)] := [(xn +yn)] und af(x0)] = [(axn)], & € K.

Wir definieren

Wegen

E(x+y) =[x +y] = [x] +[y] = Ex+ Ey,
E(ax) = [ax] = a[x] = aEx

ist die Isometrie E : X — X linear. s B
Sind X und X zwei Vervollstandigungen von X, so ist EE~! : E(X) —
E(X) eine lineare Bijektion, die isometrisch ist. Die Fortsetzung von EE
als Abbildung von X nach X ist linear, bijektiv und isometrisch, d.h. X
X. O
BEISPIELE. (1) Sei X := {[a,b]|a < b} mit d([a,b],[c,d]) := |a—
c| + |b — d|. Der metrische Raum (X,d) ist nicht vollstindig, denn
die Cauchyfolge I, = [—n~1,n~1] ist nicht konvergent. Die Vervoll-
stindigung von (X,d) ist (X,d) mit X = {[a,b]|a < b}, wobei
[a,a] := {a} ist.
(2) Konstruktion der reellen Zahlen iiber Cauchyfolgen in Q.
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1.9. Die Lebesgue-Riume L7 (Q)

Sei () C IR" ein Gebiet. Seien u : ) — K und v : Q) — K messbar.

DEFINITION 1.55. Zwei messbare Funktionen u : QO — Kundv: Q — K
heiflen dquivalent, wenn u = v fast iiberall in () ist.

DEFINITION 1.56. Fiir 1 < p < oo definieren wir

LP(Q) :=={f : QO — K messbar und |f|P integrierbar},

1fllp = Il rq) = (/Q |f(x)]de>;

Sei N(Q) := {f : Q — K|f(x) = Ofast iiberall}. Wir definieren LV (Q) :=
LP(Q)/N(Q).

Fiir p = oo definieren wir
L2(Q) :== {f : QO — K messbar mit ess-sup |f(x)| < oo}

mit ess-sup |f(x)| = in£{c||f(x)\ <c fastiiberall} =: || f||« (das wesentliche
c>
Supremum). Wir setzen L®(Q) := L®(Q) /N (Q).

1, x€Q

ist su = 1, aber
0 sonst pf

BewspieL. Fiir f : R — R, f(x) = {
ess-sup f = 0.
LemMA 1.57. (LP(Q), || - ||p) mit 1 < p < oo ist ein halbnormierter Raum.

BEweEIs. Sind # und v messbar, so sind # + v und Au, A € K, ebenfalls
messbar.

Ist p =00, u,v € L2(Q), sosind auch u + v, Auin L*(Q).Seil < p <
co. Die Abbildung K > a + |a|? ist konvex. Daher gilt

< %(Ialp +b?) & |a+b]P <277 (la]? + [b]P).

a+bl?
2

Somit ist u +v € LF(Q), falls u,v € LP(Q). Offenbar ist Au € LF(Q)), falls
u € LP(Q). Also ist L? ein Vektorraum.
Fiir p =1 und p = o ist die Dreiecksungleichung trivial erfiillt, denn

J1f(x) +g(x)ldx < [|f(x)ldx + [ |g(x)|dx und

ess-sup | (x) +g(x)| < ess-sup /()] +ess-sup [g(x)|.
Fiir 1 < p < oo betrachte
I +8llp = [ 170+ g(x)lPd
< [ + 8@ @) + 1)+ g g
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Fir u € LP(Q), v € L1(Q) mit % + % = 1list uv € £1(Q). Mit der Holder-
schen Ungleichung [|uvl|y < [[ul|, HUH 4 (Beweis selbst) erhalten wir

sty < ([irera) ([ e+ seie )’
+(/Qrg<x>v’dx) ([ 1701+ 5100
= ([roras) ([ e +seoras)
e ([ istoras)” ([ 170+ sopras)

P
= (Al +lglp) I f +llp-
Folglich ist || f +glp < [Ifllp + lIglly- -
BEMERKUNG. Aus Lemma 1.57 folgt, dass LF (Q)), 1 < p < oo ein normierter
Raum ist.
Sarz 1.58. (LP(Q)), || - ||p), 1 < p < oo, ist ein Banachraum. Ferner gilt:
(@) p = oo: Jede Cauchyfolge (fy) in L* ist bis auf eine Nullmenge gleich-
mifSig konvergent gegen ein f € L*.
(b) 1 < p < oo: Jede Cauchyfolge (fy) besitzt eine fast iiberall punktweise
konvergente Teilfolge.

BEMERKUNG. Aus fy — f in LF, 1 < p < oo, folgt nicht fy — f fast
iiberall. Beispiel: Sei Q) = (0,1). Jedes k € IN lisst sich eindeutig in der Form
k = 2! + j schreiben mit | € No und 0 < j < 2!. Betrachte die Folge

) {1, x € [j27, (j+1)27,

0, sonst.

Offenbar gibt es kein x € Q) mit klim fr(x) =0, aber
—00

1
I fielly = / |fie(x)[Pdx =27" —— 0.
0 k—o0

BEWEIS. (a) Sei (f) eine Cauchyfolge in L*(()). Dann gilt:
fur alle k € IN gibt es ein N(k) € N so, dass V I,m > N(k)
eine Nullmenge N, existiert mit |f;(x) — fu(x)| < 7 fiir alle
x € O\Ny - ()

Die Menge N := U N x ist Nullmenge. Fiir jedes x € Q\N
keN,I,m>N (k)

konvergiert die Zahlenfolge (f;(x));en- Setze
lim f;(x) x € Q\N,
o [l i) x e
0 sonst.

Als Grenzwert eine Folge messbarer Funktionen ist f messbar. Wegen ()
ist die Konvergenz von f; gegen f auf Q\N gleichméBig (in (*) betrachte
M — o).
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BEHAUPTUNG: f ist wesentlich beschréankt.

BewErs. Aus (*) folgt |fi(x) — f(x)| < } fiir alle x € Q\N. Da f;
wesentlich beschrankt ist, gibt es ein ¢; mit | f;(x)| < ¢; fur alle x € Q\ M,
wobei M eine Nullmenge ist. Folglich ist [f(x)| < ¢ + } fiir alle x €
Q\ (NUM), also ess-sup | f(x)] < oco.

(b) Sei (f;) eine Cauchyfolge in L¥, d.h. zu jedem j € IN existiert ein
lj € N mit [|f; — full, < 5 fiir alle I,m > I;. Daher ist i = fillp < >
tir alle j € IN.

k
Seigi(x) := ¥ |fi,,(x) — fi,(x)|. Die Folge (gk(-)” ) ist monoton wach-
=1

send und es gilt:

[ sorax = gl

k p
(Zl anj+1 _f”jHP>
=
k 1 b
< (22)
© 9 P
< (52) -

BEHAUPTUNG (SATZ VON BEPPO LEVI): Sei (uy) eine monoton wachsen-
de Folge in L}(Q) mit |luy||; < C fiir alle k € IN. Dann gibt es ein u € L!
mit 1, (x) — u(x) fast tiberall und |, ug(x)dx — [ u(x)dx.

IN

Nach dem Satz von Beppo Levi ist die Folge (gx(+)”) fast tiberall kon-
vergent. Somit ist auch die Folge (gx) fast tiberall konvergent. Folglich
konvergiert die Folge

k—1
flk(x> = fll(X) + ;(ﬁj+1(x) _flj(x))
j=

fast tiberall gegen eine Funktion f.

BEHAUPTUNG: f € LP(Q) und ||f; — f||, —0
n—oo

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Seien I(¢) und j(¢) so grof, dass

V) = )P = 15, = il < e

fiir alle j > j(e) und I > I(¢). Die Folge (|f;,(x) — fi(x)|); ist nichtnegativ,
Jalfy(x) = fi(x)[Pdx beschrankt und |f;, (x) = fi(x)[" — |f(x) = fi(x) [P

fast tiberall. Mit dem Lemma von Fatou folgt daraus, dass |f — f;|V inte-
grierbar ist und

J @)~ fix) P < limint [ 1fy () ~ fi(x) Pdx < ¢
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fiir alle | > I(e). Folglich ist f = f;+ (f — fi) € £P(Q) und ||f — fil|h < e
fir alle I > (). Daher gilt || f; — ||, P 0.
—00

Aus der Behauptung folgt, dass L?(Q)) vollstandig ist. i

BEMERKUNG. Wie in den Folgenriumen (P gilt in LV die Holdersche Un-
gleichung (vgl. Lemma 1.7): Sei 1 < p < oo, %—k% = 1 (mit L :=0),
f € LP(Q), g € L1(Q)). Dann ist das Produkt fg integrierbar, d.h. fg € L*(Q)
und ||fglli < [|f1l58ll4- BEWEIS selbst.

Satz 1.59. Sei 1 < p < co. Dann gilt

(@) Co(Q) :={f € C(Q) | supp f C Qkompakt} liegt dicht in LV (Q});
(b) LP(Q) ist separabel.

Bewers. (a) Fiir den Beweis brauchen wir die folgende Eigenschaft
messbarer Funktionen (Satz von Lusin):

Sei u : () — K messbar. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Funkti-
on ¢ € Co(Q)) mit

sup [¢(x)| <supfu(x)] und |{x € Qfg(x) # u(x)}| <e.

xeQ) xeQ)
Hier bezeichnet | - | das Lebesguemaf einer Menge.

Sei u € LP(Q)). Aus dem Lebesgueschen Satz von dominierter Konver-
genz folgt

li u(x)|Pdx = |jul|f
fim [ )= ul)

Daher existiert ein R > 0, so dass die Funktion u; : 3 — K mit u; = u auf
QN Bg(0) und u; = 0 auf Q \ Br(0), der Abschatzung

|u — ”1||U’ ) < 5

gentiigt. Sei

u(k)(x) ‘: ur(x) falls |up(x)| <k,
! ' 0 sonst.

Wegen |u1|P € LY(Q) gilt [{x € Q] |ui(x)| > k}| — 0 fiir k — oo. Aus der
Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals folgt

u —u Pdx = / up(x)|Pdx —— 0.
o)~ e = [ P

Wihle k € N so grof3, dass H“1 —u1]|1p(q) < €/3 gilt. Nach dem Satz von
Lusin existiert ein ¢ € Co(Q2 N Bg(0)) mit ]q0| < kund

(k) £
{relo@ #uH < () -
Aus der Dreiecksungleichung folgt

k k
= llriy < = wallipgay + a1 — ey + 168 = 9l

2 k k
<3et ||u§ "= gl l{x € Q17 () # @)} 'Y

2
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Also ist Cp(Q) dichtin LP(Q) fir 1 < p < oo.
(b) Wir verwenden den Weierstrafsschen Approximationssatz:

Sei K C R" kompakt. Dann liegen die Polynome mit rationalen
Koeffizienten dicht in C(K).

Sei

1

Km::{xEQ]d(x,BQ)Zm und ]x\gm}, m € IN.

Offenbar ist jedes K, kompakt und es gilt (3 = ,,,cny Kin. Ferner sei
P = {axx, |9 € P},

wobei xg, die charakteristische Funktion von K,, bezeichnet und P der
Raum der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist. Nach (a) existiert fiir
jedes u € LP(Q)) ein ¢ € Co(Q) mit [[u — ¢|[1p) < &/2. Weiter gibt es zu
@ einm € IN und ein g € P, mit

€ _
suppg C Ky und ¢ —qllsx,) < 5IKnl 7P

Daher
=gl < lu =@l + e —allrx,)
< =+ llg = lliqg Knl 77 = e
Da UP,, abzihlbar ist, ist (b) bewiesen. O
BEMERKUNGEN. (1) Wegen Satz 1.59(a) kann man LP (Q)) als eine Ver-

vollstindigung von Co(QY) beziiglich der Norm || - ||, und damit auch
von C(Q)) C LP(Q)) ansehen.

(2) Satz 1.59 gilt nicht fiir p = oo, denn z.B. C;(R) C L*(R) ist nicht
separabel.

(3) Tatsiichlich liegt sogar Cg°(QY) dicht in LF(Q)), 1 < p < oo,

Nun untersuchen wir kompakte Teilmengen von LF. Sei (3 C RR" ein
beschrianktes Gebiet. Sei

FR' 5K, f(x):= {f(x), x€Q,

0 sonst.

Definiere

1 ~
Be@)] S W €20

wobei |B:(x)| das Lebesguemaf der e-Kugel in R" bezeichnet.

Tef(x) := xa(x)

Satz 1.60 (Satz von Riesz). Eine Teilmenge A C LP(Q)), 1 < p < oo, ist
relativ kompakt genau dann, wenn A beschrinkt ist und

lim | [f(x+e) = f(x)|'dx =0

gleichmiifiig in f € A.
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Sarz 1.61 (Satz von Kolmogorov-Tamarkin-Tulajkov). Eine Teilmenge
A CLP(O), 1< p < oo, ist relativ kompakt genau dann, wenn A beschrinkt ist
und

ITef = fllrq) — 0

e—0

gleichmifig in f € A.

1.10. Schlussbemerkungen
1.10.1. Gleichmifiige Konvergenz und gleichgradige Stetigkeit.

Satz 1.62. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und f, € C(X,K),
n € N, K € {R,C}, so, dass die Folge (f,) punktweise auf X konvergiert
und {f, | n € IN} gleichgradig stetig ist. Dann konvergiert die Folge (f,)
gleichmiifig (d.h. bzgl. || - ||o).

BEwEIs selbst.

Ohne die Voraussetzung der gleichgradigen Stetigkeit ist diese Aus-
sage im Allgemeinen selbst dann falsch, wenn die punktweise Grenz-
funktion als stetig vorausgesetzt wird. Betrachte etwa die durch f,(x) :=
nx(1— x?)" gegebene Folge in C([0,1]) mit der punktweisen Grenzfunkti-
on f =0.

Hier ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die gleich-
méfiige Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen:

Satz 1.63. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und f, € C(X,K),
n € N, K € {R,C}, so, dass die Folge (f,) punktweise auf X gegen eine
Funktion f konvergiert. Die Folge (f,) konvergiert gleichmiiflig gegen f genau
dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.:
(a) f ist stetig auf X,
(b) zu jedem e > 0 gibt es ein m € IN und ein 6 > 0 so, dass fiir alle x € X
mit |fi(x) — f(x)| < 0 fiir alle k € N gilt
|fran(x) — f(x)] <e VkeN,Vn>m.

BEWEIS selbst.
Satz 1.63 hat eine wichtige Folgerung fiir monotone Funktionenfolgen.

KOROLLAR 1.64 (Satz von Dini). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum
und f, € C(X,K), n € N, K € {RR,C}, so, dass die Folge (f,) punktweise auf
X gegen eine stetige Funktion f konvergiert. Gilt f,(x) > fuy1(x) fiirallex € X
und alle n € IN, so ist die Konvergenz gleichmiifsig.

Beweis. Es geniigt (b) aus Theorem 1.63 zu zeigen. Zu beliebigen x €
X und ¢ > 0 gibt es ein N = N(x) € N, so dass

0< fi(x) — fx) <e
fur alle k > N. Wihle m = 1 und § = ¢. Dann ist
Jiern(x) = f(x) < fi(x) — f(x) <e

for all n > m. O
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1.10.2. Der Fixpunktsatz von Edelstein.

Satz 1.65. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f : X — X eine
Abbildung mit

(1.9) d(f(x), f(x") <d(x,x') fiiralle x,x'€X, x#x'
Dann hat f genau einen Fixpunkt.

BEwETIs. Sei xp € X beliebig. Die Folge (x;) mit xx1 = f(xx), k € Ny,
besitzt eine konvergente Teilfolge (x, ). Sei y € X ihre Grenzwert. Da f

stetig ist, gilt auch
Tim f(x,) = f(3).
Wir zeigen, dass y ein Fixpunkt von f ist. Angenommen, f(y) # y. Sei
Y={(xx)|x,x X, x#x}
Betrachte ¢ : Y — R definiert durch

$(x,x') = d(fa(l?i:i,()XI)) <1

Day # f(y) ist, existiert eine Zahl 0 < R < 1 so, dass

¢y, fy)) <R.
Offenbar ist ¢ stetig. Daher gibt es offene Kugeln B,(y) und B,(f(y)) mit
r<d(y,f(y))/3so,dass ¢(x,x’) <R fiir alle x € B,(y) und x" € B,(f(y)).
Es gibt ein N € IN derart, dass
Xk, € Br(y) und  xg,00 = f(x,) € B (f(y))
fiir alle m > N. Das bedeutet, dass

(1.10) d(xk,, Xk, +1) > 7

und

(L11) ¢ (X1, Xy i1) < R

fur alle m > N. Aus (1.11) folgt, dass

(1.12) A(Xk 41, Xkpr2) < RA(Xp,,, Xk, 11)-
Andererseits,

d(xx,, Xk, +1) = d(Xk,_ 41, Xk, 42)
talls ky—1 = ky, — 1. Falls ky,—1 < ky, — 1 folgt aus (1.9) die Ungleichung

d(xk,,, Xk, +1) = d(f (X, 1), f (xx,)) < d(x,-1,%x,) <. <d(Xh, 441, Xk, 42)-
Insgesamt erhalten wir
(X, Xy 41) < AKXk 415 X 42)-
Aus dieser Ungleichung und (1.12) folgt nun
d(Xk,r Xkpt1) < d(Xk, 41 Xk, 42)
< Rd(xk,,_,, Xk, 1+1)

S Rd(ka,ﬁ»l/ ka,2+2)

REm=kng(x,  x — 0.
< ( kn s kN+1> oo 0



1.10. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Das ist ein Widerspruch zu (1.10). Somit gilt f(y) = y.
Angenommen, es gibt zwei Fixpunkte y; und y,. Dann gilt

d(y1,y2) =d(f(y1), f(y2)) <d(y1,y2)

Widerspruch! Somit ist die Eindeutigkeit bewiesen.
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KAPITEL 2

Der Satz von Hahn-Banach

2.1. Dualrdume

DEFINITION 2.1. Sei X ein normierter Raum iiber K. Dann heifit £(X,K)
der Dualraum von X und wird mit X' bezeichnet.

KoroLLAR 2.2. X' ist mit der Operatornorm aus Definition 1.32 ein Banach-
raum.

Bewers. Da K vollstandig ist, folgt die Aussage aus Satz 1.36. 4

Sarz 2.3. (@) Seil < p < oo und %—i—% = 1. Dann ist T : £7 —
(0P) mit (Tx)(y) = ¥ subw x = (54) € 09, y = (tn) € £P ein
n=1

isometrischer Isomorphismus. Kurz: (£F) = (17 fiir 1 < p < oo.
(b) Dieselbe Abbidungsvorschrift liefert einen isometrischen Isomorphismus
zwischen ' und (co)’. Kurz: ¢ = 01,

BEMERKUNG. (¢®)' ist ,echt grofier” als ¢!, s. Korollar 2.15 unten. In der
Tat kann jedes | € (£*)" als Summe zweier Funktionale 1y und I, geschrieben
werden, wo Iy € (1 und ly|,, = 0 ist.

BewEIs. (a) Wir betrachten erst den Fall 1 < p < co.
Mit der Holderschen Ungleichung folgt aus x = (s,) € 1,y = (t,) €

(7, dass Y. syt, absolut konvergent ist und |(Tx)(y)| < [|x|/4]|y||,- Somit
n=1
ist || Tx|| < ||x||y. Offenbar ist T injektiv. Wir zeigen nun, dass T surjektiv
und isometrisch ist.
Sei y' € (¢F)" beliebig. Setze s, := y'(en), en := (6j);, n € N, und
x := (s,). Wir zeigen nun, dass x € /4, ||x|[; < [|y'||, Tx = V.
Setze

b % fir s, #0,
"o fir s, =0.

Dann ist |s,|7 = sut, fiir alle n € IN. Fiir beliebiges N € IN gilt

- p - p(g—1) PTI=P4 - q
Z‘tn‘ = Z‘Sn| = Z‘Sn’
n=1 n=1 n=1

44
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und somit

N N Y lmear
Zl|snyq - thn S Z tnen)
n= n=

=y (en)

N v N ’
<yl (Z |l‘n|”> = [ly"|l (Z |Sn|‘7>
n=1 n=1

Wegen 1 — p~! = g7 ! folgt daraus

1
N q
(Z |sn|‘7> <|y|| fiuralle N eN.

n=1
Also ist x € £9 mit || x|, < ||y/||-
oo

Fiir p = 1 ist die Reihe ) _ s,t, absolut konvergent und |(Tx)(y)| <
n=1
]| o| [yl Somit ist || Tx|| < ||x||co- Also ist T injektiv. Sei y’ € (¢')" belie-
big. Setze s, := y'(ex), x = (s,). Betrachte
_ < =
max su| = max y'(en)] < lly/ll max lenlr = [ly'll
Also gilt x € £* mit [|x|le < ||Y/]|-

Nach Konstruktion des Operators T fiir beliebiges 1 < p < oo gilt
(Tx)(en) = su = y'(en) fir alle n € IN. Da die Funktionale Tx und v’
linear sind, gilt Tx = y’ auf lin{e,|n € IN}. Da diese Funktionale stetig
sind, erhalten wir Tx = y' auf lin{e,|n € N} = (7 (s. Beispiel (1) nach

Satz 1.52). Also ist T surjektiv. Insbesondere gilt ||x||; < ||y'|| = || Tx||, d.h.
| Tx|| = ||x||4. Also ist T eine Isometrie.
(b) selbst. O

1, R™ ein Gebiet. Dann definiert

SATZ 2.4. Sei1§p<oo,%+1 QcC
f f(x)g(x)dx einen isometrischen

T2 Q) = (LP(Q))" mit (Tg)(f) =
Isomorphismus.

BEMERKUNG. Wie bei Folgenriumen sind hier (L®)" und L' nicht isomorph.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei O(X) das System der offenen Teil-
mengen von X. Ein Mengensystem 2 heifst c-Algebra, wenn gilt

D e,
AeA=X\Aeq,

A, e, neN= () A, e
neN

Die kleinste o-Algebra, die das Mengensystem O(X) enthilt, heifit die
o-Algebra der Borelschen Teilmengen von X; Bezeichnung B(X). Eine Abbil-
dung y : B(X) — [0,00) mit u(X) < co heifit ein endliches Borel-Ma8.
Eine Abbildung y : B(X) — R heifit ein signiertes endliches Borel-MaS,
wenn y als Differenz zweier endlicher Borel-Mafe y und u_ dargestellt
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werden kann, so dass y+(N) = 0 und y_(P) = 0 fiir eine disjunkte Zerle-
gung X = PUN, P,N € B(X) gilt. Die Menge aller signierten Borel-Mafe
M(X) ist beziiglich der Norm ||u|| := p4(X) + p—(X) ein Banachraum.

SaTz 2.5 (Satz von Riesz). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und
1:C(X) — R ein lineares stetiges Funktional. Dann existiert genau ein signier-
tes Borel-Maf$ u, so dass

l(f):/Xf(x)dy(x) fiiralle f e C(X).

Es gilt [[l|licx)y = llpll- Somit sind (C(X))" und (M(X), || -|) isometrisch
isomorph.

2.2. Der Satz von Hahn-Banach

DEFINITION 2.6. Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung p : X — R
heifit sublinear, falls

(@) p(Ax) = Ap(x) fiiralle A > 0 und x € X,
(b) p(x+y) < p(x)+ ply) fiiralle x,y € X.

BEISPIELE. (a) Jede Halbnorm ist sublinear.
(b) Sei K = R. Jede lineare Abbildung von X — R ist sublinear.
(c) (tn) — limsupt, ist sublinear auf {*°(IN,R).
(d) (tn) — Relimsup t, ist sublinear auf {*(IN,C).

Sarz 2.7 (Satz von Hahn-Banach, Version der linearen Algebra; reelle
Fassung). Sei X ein reeller Vektorraum und U C X ein Teilraum. Ferner seien
p: X — R sublinear und 1 : U — R linear mit 1(x) < p(x) fiir alle x € U.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — R, d.h. L|y = 1, mit L(x) <
p(x) fiir alle x € X.

Die Fortsetzung L ist im Allgemeinen nicht eindeutig.

BEMERKUNG. Der Beweis von Satz 2.7 stiitzt sich auf das Zornsche Lemma:
Besitzt in einer halbgeordneten Menge M # & mit der Halbordnung < jede ge-
ordnete Teilmenge eine obere Schranke, so besitzt M mindestens ein maximales
Element. Zur Erinnerung: a € M heifst obere Schranke einer geordneten Teil-
menge S C M, falls b < a fiir alle b € S gilt; a € M heifit maximales Element
von M, falls aus a < b fiir ein b € M die Gleichheit a = b folgt.

Bewers. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten. Zuerst konstruie-
ren wir die gesuchte Fortsetzung fiir den Fall dim X/U = 1 und danach
machen Induktion. Im zweiten Schritt wird mit dem Zornschen Lemma
gezeigt, dass dieser Prozess terminiert.

1. Schritt: Sei dim X/U = 1 und sei xgp € X\U beliebig. Jedes x € X
lasst sich eindeutig als x = u + Axg, u € U, A € R schreiben. Fiir ein r € R
definiert der Ansatz

L,(x) =1(u) + Ar
eine lineare Abbildung von X nach R mit L,|y; = I. Es bleibt r € R so zu
wihlen, dass L, < p gilt.

Die Ungleichung L,(x) < p(x) gilt genau dann, wenn

2.1) I(u) +Ar < p(x) = p(u + Axo)
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fur alle u € U und alle A € R erfiillt ist. Ist A = 0, so gilt (2.1) nach
Voraussetzung. Sei A > 0. Dann gilt (2.1) genau dann, wenn

Ar plu+Axg) —1(u) Yuel
(o) -1(2) vucu
inf (p(o +30) ~ 1(0).

IN

= r

IN

= r

IN

Fiir A < 0 analog;:
Ar

IN

p(u+Axg) —1(u) Yuel

u u
p<w—x0>—l<w> Yueld

< r > sup(l(v) —p(v—xp)).

vel

T
.
IA

Daher existiert ein € R mit L, < p genau dann, wenn

l(w) — p(w—x0) < p(v+x)—1(v) Vowel
gilt, also dann und nur dann, wenn
(2.2) I(v) + l(w) < p(v+x0) + p(w —x9) Yo,wel
gilt. Nun gilt aber:

1(v) + l(w) =1(v+w) < p(v+w) < p(v+x0) + p(w — xo),
sodass (2.2) richtig ist. Somit existiert (nicht notwendig eindeutig!) ein r €
R mit L, < p.

2. Schritt: Sei

A :={(V,Ly)|V Teilraum von XmitU C V,
Ly : V — Rlinear mitLy < p|y und Ly |y = I}.
Esist A # &, da (U,1) € A. Definiere auf A die Halbordnung
(Vi,Ly,) < (Vo,Ly,) & Vi C V, Ly, |y, = Ly,

Ist ((Vi,Ly,)ier) total geordnet, so ist (V,Ly) mit V = Uje;V;, Ly(x) =
Ly,(x) fiir x € V; eine obere Schranke (Ly wohldefiniert, da ((V;, Lv;)ic1)
total geordnet ist). Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales
Element m = (X, Lx,) € A.

Nun zeigen wir, dass Xy = X. Ware Xy # X, so gidbe es nach dem ers-

ten Schritt eine Fortsetzung von Lx,, d.h. (Xp, Lx,) konnte nicht maximal
sein. Es folgt Xop = X und L := Ly ist die gesuchte Fortsetzung. O

Fir C-wertige Abbildungen I ergibt I(x) < p(x) keinen Sinn. Jedoch
gibt es folgenden Zusammenhang zwischen R-linearen und C-linearen
Funktionalen:

LEMmMA 2.8. Sei X ein C-Vektorraum
(@) Istl: X — R ein R-lineares Funktional und I:X—C definiert durch
I(x) := I(x) — il (ix), so ist I ein C-lineares Funktional mit | = Rel
(b) Ist k : X — C ein C-lineares Funktional, | = Rek und 1 wie in (a), so
ist | R-linear mit | = k.
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(c) Ist p : X — Reine Halbnorm und | : X — C ein C-lineares Funktional,
so gilt:

I(x)| < p(x) Vxe X< |Rel(x)] < p(x) VxeX.

(d) Ist X ein normierter Raum und 1 : X — C ein C-lineares stetiges Funk-
tional, so ist ||| = ||Rel||. Also ist I — Rel eine bijektive isometrische
R-lineare Abbildung zwischen dem Raum der C-linearen und dem der
R-wertigen R-linearen Funktionale.

BewEIs. (a) Seien a,b € C, x,y € X beliebig. Betrachte

I(ax + by) = l(ax + by) — il (iax + iby)
= I(ax) — il (iax) + 1(by) — il (iby).
Wir berechnen nur I(ax) — il (iax):
I(ax) —il(iax) = (Rea-x +ilma - x) —il(iRea-x —Ima - x)
= Real(x) +Imal(ix) — iReal (ix) + ilmal (x)
= Rea (I(x) — il (ix)) + ilma (I(x) — il (ix)) = al(x).

Also ist I(ax 4+ by) = al(x) + bl(y).
(b) selbst nachrechnen.
(c) ,=" folgt aus |Rez| < |z|. Fiir ,<=" schreibe I(x) = A|l(x)| mit
Ay € C, |Ay| = 1. Dann ist
1(x)] = AL H(x) = 1(A;'x) = [Rel(A 1))
< p(Actx) = A7 p(x) = p(x).
(d) Die Bijektivitat ist klar nach (a), (b). Nach (2.3) ist

(2.3)

1] sup [1(x)] = sup |[Rel(A;'x)| = sup [I(y)| = [Rell,
HE HE lyll<1

d.h. [ — Rel ist eine Isometrie.
Folgt ebenfalls aus (2.3). O

Sarz 2.9 (Satz von Hahn-Banach, Version der linearen Algebra, kom-
plexe Fassung). Sei X ein kopmlexer Vektorraum und sei U ein Teilraum von
X. Ferner seien p : X — R sublinear und | : U — C linear mit Rel(x) < p(x)
fiir alle x € U. Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — C, L|y = I mit
Re L(x) < p(x) fiir alle x € X.

Bewers. Nach Satz 2.7 gibt es ein IR-lineares Funktional F : X — R mit
Flu = Relund F(x) < p(x) fir alle x € X. Mit Lemma 2.8(a) existiert ein
C-lineares Funktional L : X — C mit F = ReL, also Re L|;; = Rel. Nach
Lemma 2.8(b) ist damit schon L| = 1. O

Sarz 2.10 (Satz von Hahn-Banach, Fortzsetzungsversion). Sei X ein nor-
mierter Raum, U C X ein Teilraum. Dann existiert zu jedem stetigen linea-
ren Funktional u' : U — K ein stetiges lineares Funktional x' : X — K mit
Xy = ' und ||| = [|u"]]
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Die Hahn-Banach-Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Es
ist leicht einzusehen, dass die Menge aller Hahn-Banach-Fortsetzungen
eines linearen stetigen Funktionals konvex in X’ ist. In einigen Fillen ist
die Hahn-Banach-Fortsetzung eindeutig, z.B.

(1) wenn X ein Hilbertraum und U abgeschlossen ist,
(2) X =/¢*und U = cy.

BEISPIELE. (1) Sei X = R? ausgestattet mit der Euklidischen Norm
1 [l2.
u= {(’”) e IRZ’le — x :0},
X2
2
' U — R, u'(x1,x) = x1. Dann ist x'(x1,x2) = il + X2 e

5 5
eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung von u'.

(2) Sei X = K?, K € {R,C} mit der Norm || - ||1,

U= {(’8) 6]1(2’x1 e]K},

u' U — K, u'(x1,x2) = x1. Dann sind x'(x1,x2) = x1 + axp mit
la| <1, a € K, alle Hahn-Banach-Fortsetzungen von u'.

BEwEIs VON Satz 2.10. 1. Fall: K = R. Setze p(x) := ||u/||||x| fir x €
X. Mit Satz 2.7 folgt, dass es ein lineares Funktional x’ : X — R gibt mit
x|y =4 und x'(x) < p(x) fir alle x € X. Wegen x'(—x) < p(—x) = p(x)
gilt [x'(x)| < ||| - ||x]| fur alle x € X, d.h. [|x']| < |[«/]].

Umgekehrt:
[/l = sup [ (u)| = sup [x'(u)] < sup [x'(x)] = [[«'].
uel uel xeX
[l =1 [[ull=1 Ix][=1
2. Fall: K = C. Mit Satz 2.9 erhilt man analog x’ : X — C mit x'|; = v/
und ||u'|| = ||[Rex’|| = ||x’||, wobei die letzte Gleichung aus Lemma 2.8(d)
folgt. U

BEMERKUNG. Ein Analogon zu Satz 2.10 fiir Operatoren ist im Allgemeinen
falsch. Man kann zum Beispiel zeigen, dass die Identitit id : ¢y — co keine
stetige Fotsetzung T : £*° — cq besitzt.

Es gilt jedoch:
LEmMa 2.11. Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, U C X ein

Teilraum und T € L(U,Y). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
Te L(UY)mitT|y=Tund||T||=|T|.

BEWEIS selbst.

KOROLLAR 2.12. X sei ein normierter Raum.
(@) Zu jedem x € X, x # 0, gibtesein x' € X' mit ||x'|| =1, ' (x) = ||x]|.
X' trennt die Punkte von X, d.h., zu x1,x3 € X, x1 # Xo, existiert ein
x' e X' mit x'(x1) # ¥/ (x2).
() ||lx|| = sup |x'(x)| fiir alle x € X. Das Supremum wird ange-

xeX’ x| <1
nommen.
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(c) Ist U C X ein abgeschlossener Teilraum und x € X, x ¢ U, so existiert
ein x' € X' mit x'|y = 0 und x'(x) # 0.
(d) Ist U C X ein Teilraum, so sind dquivalent:
(1) U ist dicht in X;
(2) Falls x' € X" und x'|; = 0, so gilt x' = 0.

BEWwEIs. (a) Seix € X, x # 0, beliebig. Setze ' : lin{x} — K, u/(Ax) :=
Allx||. Offenbar ist u’ ein lineares Funktional. Nach Satz 2.10 gibt es eine
Fortsetzung x’ : X — K mit ||¥|| = ||#/|| = 1 und x/(x) = /(x).

Seien x1,x2 € X, x1 # xp beliebig. Wahle x := x; — xp # 0. Dann ist
x'(x) = x'(x1) — &' (x2) #0, also x'(x1) # x'(x2).

(b) Es gilt sup [x'(x)| > ||x]|. Ungekehrt:

x'eX
[l <1

/
1
1= sup ||| = sup sup [ (x)] =sup —— sup |x'(x)]
HxﬁX/ x| <1 xeX [ x]] xex 1] EZEs!
x| <1

Also ist sup [x'(x)| < ||x]|.
ll2']l<1
(c) Sei w : X — X/U, x — [x] :== {x+ U}. Es ist w(u) = 0 fiir alle
u € Uund w(x) # 0 fiir alle x ¢ U.

BrrAUPTUNG: X /U ist ein normierter Raum mit

= inf ||x — .
> x/u ylguHx yllx

BEWEIS selbst.

Nach (a) gibt es ein | € (X/U)’ mit I(w(x)) # 0. Daw : X — X/U
linear ist, ist x’ := I o w ebenfalls linear.

(d) (1) = (2) Sei ¥’ € X’ mit x’|;; = 0 beliebig. Nach Lemma 2.11 ist
x'(x) = 0 fir alle x € X.

(2) = (1) Angenommen, U wire nicht dicht in X, dh. U € X. Dann
gibe es ein x € X mit x ¢ U. Mit (c) gdbe es dann ein x’ € X' mit x’|; = 0
und x'(x) # 0. Widerspruch! O

Seien X, Y normierte Rdume, T € £(X,Y). Mit Korollar 2.12(b) erhilt
man die folgende Formel fiir die Norm von T:

IT| = sup [Tx|| L2 sup |/ (T)l.
xeX, ||lx|I<1 xeX, ||x]|<1
yveY,|ly|<1

Satz 2.13. Die Abbildung T : €/(N) — (=(NY, (Tx)(y) == ¥ Subn,
n=1
x = (sy) € L}(N), y = (tn) € £*(IN) ist isometrisch, aber nicht surjektiv.
BEWEIs selbst.

Satz 2.14. Sei X ein normierter Raum. Ist X' separabel, so ist X ebenfalls
separabel.

BEMERKUNG. Die Implikation ,X separabel = X' separabel” ist im Allge-
meinen falsch. Beispiel: X = (1, X' = (>,
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Bewers. Sy = {x’ € X'|||«/|| = 1} ist separabel, d.h. es gibt eine
Menge {x;}ren mit {x;} = Sx. Zu jedem k € IN wihle ein x; € Sx :=
{x € X|||x|| = 1} mit |x}(x¢)| > 1. Setze U := lin{xy}.

BeEHAUPTUNG: U ist eine dichte Teilmenge von X.

BEwEIs. Sei ¥ € X' mit x'|; = 0 beliebig. Angenommen, x’ # 0.
O.B.d.A.sei [|x'[| = 1. Dannist x’ € Sx. Es gibt ein ko € N mit [|x"—x; || <

1. Es folgt

NG

1
5 < [ (k)| = [l (310) = %'k ) | < 1, = ¥l g x <

Widerspruch! Also ist ' = 0. Wegen Korollar 2.12(d) liegt U dicht.
Da {x;} abzdhlbar ist, ist X separabel. O

KOROLLAR 2.15. /1 C (£)’

BEwWEIs. Angenommen, ¢! = (¢*)". Da ¢! separabel ist, ist auch (¢*)’
separabel. Nach Satz 2.14 ist somit ¢ separabel. Widerspruch! (vgl. Bei-
spiel (2) in Abschnitt 1.7) O

Nun beweisen wir die Hinrichtung in Satz 1.36. Seien (X, || - ||x) und
(Y, |l - |ly) normierte Rdume, X # {0}. Sei (L(X,Y), || - ||x—y) vollstandig.
Wir zeigen, dass (Y, || - ||y) dann vollstdndig ist.

BEWEIs. Sei xo € X mit ||xo|| = 1 beliebig. Nach Korollar 2.12 gibt
esein ¥’ € X/, ||¥']| = 1, mit x'(x9) = ||x0|| = 1. Sei (y,) eine beliebige
Cauchyfolge in Y. Wir definieren

A, X =Y, x> x'(x)y,, neN.

Wegen
14w = Awll = sup [1"(x)(yn = ym)ll = [[yn = ym

[lxll<1
ist (A,) eine Cauchyfolge in £(X,Y), sie besitzt einen Grenzwert A €
L(X,Y). Setze yy = Axp. Nun betrachte
[yn = yoll = | Anxo — Axol| < [|An — Allf|x0] = 0 fiir 1 — oo.
Also ist die Folge (y,) konvergent. O

2.3. Der Satz von Baire und das Prinzip der gleichmifliigen
Beschrinktheit

SaTz 2.16 (Satz von Baire oder Bairescher Kategoriensatz). Sei (X, d)
ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum. Dann ist jeder abzihlbare Durch-
schnitt dichter offener Teilmengen dicht in X.

BEwErs. Seien (Oy)ien dichte offene Teilmengen von X. Seien x; € X
und 1 > 0 beliebig. Nach Satz 1.48(a) geniigt es zu zeigen, dass

<m Ok> ﬂBrl(Xl) #+ .

keN

Der Dutchschnitt O; N By, (x7) ist offen und nichtleer. Wahle ein x, € X
und ein 0 < rp < r1/2 so, dass Ky, (x2) C O1 N By, (x1). Der Durchschnitt
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O, N By, (x2) ist offen und nichtleer. Wéhle ein x3 € X und ein 0 < r3 <
r2/2 so, dass Ky, (x3) C O2 N By, (x2) u.s.w. Also gilt

(2.4) Krn+1 (x;/l_l,_l) C On m Brn (xn) C Brl (xl) m On

fiir alle n € IN und r, — 0. Nach dem Satz von Cantor (Satz 1.13) besitzt
die geschactelte Folge von abgeschlossenen Kugeln K;, (x,) genau ein Ele-
ment x € X mitx € K, (x,) fiir alle n € IN. Wegen (2.4) ist x € B, (x1) N Oy,
tir alle n € IN. Also gilt

X e (ﬂ Ok> ﬂBrl(xl).

kelN
]

KoRroLLAR 2.17. Sei (X, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum
und X = |J Ax mit Ay C X abgeschlossen. Dann existiert ein kg € IN mit
keN
Ay, # D.

BEMERKUNGEN. (1) Korollar 2.17 wird auch als Satz von Baire oder
Bairescher Kategoriensatz bezeichnet.

(2) A C X heifit nirgends dicht, wenn A keine inneren Punkte enthiilt.
A C X heifst mager (oder von erster Kategorie), wenn A sich als
abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen darstellen lisst. Eine
nichtmagere Menge heifst auch von zweiter Kategorie. Eine Menge, de-
ren Komplement mager ist, wird als residuelle Menge bezeichnet. Ins-
besondere besagt der Satz von Baire, dass jeder nichtleerer vollstindiger
metrischer Raum X von zweieter Kategorie ist.

BEISPIEL. (1) Die Menge der rationalen Zahlen ist mager in der Menge
der reellen Zahlen.
(2) Die Menge der irrationalen Zahlen ist residuell.
(3) Die Menge aller positiven reellen Zahlen ist nicht mager, aber auch nicht
residuell, da das Komplement ebenfalls nicht mager ist.

BEwEIS. Angenommen, jlk: @ tiir alle k € IN. Dann sind die Mengen
Oy := X\ Ay offen und dicht in X. Nach Satz 2.16 ist ﬂ Or # . Sei

keN
x € [ Ok beliebig. Dann gilt
keN
xe () X\A=X\J A=X\X=2.
keN keN
Widerspruch! U

Hier ist eine interessante Anwendung vom Bairschen Kategoriensatz.
BE1spIEL. Sei ¢ € (0,1) beliebig. Die Menge aller Funktionen
N:={feC([0,1]) | f ist nicht differenzierbar in ¢}
ist dicht in C([0,1]). Beweisidee: Sei

My = {feC([O,l])\ sup |f(€+h)2_}lf(§_h)’ gk}, kel

h>0
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Zeige, dass alle My abgeslossen sind und alle C([0,1]) \ My dicht sind. Sei nun
O = Mken C([0,1]) \ My. Nach dem Satz von Baire (s. Bemerkung (2) nach Satz
2.16) ist O dicht in C(]0,1]). Wegen O C N ist N ebenfalls dicht in C([0,1]).

Analog kann man zeigen, dass die Menge nirgends differenzierbarer
Funktionen dicht in C([0, 1]) liegt.

Sarz 2.18 (Prinzip der gleichmafiigen Beschranktheit oder Satz von
Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, M C
L(X,Y). Ist M punktweise beschrinkt, d.h. fiir jedes x € X gibt es ein C, > 0
mit || Tx|| < Cy fiir alle T € M, so ist M gleichmiifig beschriinkt, d.h. es gibt
eine Konstante C > 0 mit ||T|| < C fiiralle T € M.

BEWEIS VON SATz 2.18. Zuerst zeigen wir, dass es eine Kugel B, (xo) C
X mit r > 0 gibt so, dass M auf B,(xp) gleichméBig beschréankt ist. Zu
jedem k € IN sei X7y := {x € X|||Tx|| <k}, T € M. Setze

Xi:= () Xrx={x e X||Tx|]| <kVTe M}
TeM
Die Mengen X7 sind abgeschlossen. Daher sind auch X abgeschlossen.

Aus der punktweisen Beschrdnktheit folgt: zu jedem x € X gibt es ein

k € N mit x € Xj. Also ist X = | Xj. Mit Korollar 2.17 gibt es ein
kelN

ko € IN mit )O(k# @. Wahle xy € X, und r > 0 so, dass B,(xg) C X, gilt.
Esist ||Tx|| < ko fiir alle x € B,(xp) und alle T € M.
Sei nun x € B,(0) beliebig. Betrachte

ITx[| = [T Cx +x0) = Txol| < [IT(x + x0) || + [ Txoll < Ko+ Cuy-
Dann gilt fiir jedes T € M

1
IT = sup |T(e/r) = sup [[Tx]| < (ko +Cy)) = C.
x€B,(0) x€B,(0)

2.4. Das Prinzip der offenen Abbildung

DEFINITION 2.19. Seien X,Y normierte Riaume. Eine Abblidung f: X — Y
heifit offen, wenn das Bild f(U) jeder offenen Menge offen ist.

Sarz 2.20. Seien X,Y Banachriume und T: X — Y eine stetige lineare Ab-
bildung. Dann gilt:

(a) T surjektiv <= T offen (Prinzip der offenen Abbildung);
(b) Ist T bijektiv, so ist die Inverse T~ linear und stetig (Satz von der
inversen Abbildung).

BEwerss. (a) , <=“ Ist T (B1(0)) offen, so gibt es ein 6 > 0 mit B;(0) C
T (B1(0)). Da T linear ist, gilt dann B; (0) C T (By,5(0)). Folglich ist Bx(0) C
T (Br/s(0)) fiir alle R > 0. Daher ist T surjektiv.

V j/l

BEHAUPTUNG 1: Fiir jedes ¢ > 0 enthilt T (B,(0)) eine offene Kugel.
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Bewers: Offenbar ist X = | Bi(0). Da T surjektiv ist, gilt dann Y =
kelN
T(X) = |J T (Bx(0)). Nach dem Baireschen Kategoriensatz (Korollar 2.17)
kelN
gibt es ein kg € N, so dass T (By,(0)) eine offene Kugel enthilt. Sei r > 0
der Radius dieser Kugel. Dann enthilt T (B;(0)) eine offene Kugel vom
Radius r/ko. Folglich enthélt T (B¢(0)) enthélt eine offene Kugel vom Ra-

dius €' := ef:.
BEHAUPTUNG 2: T (B,(0)) ist konvex.

BEwErs: Zundchst zeigen wir, dass T (B¢(0)) konvex ist. Seien y1,y> €
T (B¢(0)) beliebig. Dann existieren x1,x2 € B¢(0) mit y; = Tx; und y, =
Txp. Sei A € [0,1] beliebig. Dann gilt

Ayt + (1= A)ya = T(Axy + (1= A)xa) € T (B(0)).

€B:(0)

Seiennun y1,y2 € T (B¢(0)) beliebig. Dann existieren Folgen (y1 ), (y2x)
in T (Be(0)) mit y1 x — y1 und yx — y» fiir k — co. Fiir A € [0, 1] beliebig
gilt:

7(5.(0))
Ayr+ (1= Ay = lim Ay + (1= Myag).
€T(B(0))

BEHAUPTUNG 3: Fiir alle € > 0 gilt B+(0) C T (B:(0)) mit &' := e
BEwEIs: Aus Behauptung 1 folgt, dass ein yo € T (B(0)) existiert, so
dass By (yo) C T (B¢(0)). Die Menge T (B¢(0)) ist symmetrisch um den
Nullpunkt, somit ist auch
By (=y0) C T (Be(0))-
Sei y € By(0) beliebig. Dann folgt:
I(vo+y) —woll <& = yo+y € Be(yo) C T (B:(0)),
I(=yo+y) +voll <€ = —yo+y € Ba(—y0) C T (B:(0)).
Mit Behauptung 2 ist y = 3(yo + ) + 3(—yo +y) € T (B¢(0)). Somit ist
By (0) C T (B:(0)).
BEHAUPTUNG 4: Fiir alle € > 0 gibt es ein ¢’ > 0 mit B.#(0) C T (B¢(0)).
BewEIs: Sei ¢x > 0, k € IN, eine beliebige Folge mit Z & =€, €0 = &.
k=1
Nach Behauptung 3 ist B, (0) C T (B, (0)) fiir geeignete & > 0, k € Ny
mit & — 0 fiir k — 0. Sei y € By (0) beliebig. Definiere (xi)ken, durch:
e Wegen y € By (0) ist nach Behauptung 3 y € T (B, (0)). Wahle
ein xg € B, (0) mit ||y — Txo|ly < €.
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e Wegeny —Txg € By (0) ist nach Behauptung 3y — Txo € T (B, (0)).
Wihle ein x1 € B, (0) mit ||y — Txo — Txq|]y < €, usw.
e Zujedem k € IN wihle ein x; € B, (0) mit ||y — Y5, Ty < €yt

oo
Wegen [|xi| < & konvergiert die Reihe ) _ ||x;| und somit auch die Reihe

k=0
)

X =: x. Es gilt
k=0

(o] [ee]
el < 3 llxll <o+ ) ex = 2e0

k=0 k=1
und

y = Tkz x; = Tx € By (0).
=0

Da y beliebig ist, erhalten wir somit By C T (B2, (0)) und daher By, ,, C
T (B, (0)).
BEHAUPTUNG 5: Fiir M C X offen ist T(M) offen.

BEwEIs: Sei y € T(M) beliebig. Dann existiert ein x € M mit y = Tx
und 0 € T(M — x). Wihle ein ¢ > 0 so klein, dass B.(0) € M — x. Aus
Behauptung 4 folgt, dass 0 ein innerer Punkt von T (B;(0)) C T(M — x).
Dabher ist y ein innerer Punkt von T(M). Folglich ist T(M) offen.

(b) T~! ist linear. Mit (a) folgt, dass T offen ist und T~ damit stetig.
O



KAPITEL 3

Dualitatstheorie

3.1. Schwache Konvergenz

DEerFINITION 3.1. Sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Folge (xx) in X konvergiert schwach gegen x € X (schreibweise:

Xk k—> x oder xy—x, xy—x), falls fiir alle x' € X' gilt:
—00

¥ (1) — ¥ ().

(b) Eine Folge (x;() in X' konvergiert schwach* gegen x’ € X' (schreib-

weise: X, k—> x" oder x; AN X =, «'), falls fiir alle x € X gilt:
— 00
X (x) P x'(x).
— 00

(c) Schwache und schwach* Cauchyfolgen werden analog definiert.

(d) Eine Menge A C X (bzw. X') heifit schwach folgenkompakt (bzw.
schwach* folgenkompakt), falls jede Folge in A eine schwach (bzw.
schwach®) konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.

BEMERKUNGEN. (1) Um den Unterschied zu der schwachen Konver-

genz zu verdeutlichen, wird manchmal die Normkonvergenz als die star-
ke Konvergenz bezeichnet.

(2) Die starke Konvergenz impliziert sowohl die schwache als auch die
schwach* Konvergenz.

(3) Da X' Punkte trennt (vgl. Korollar 2.12(a)), ist der schwache Grenzwert
eindeutig (falls er existiert).

(4) Es gibt eine Topologie auf X (bzw. X'), welche die schwache (bzw.
schwach*) Konvergenz erzeugt.

BEISPIELE. (1) Sei 1 < p < oo mit % +% =1, Q C R”" ein Gebiet.
fx = f schwach in LP(Q) gilt genau dann, wenn
—00

/g(x) x)dx P /g x)dx  firalle g€ L1(Q).
—00
0

(2) Sei 1 <p§oound%+% =1, QO C R" ein Gebiet. f k—>f
— 0

schwach* in LV (Q)) gilt genau dann, wenn

/g x) fr(x)dx P /g(x)f(x)dx fiiralle g € L1(Q)).

56
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(3) Essei S C R" kompakt und es seien fi, f € C(S). fi 2 f schwach
—00

in C(S) gilt genau dann, wenn

sup sup | fr(x)| < o0
x€S keIlN

und fi(x) P f(x) fiir alle x € S.

Sarz 3.2. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
(a) Aus x;, = x" schwach* in X' folgt: ||x'||x < liininf (EAS
— 00 —00

(b) Aus xy o schwach in X folgt: || x||x < lilgninf Ik x-
—00 —00

Ist X ein Banachraum, so gilt:

(c) schwach* konvergente Folgen sind beschrinkt.
(d) Es gelte xi — x (stark) in X und xj — x" schwach* in X'. Dann ist

() — ¥'(x).

BEMERKUNGEN. (1) (b) bedeutet, dass die Norm unter der schwachen
Konvergenz unterhalbstetig ist.

(2) Schwach konvergente Folgen sind im Allgemeinen nicht konvergent. Be-
trachte etwa die Folge (ex), ex = (6xj)j, in €7, 1 < p < o0, oder co. Dann
ist ey — 0 schwach, aber ||ex|| = 1. Schwach konvergente Folgen sind
jedoch stets beschrinkt (s. Lemma 3.7 unten). Damit zeigt man analog
zu (d) in normierten Riumen: x, — x schwach in X und x, — x' in
X" impliziert, dass x; (xx) — x'(x) ist.

(3) Der Folgenraum (' zeigt ein merkwiirdiges Phinomen, was die schwa-
che Konvergent angeht, niimlich: In ¢" ist jede schwach konvergente Fol-
ge stark konvergent (Lemma von Schur).

(4) Vollstindigkeit in (c) ist wesentlich: Betrachte auf (d, || - ||«) die Folge

xp ((xn)n) = kxg.
Dann ist x; — 0 schwach* in d', aber ||x;|| = k.

BewErs. (a) Fiiralle x € X gilt: |x; (x)| < [|x}]|x - || x| x- Wegen |x;(x)| —
|x/(x)] folgt daraus, dass |x'(x)| < liin inf ||x} || x - || x| x und folglich
—00

/
] = sup 1)
xeX Hx’ X

< liminf ||x; || x-
k—o0

(b) Analog zu (a) erhdlt man |x'(x)| < [[x'|x liFinf|]xk]|X fur alle
— 00

x" € X'. Wahle nun ein x’ € X’ mit ||x||x» = 1 und x'(x) = ||x||x (existiert
nach Korollar 2.12). Somit gilt ||x||x < lilgn inf || x| x-
—0

(c) Sei (x;) eine schwach* konvergente Folge mit Grenzwert x’, d.h.
x;.(x) P x'(x) fur alle x € X. Folglich ist sup |x;(x)| < co fiir alle x € X.
oo keN
Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 2.18) mit M := {x; |k € IN} gilt
sup ||x ]| x < oo.
keN
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(d) Es gelte x; — x stark, x; — x” schwach*. Betrachte

[ (%) = x ()| < (" = 2) ()| + [y (o — %))

< —x)@[+ Il -k
—————— ——r —_——
—0 beschréankt wegen (c) —0

O

Sarz 3.3 (Satz von Banach-Alaoglu). Sei X ein separabler normierter Raum.
Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel Ky(0) C X' schwach* folgenkompakt.

BEMERKUNG. Es gilt eine andere Version dieses Satzes: Sei X ein nicht not-
wendig separabler normierter Raum. Dann ist K1(0) C X' schwach* kompakt.
Auf die schwache* Folgenkompaktheit von Ky (0) kann aber aus diesem Satz nicht
geschlossen werden, weil die schwache* Topologie nicht notwendig das erste Ab-
zilhlbarkeitsaxiom erfiillt. Betrachte z.B. die Folge (x}) in (£*)' mit x,((xy)n) :=
xi. Die schwache* Kompaktheit wird in Teil II der Vorlesung erklirt.

BEWEIs. Sei {x, },en dichtin X. Ist (x;) eine Folge in X’ mit ||x;|| <1,
so sind (x}(x,))ken beschrankte Folgen in K. Mit dem Diagonalverfahren
findet man eine Teilfolge (x} ;) )ien so, dass llim Xy (xn) existiert fiir alle

—00
n € N. Daher existiert fiir alle y € lin{x,|n € N} ein x’(y) := llim x;(l)(y).
— 00

Das Funktional x” : lin{x,|n € N} — K ist linear und stetig, denn
X' (y)| = llim |x,’<(l)(y)| < |ly||. Nach Lemma 2.11 gibt es eine eindeutige
— 00

lineare Fortsetzung x” auf lin{x,} = X mit ||x’|| < 1. Sei nun x € X belie-
big. Zu beliebigem ¢ > 0 wihle ein y € lin{x,|n € IN} so, dass ||x —y|| < e
ist. Dann gilt
(" = x30)) ()] < NG =3 (x =) [+ [(x" = x50 (V)]
<2 |lx =yl + 1(x" = x4y (W)
_ ——

< —0 fiir [—o00

Somit ist x,’{(l) — x/ schwach*. O
BEMERKUNG. Die schwache Stetigkeit impliziert die Stetigkeit, d.h. aus

TXn L) 0
k—o0

fiir jede schwach konvergente Nullfoge (x,) folgt, dass

Tx, —— 0
k—0c0

fiir jede stark konvergente Nullfolge (x,). BEWEIS selbst.

3.2. Bidualraum und Reflexivitit

DEFINITION 3.4. Sei X ein normierter Raum. Der Dualraum von X' heifst
Bidualraum und wird mit X" bezeichnet. Zu jedem x € X ordne ein Element
x" e X" durch x"(x") := x'(x) Vx' € X' zu. Die Abbildung J : X — X",
x + x" heifit Dualitdtsabbildung oder kanonische Inklusion oder kanoni-
sche Einbettung.

BEMERKUNG. X" ist ein Banachraum.
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LEMMA 3.5. Sei X ein normierter Raum. Die Abbilung ] : X — X" ist eine
lineare Isometrie, also ||J(x)||x» = ||x||x fiir alle x € X. Ferner ist Bild(]) genau
dann abgeschlossen in X", also selber ein Banachraum, wenn X ein Banachraum
ist.

BEMERKUNG. Lemma 3.5 liefert eine einfache Konstruktion einer Vervollstiin-
digung fiir normierte Riume.

BeweEls. Betrachte
1T(x)[|x» = sup |x"(x")]

x'eX
lx]1<1
= sup |x'(x)]
x'eX’
[x[<1

Korollar 2.12(b) HXH

p— X‘
Somit ist | als Abbildung von X nach Bild(]) ein isometrischer Isomor-
phismus. Folglich ist (Bild(]), || - ||x#) genau dann ein Banachraum, wenn
(X, |l - |lx) ein Banachraum ist. O

LEmMMA 3.6. Sei X ein normierter Raum und | : X — X" die kanonische
Inklusion. Dann sind dquivalent:

(@) xx — x schwach in X
(b) J(xx) — J(x) schwach* in X".

Bewers. Fiir alle ' € X ist x/(x;) = J(x)(x') und x'(x) = J(x)(x').
O

LEmMma 3.7. Sei X ein normierter Raum. Dann sind schwach konvergente
Folgen beschrinkt (vgl. Satz 3.2(c) und Bemerkung (2) nach dem Satz).

Bewers. Es gelte x, — x schwach in X. Mit Lemma 3.6 folgt, dass
J(x,) — J(x) schwach* in X" konvergiert. Nach Satz 3.2(c) gilt dann
sup ||J(xy)|| < oo. Da J isometrisch ist, gilt sup ||x,|| < occ. O
neN neN

BEMERKUNG. (Vergleich schwache und schwach* Konvergenz in X'.) Die Fol-
ge x;. — x' konvergiert schwach in X' genau dann, wenn x"(x;) — x"(x') fiir
alle x" € X". Die Folge x; — x' schwach* in X' genau dann, wenn x;(x) —
x'(x) fiir alle x € X, d.h. wenn J(x)(x;) — J(x)(x') fiir alle x € X. Al-
so impliziert die schwache Konvergenz in X' die schwach* Konvergenz in X'.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Sei X = co, dann ist X' = (! und
X" = (. Betrachte die Folge (ex) in €' mit (e); = &j. Sie konvergiert schwach*
gegen Null, denn

Oxixj = xp — 0
]g\l ki k k—o0
fiir alle (xj) € co. Sie ist nicht schwach konvergent, denn

Y 1-5j=1

jeN
DEerINITION 3.8. Ein Banachraum heifst reflexiv, wenn die kanonische In-
klusion J : X — X" surjektiv ist.
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BEMERKUNGEN. (1) Aus der Tatsache X = X" (isometrisch isomorph)
folgt nicht die Reflexivitiit von X. Beispiel: Fiir x € cq setze
n—1 %
HxH = sup <Z |x”k+1 - x”k|2 + ’x”r - xn1‘2> .
n<np<..<mny \ k=1
Sei X = {x € co|||x|| < oo}. Dann gilt:
(@) (X, || -1) ist ein Banachraum.
(b) X = X"
(c) X ist nicht reflexiv, d.h. die kanonische Inklusion ist keine Bijektion.
(2) Ein Banachraum (X, || - ||) ist genau dann reflexiv, wenn jede geschach-
telte Folge von abgeschlossenen konvexen Teilmengen nichtleeren Durch-
schnitt hat (vgl. Bemerkung (3) nach Satz 1.13 und Satz 1.14).
(3) Ein Banachraum (X, || - ||) ist genau dann reflexiv, wenn jedes x' € X'
seine Norm auf K1(0) C X annimmt, d.h. wenn es ein x € K;(0) gibt
mit x'(x) = ||x’|| (Satz von James).

BEISPIELE. (1) €P und LP(Q)) mit 1 < p < oo sind reflexiv.
(2) ' und L' (Q) sind nicht reflexiv.
(3) £ und L= (Q) sind nicht reflexiv.
(4) co ist nicht reflexiv.
Sarz 3.9. Seien X,Y Banachriume. Dann gilt:
(a) Ist X reflexiv, so stimmen schwach* und schwache Folgenonvergenz in
X' iiberein.
(b) Ist X reflexiv, so ist jeder abgeschlossene Teilraum von X reflexiv.
(c) Ist T : X — Y ein Isomorphismus, so gilt: X reflexiv < Y reflexiv.
(d) X reflexiv < X' reflexiv.
(e) Ist X reflexiv, so gilt: X ist genau dann seperabel, wenn X' separabel ist.
Bewers. (a) klar nach Bemerkung vor Definition 3.8.
(b) Sei Y C X ein abgeschlossener Teilraum. Sei y” € Y” beliebig. Zu
x" € X' bezeichne x|y die Einschrankung von x” auf Y. Definiere x” € X"
durch x”(x') = y"(x'|y). Sei x := [ ' (x""). Wir zeigen: x € Y und Jy(x) =
y”, d.h. Jy ist surjektiv.
BEHAUPTUNG 1: x € Y.
Bewers. Fiir alle ¥’ € X' mit x|y = 0 gilt: x'(x) = 2" (x') =" (¥'|y) =
0. Nach Korollar 2.12 (c) existiert zu jedem z € X\Y einz’ € X' mitz'|y =0
und z’(z) # 0. Folglich ist x € Y.

BEHAUPTUNG 2: Jy(x) = y".

BEWEIs. Sei iy’ € Y’ beliebig, x' € X’ eine Fortsetzung von i’ nach dem
Satz von Hahn-Banach. Dann folgt: y'(x) = x'(x) = " (x') = y"(¥|y) =
y'(y'). Also ist ¥’ = Jy(x).

(c) Es gentigt den Fall zu betrachten, wenn X reflexiv ist. Sei y” € Y”.
Dann sei x” € X” durch x”(x') := y"/(x’ o T7!), ¥’ € X' definiert. Sei
y' € Y'. Dann gilt:

Y') =y (Y eToT ) =x"(y oT)
= oT)(Jx'(x") =y'(ToJx'(x")).
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Alsoisty’ =JyoTo ]§1x” . Daher ist JyoTo [y ! surjektiv und somit ist
auch Jy surjektiv.
(d) , =" Sei X reflexiv, x"”" € X" beliebig. Dann ist x”’ o Jx € X" und

x///(x//) — (x/// o ]X)(])zlx//) — x//(x/// o ]X)
fir alle x” € X", d.h. ¥ = Jx/(x" o Jx), also ist Jx surjektiv.

, <" Sei X' reflexiv, dann ist nach (=) auch X" reflexiv. Andererseits
ist Jx(X) C X" ein abgeschlossener Teilraum von X”, also nach (b) ist
Jx (X) reflexiv. Mit (c) ist X ebenfalls reflexiv.

(e) ,, <" ist Satz 2.14.

, =" Da X und X" isometrisch isomorph sind, ist X" separabel. Nach
Satz 2.14 ist X’ ebenfalls separabel. O

Sarz 3.10 (Satz von Eberlein-Smulyan). Ein Banachraum X ist genau
dann reflexiv, wenn die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) C X schwach fol-
genkompakt ist.

Wir beweisen nur die Implikation ,, =*.

BEWEIS. Sei (x;) eine Folge in K;(0) C X und Y := lin{x;}. Der Ba-
nachraum Y ist reflexiv und separabel. Daher ist Y = Jy(Y) separabel.
Nach Satz 2.14 ist Y’ ebenfalls separabel. Mit Satz 3.3 besitzt die Folge
(Jyxi)k eine schwach* konvergente Teilfolge (Jyx,); mit Grenzwert y” €

Y”, dh. (Jyxe,) (') P y"(y') fiir alle y' € Y. Setze x := J;1(y") € Y.
—00

Dann gilt fiir alle y' € Y":

(3.1) Y () = I () (v) —= y"(v) =¥/ (%)

[—o0
Sei ' € X' beliebig. Sei wieder x’|y die Einschrankung von x’ € X’ auf
Y. Dann folgt aus (3.1): x’(xy,) = (¥'[y)(xr,) — x'(x), d.h. xg P
— 00
schwach. 0

3.3. Das Spektrum

DerINTTION 3.11. Sei X ein Banachraum, sowie T € L(X).

(a) Die Resolventenmenge p(T) von T ist
p(T) :={A € K| T — Alx ist bijektiv } .
Wir schreiben kurz T — A .= T — Alx.

(b) Die Abbildung R : p(T) — L(X), R(A) = (T — A)~! heifit die Resol-
ventenabbildung oder Resolvente von T.

(c) o(T) := K\ p(T) heifit Spektrum von T.

(d) 0,(T) := {A € K| T — A ist nicht injektiv } heifst Punktspektrum,
0c(T) := {A € K| T — A ist injektiv, nicht surjektiv mit dichtem Bild }
heifit das stetige Sprektrum,
0+(T) := {A € K| T — A ist injektiv ohne dichtes Bild } heifit Restspek-
trum.

Es gilt 0(T) = 0,(T) Uoe(T) Uy (T).

BEMERKUNG. Alle A € 0,,(T) sind Eigenvektoren, d.h. es existiert ein Eigen-
vektor x € X \ {0} mit Tx = Ax.
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Bewers. Fiir alle A € 0,,(T) folgt, dass (T — A) nicht injektiv ist. Folg-
lich ist Kern(T) # {0}. Also finden wir ein x € Kern(T — A) mit den
gewlinschten Eigenschaften. i

BEISPIEL.
Seidim X < oo, T € L(X) beliebig. Dann gilt

0(T) = 0p(T) = {A € K| A ist Eigenwert von T }
0e(T) =0+(T) =D

PROPOSITION 3.12. Sei X = C([0,1]) und (Tx)(s) = [ x(t)dt (siehe

Proposition 1.45). Es gilt
o(T) = 0+(T) = {0}, 0c(T) = 0,(T) = @.

Bewers. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ist T injektiv. Bild(T) ist nicht dicht, denn (Tx)(0) = 0 gilt fiir alle x € X.
Folglich ist 0 € 0;(T).

BEHAUPTUNG: Sei A # 0. Dann ist T — A bijektiv.

BEwEis: Seiy € C([0,1]) beliebig. Betrachte die Gleichung Tx — Ax =y,
d.h.

(3.2) /O Tx(8) dt — Ax(s) = y(s).

Sei zunichst y € C1([0,1]). Dann ist (3.2) dem Anfangswertproblem &dqui-
valent

Y(s) — 1 x(s) = —1¥'(5)
_y(0)
x(0) = -

Das Problem besitzt eine eindeutige Losung
__yls) e / S mt/)
x(s) = T a2, e y(t)dt.
Sei nun y € C([0,1]) beliebig. Da C*([0,1]) dicht in C([0,1]) liegt, existiert
eine Folge (y,) C C!([0,1]) mit y, — y. Folglich ist die Folge (x,) mit

S/?\ S
Xu(s) = _yn(S) _ € / e—t//\yn(t) At
0

A A2
konvergiert mit Grenzwert x € C([0,1]). Aus Tx, — Ax, = y, folgt dann
Tx — Ax =y. Also ist T — A surjektiv.

Annahme: T — A sei nicht injektiv. Folglich gibt es ein x # 0 so, dass
Tx — Ax =0, d.h.

/ x(t)dt = Ax(s) fiir alles € [0,1].
0

Zu dieser Integralgleichung ist das folgende Anfangswertproblem &qiva-
lent:

Somit ist x = 0. Widerspruch! O
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Als Nebenprodukt des Beweis haben wir die Resolvente von T be-
stimmt:

es/)\ s
ROy (5) = -1 - 0 e triynyar

ProrosiTION 3.13. Sei X = {x € C([0,1]) | x(0) = 0} und (Tx)(s) =
o x(t)dt. Es gilt

o(T) = 0.(T) = {0}, 0:(T) = 0,(T) = &.

Bewers. Wie in Proposition 3.12 zeigt man, dass T injektiv ist. T ist

nicht surjektiv, denn
(s) = 0, s<1/2
A= s -1/ 2, s>1/2.

ist ein Element von X. Jedoch gibt es kein x € C([0,1]) mit fos x(t)dt =
y(s)-
BEHAUPTUNG: Bild(T) liegt dicht in X.

Bewers: Y := {x € C!([0,1])]|x(0) = x/(0) =0} liegt dicht in X (Be-
weis selbst). Sei y € Y beliebig. Also gilt y’ € X und y(s) = [; y/(t) dt liegt

im Bild(T).
Sei nun A # 0 beliebig. T — A ist bijektiv, denn fiir jedes y € X liegt
y(s) et /s —t/A
1 + A )y © y(t)dt
wieder in X. U

ProprosITION 3.14. Sei X = (7,1 < p < oo, a € (™. Sei
T: 0P — P, (x) — (apx,) mita = (a,) € £*.
der Multiplikationsoperator mit a. Dann gilt
0p,(T) = {A € K| A = ay fiir eink € N},
{A € K| Aist ein Hiaufungspunkt von (ay) und A # ay fiir alle k € N}
Jo(T), p<oo,
N {Ur(T), p=co

BEweErts. Sei (e,) die Folge mit (e, )y = 6. Dann gilt Te, = aye,. Somit
ist T — a, nicht injektiv, d.h. a, € 0,(T) fiir alle n € IN.

Sei nun A ein Haufungswert von (a,) mit A # a, fir alle n € IN. In
diesem Fall ist T — A injektiv.

BEHAUPTUNG 1: (T — A) ist nicht surjektiv.

BeEwEls: Angenommen (T — ) wire surjektiv. Folglich wire (T — A) ™1
stetig. Sei ¢ > 0 beliebig. Sei (a,,) eine Teilfolge von a mit a,,, b A. Wihle
—00

ein ko € N so grof, dass |a,, — A| < e Dann ist

(T = A) e | = 1 (ang, — A) e, I = lan, — A7 >

™ | =
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Also ist (T — A)~! undbeschrikt. Ein Widerspruch!

BEHAUPTUNG 2: Bild(T — A) liegt dicht in X, falls 1 < p < oo, und nicht,
falls p = oo.

BEwEIs: Sei zundchst 1 < p < co. Dann ist /7 separabel, d.h. zu jedem
k
y € X gibt es ein y. = ) ajej, ; € K, mit ||y — y¢|| < e. Betrachte die
j=1
Folge x, mit
— (We)n
(Xe)n == PR
Offenbar ist x, € ¢7 und (T — A)x, = y. Also ist y. € Bild(T).

Seinun p = oo, sowiee := (1,1,1,...) € £*. Angenommen Bild(T — A)
wire dicht in X. Folglich gibt es zu jedem ¢ > 0 ein x € £* mit ||y — e[/ <
e,y = (T — A)x. Sei (ay,, ) wieder eine Teilfolge von a mit a,, o A. Es gilt

—00

Yol = lan, = Alln| < |an, = Alllx]lo — 0.
— 00

Desweiteren folgt aus ||y — el < ¢, dass
Y =1 < [ly —ello <.
Also gilt |y, | > 1 — e fiir alle k € IN. Ein Widerspruch!

BEHAUPTUNG 3:
p(T) = {1 € K| A # afiir allek € N
und A ist kein Haufungswert der Folge (ay) }.

BEWEIS selbst. U
Hier sind einige weitere Beispiele ohne Beweis.
BEISPIELE. (1) Sei X = LF([0,1]), 1 < p < oo, (Tx)(s) := t(s)x(s)
der Multiplikationsoperator mit t € C([0,1]). Dann ist
op(T) = {A e K| ({AY)] >0},
o(T) ={t(s) |s € [0,1] }.

wobei | - | das Lebesgue-Maf$ bezeichnet.
(2) Sei nun t € L=([0,1]). Dann ist

o(T) ={A € K||Bild(t) N Bs(A)] >0Ve >0}
= {A c K| |[t71(U)| > Ofiir jede offene Umgebung U > A} ,
das wesentliche Bild der Funktion t.

Satz 3.15. Sei X ein Banachraum, sowie T € L(X). Dann gilt:
(@) p(T) ist offen.
(®) ||[Rr(A)|| > mﬁir alle A € p(T).
(c) p(T) > A+~ Rr(A) ist analytisch.
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(d) Es gelten die erste Resolventengleichung:
Rr(A) = Rr(A) = (A = A)Rr(A)Rr (M)
= (A = A)Rr(A")Rr(A)
sowie die zweite Resolventengleichung:
Rr(A) = Rs(A) = Rr(A)(S — T)Rs(A)
= Rs(A)(S—T)Rr(A).
(e) o(T) ist kompakt. Genauer: |A| < ||T|| VA € o(T).
(f) st K=C,soisto(T) # .
Bewers. (a),(b),(c): Sei Ay € p(T) beliebig. Sei A € K mit
(33) [Ao = Al < (T —=A0) I
beliebig. Es gilt

T—A=(T=Ap) = (A=Ao) = (T = 20) (I= (A= Ao)(T = A0)").

[ee]

Wegen (3.3) ist die Reihe ) | ((A — Ao)Rr(A0))¥ konvergent. Aus
k=0

(I —(A—Ag)Rr(Ao)
=

)
0
=T1—(A=A)VRr(A)NT! ——

N—oo

}N: ((A = Ag)Rr(A))"
1

folgt, dass
2 ((A = A0)Rr(A0)) = (I = (A = Ag)Rr(Ag))

gilt. Also ist (I — (A —Ag)(T — Ag)~!) invertierbar. Somit ist auch T — A
invertierbar. Daher ist A € p(T) und p(T) offen. AuBerdem gilt

o]

Rr(A) = (I— (4~ A0)Rr(Ao) ) T Rr(A0) = Y (A — Aol Rp(Ag)FH
k=0

Also ist Rp(A) analytisch.
Sei A € ¢(T) beliebig. Mit (3.3) folgt

A= Ao = (T = 20) 7M™ = A = A0 ™" < [[Rr(Ao) |

= sup |A— Ao/ < [[Rr(Ao)|l = < [[Rr (o)l

Aeo(T)

(d) Seien A, B € L(X) invertierbar. Es gilt
AT -—Bl=AYI-ABH=AYB-A)B!
=B '(BA'-1)=B(B-A)A"L

Setzenun A = T—Aund B=T—-A.Dannist B— A = A — A’ und
die erste Resolventengleichung ist bewiesen. Ist hingegen A = T — A und
B=S—-A,s0ist B— A =S —T. Es folgt die zweite Resolventengleichung.

1
dist()\o, O'(T))
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(e) Sei A € K mit |A| > ||T||. Dann folgt
Tl _ [Tl

oY 3= <
Wegen
e (a2 TN
oyt (-4 (i
-1 0
= )1 ([ — T) (%_4) AL 2 AT

A n=0

ist A € p(T).

(f) Angenommen o(T) = &, d.h. p(T) = C. Wéhle ein Ay € C und sei
A € Cmit [A —Ag| < ||(T - Ag) ! ~! beliebig. Dann gilt

[ee]

Rr(A) = Y (A = Ao)*Rr(Ag)H.
k=0
Seil € L(X)' beliebig. Wegen der Linearitit und Stetigkeit gilt dann

[ole]

I(Rr(M)) = k;)(/\ — A0)I(Rr(A)H).

Da A € C beliebig ist, ist
fir€Co2A— l(RT(/\)>

ist eine ganze analytische Funktion. Sei nun |A| > 2||T||. Dann gilt

T k

HRe(A)] < IR < A Y | &

k=0

Lo (NS 200
< A (> < 2t o 1B
i k;) 2 AL T
Folglich ist f; beschrankt, und somit nach dem Satz von Liouville konstant.
Sei Ay = 0. Dann ist
AT =1((T-A)7h)
k=0
Folglich ist [(T~*=1) = 0 fiir alle k € IN. Insbedondere ist /(T~2) = 0. Da
| € L(X)' beliebig ist, gilt [(T~2) = 0 fiir alle [ € L(X)'.
Ist T=2 # 0, so gibt es nach Korollar 2.12(a) ein | € £(X)' mit [(T2) #
0. Also ist T=2 = 0. Widerspruch! O

Satz 3.16. Sei X ein Banachraum und T € L(X).

fi konst.

1(T™h).

(a) Fiiralle A € o(T) gilt: |A| < r(T) := limsup /|| T"||.
n—o0
(b) Falls K = C, so gibt esein A € o(T) mit |A| = r(T).

Fiur K = C gilt also 7(T) = max{|A||A € ¢(T)}. Daher nennt man
r(T) den Spektralradius von T.
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3.4. Schlussbemerkungen
3.4.1. Konvexitit und schwache Konvergenz.

Satz 3.17 (Satz von Mazur). Sei X ein Banachraum und (xy) eine Folge
in X, die schwach gegen x € X konvergiert. Dann gibt es eine Folge (yy), die
aus endlichen Konvexkombinationen der x besteht, die stark gegen x konvergiert.
Genauer: Es gibt reelle Zahlen t;, i € N, mit 0 < t;; < 1lund }_ t; =1,

i=1
wobei fiir jedes k nur endlich viele ty ; nicht verschwinden, mit

o0
=) trixi ——x.
Yk ; k,iri oo
Im Hilbertraum ladsst sich der Satz von Mazur zum Satz von Banach-
Saks verschérfen.

Satz 3.18 (Satz von Banach-Saks). Sei X ein Hilbertraum und (xy) eine
Folge in X, die schwach gegen x € X konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge
(xx,) mit

— =

I
Y xp = x.
i=1

3.4.2. Konvexitiat und Reflexivitait.

DEFINITION 3.19. Ein normierter Raum X heifst gleichmafig konvex, wenn
es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass folgendes gilt: Sind x,y € X mit
Il <1, [lyll < 1und ||3(x +y) | > 1 -6, 50 folgt [lx —y|| <e.

Dies ist eine Eigenschaft der Norm. Geht man zu einer dquivalenten
Norm tiber, so kann diese Eigenschaft verlorengehen.

Sarz 3.20 (Satz von Milman). Jeder gleichmiifig konvexe Banachraum ist
reflexiv.

Es gibt jedoch reflexive Banachrdume, die nicht gleichmiflig konvex
sind.



KAPITEL 4

Hilbertraume

4.1. Vektorraume mit Skalarprodukt

DEFINTTION 4.1. Sei X ein Vektorraum iiber K € {IR,C}. Eine Abbildung
(-,-) + X x X — K heifdt ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf X,
wenn gilt:

(@) (x,x) >0 fiiralle x € X, (x,x) = 0 gilt genau dann, wenn x = 0,
b) (x,y) =(y,x) VxyeX

© (x,Ay) =A{x,y) VxyeX, VAcK,

(d) (xv,y+z)=(v,y)+(x,z) VxyzelX

Gilt statt (a) nur

(@) (x,x) >0 fiirallex € X,
so heify (-,-) Semiskalarprodukt. (X, (-,-)) mit Skalarprodukt (-,-) heifit ein
Vektorraum mit Skalarprodukt oder Prahilbertraum.

BEMERKUNG. In manchen Biichern wird statt (c) die Bedingung (Ax,y) =
A(x,y) verlangt.

Zunichst listen wir einige einfache Eigenschaften des Skalarproduktes
auf:

o (Ax,y) © {y, Ax) © My, x) = A {y,x) © Mx,y), (Antilinearitit)
(b) (d) (b)
o (x+y,z) =(zx+y) = (zx)+(zy) = (52)+ (2).

Sarz 4.2 (Schwarzsche Ungleichung oder Cauchy-Schwarz-Ungleichung
oder Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung). Ist (-,-) ein Skalarpro-

dukt auf X und ist ||x|| := /(x, x), so gilt:
(4.1) [yl < lxll-llyll VxyeX
Es gilt |(x,y)| = ||x|| - ||y|| genau dann, wenn x und y linear abhingig sind.
Bewers. O.B.d.A. seien x # 0 und y # 0. Fiir alle t € R betrachte
0 < |x+tyl]|*>= (x+ty,x+ty)
=[x+ t((xy) + (v, 2) + 2yl
= |x|® +2tRe (x,y) + |ly|* =: p(t).
Die Nullstellen des quadratischen Polynoms p(f) sind
,_ _Relny) , VRe(wy) [Ty

lyl12 lyl12

Aus p(t) > 0 folgt, dass das Polynom hochstens eine Nullstelle besitzt.
Somit gilt

Re (x,y)" = [x[*lyl* <0 = [Re(x,y)| < [x]yl.
68
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Ist K = R, so ist die Ungleichung |(x,y)| < |/x||||y|| bewiesen. Sei nun
K = C. Wihle ein ¢ € C mit |c| = 1 so, dass |(x,y)| = c(x,y). Dann ist
[(x,y)| = c(x,y) = Rec(x,y) = Re (x,cy) = [Re (x,cy)| < [lx][lleyll = [Ix[[]ly],
denn

leyll* = (ey, cy) = eley,y) = cely,y) = | {y,y) = (.y) = [yl
Somit ist (4.1) bewiesen.
Seien nun x und y linear abhédngig. Dann ist x = ay oder y = ax fur
ein a € K. Fiir x = ay ist

[(xy)| = ey, y)| = [aly, >|=!ﬂ|<y, ) = lalllyll®

=yl Calllyll) = llyll\/aa(y, y) = [lyll\/ (ay,ay) = llyll\/ (x %) = [lyll]}x]-

Analog fiir y = ax erhdlt man die Gle1chung [(x, )| = |lyl|l|x]]-
Es gelte umgekehrt |(x,y)| = ||x||||y||.- Wéahle ein ¢ € K mit |c| =1 so,
dass |{(x,y)| = ¢(x,y). Dann ist

(ex,y) = e y) = [ y)| = Ixlllyll = llex[liy]l-
Sei X := ¢cx. Dann ist (X,y) = ||x]|||y||- O.B.d.A. sei y # 0. Folglich gilt
(Re (x,y))? = ||x]]*|ly||*> und das quadratische Polynom p(t) := ||x + ty||?
hat eine doppelte Nullstelle t) = — Rﬁﬁ’zy ), dh.

(¥ +toy, ¥ + toy) = || ¥+ toy[|* =0
= X+toy=0=cx+tyy =0.
Folglich sind x und y linear abhdngig. U

BEMERKUNG. Die Schwarzsche Ungleichung gilt auch fiir Semiskalarproduk-
te. Beweis selbst.

KOROLLAR 4.3. Ist (-, -) ein (semi)Skalarprodukt, so ist ||x|| := /(x, x) eine
(halb)Norm.

Bewers. Man verifiziert die Eigenschaften (a)-(c) aus Definition 1.3:
(@ |Ix|| =0< (x,x) =0 x =0,

(b) [[Ax]| = v/(Ax, Ax) = V/IA[(x, x) = [Al]Ix]],

(©)

lx+yll> = (x+yx+y)
| x|* + [|v]|* + 2Re (x, )
< Ix[P+ yl* +2(x )|

Schwarz

IN

]I + [y 11 + 2]l x [ 1yl
([l =+ ly 1)

O

Sei X ein Préhilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann ist X x X =
{(x1,x2) | x1,x2 € X} ein normierter Raum mit der Norm

Ger,x2) e = 4/ (v, 10) + 4/ G2, 02),
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Satz 4.4. Die Abbildung (-,-) : X x X — K ist stetig.

BEWEIs. Seien x,y € X beliebig. Seien (x,) und (y,) Folgen mit x,, —
X, Y» — y. Betrachte

[(x,y) — (xXn, yn)| = [,y — yn) + (X — X, Yn)|
< oy —yn)l + [(x = xn, yn)|
Schwarz
< lxl[ ly = vall + [[x = xal| lynl ——0
——— N/ 1T
—0 —0 —y

BrisPiELE. Die Vektorriume
n
(1) K" mit (x,y) := '21 Xjyj,
]:

3

() /2 mit (x,y) := _21 Xiyj,
]:

(3) C([0,1]) mit {f,g) :=

sind Priihilbertriume.

f(x)g(x)dx

o

Eine Verallgemeinerung des Skalarproduktes ist die Sesquilinearform.

DEFINITION 4.5. Eine Abbildung s : X x X — K heifit Sesquilinearform
auf X, wenn fiir alle x,y,z € X und alle a,b € K gilt:
(@) s(x,ay +bz) = as(x,y) + bs(x, z)
(b) s(ax +by,z) = as(x,z) + bs(y, z)
Ist K = R, so nennt man s auch Bilinearform. Die Abbildung q : X — K,
q(x) := s(x, x) heifSt die durch s erzeugte quadratische Form.

Man beachte, dass wir keine Symmetrie fiir s(x,y) vorausgesetzt ha-
ben.

Satz 4.6. Es sei X ein komplexer Vektorraum, s eine Sesquilinearform auf X,
q die zugehorige quadratische Form. Dann gilt fiir alle x,y € X die Polarisie-
rungsidentitat

s(x,y) = - (q(x +y) — q(x —y) + iq(x — iy) —ig(x + iy)).

I

Beweis selbst.

BEMERKUNG. Ist K = R, so wird im Allgemeinen die Sesquilinearform
durch ihre quadratische Form nicht eindeutig bestimmt. Beispiel:

— _(*x 2 _ (I 2
) = — , = R?, = R-.
s(x,y) = x1y2 — X241, X <x2> € y <y2) €
Die zugehirige quadratische Form ist q(x) = s(x, x) = x1x2 — xx1 = 0.
Sarz 4.7. Ist s eine Sesquilinearform auf dem (reellen oder komplexen) Vek-

torraum X und q die durch s erzeugte quadratische Form, so gilt fiir alle x,y € X
die Parallelogrammidentitat:

q(x+y) +q(x—y) =2(9(x) +q(y)).
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BEwETIs.
qx+y)tqx—y)=s(x+yx+ty)+s(x—yx—y)
s(x,x) +s(y,y) +s(x,y) +s(y,x)
s(x,x) +s(y,y) —s(x,y) —s(y, x)
s(x,x) +s(y,y) +s(x,x) +5(y,y)
29(x) +2q(y).

=+

O

DErFINITION 4.8. Eine Sesquilinearform s auf X heifit hermitesch, wenn

fiir alle x,y € X gilt: s(x,y) = s(y,x). Im reellen Fall heifit eine hermitesche
Sesquilinearform auch symmetrisch.

Satz 4.9. Es sei s eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum
X und q die zugehorige quadratische Form. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) s ist hermitesch,

(b) qist reell, d.h. q(x) € R fiiralle x € X,

(c) Res(x,y) = 1(q(x +y) —q(x—y)) fiiralle x,y€X,
(d) Ims(x,y) = 3(q(x —iy) —q(x +iy)) fiiralle x,y € X.

BEwEts. (a) = (b): q(x) =s(x,x) =s(x,x) =q(x) € R.
(b) = (c): Aus der Polarisierungsidentitit (Satz 4.6) folgt

Res(x,y) = iRe (9(x+y) —a(x —y) +iq(x = iy) = iq(x +iy))

= %(Q(Hy) —q(x = y)).

() = (d): Ims(x,y) = —Reis(x,y) = Res(x, —iy) © Hg(x —iy) —

q(x +1y)).
(d) = (a):

s(x,y) = Res(x,y)—ilms(x,y)
Imis(x,y) — ilms(x,y)

~

Ims(x,iy) — ilms(x,y)
= %(q(Hy)—q(x—y)—iq<x—iy)+i‘7(x+iy))
= i(q(gﬂ—y) —q(x —y) —iq(y +ix) +ig(y — ix))

1 . . . ,
= 2@y +x) —qly —x) —iqly +ix) +ig(y — ix))
= s(y,x).
d.h. s ist hermitesch. O
Sarz 4.10. Ist s eine Sesquilinearform auf einem reellen Vektorraum X und
q die zugehorige quadratische Form, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) s ist symmetrisch,
b) s(x,y) = 1(qg(x+y) —q(x—y)) firalle x,y€ X.
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BEWEIs selbst.

DEerFINITION 4.11. Eine hermitesche Sesquilinearform s auf X heifdt positiv,
wenn s(x,x) > 0 fiir alle x € X. Sie heifst strikt positiv, wenn s(x,x) > 0 fiir
alle x € X \ {0}. Die zugehorige quadratische Form q heifSt positiv, bzw. strikt
positiv, wenn s positiv, bzw. strikt positiv ist.

Sarz 4.12. Eine strikt positive (bzw. positive) Sesquilinearform s auf X ist
ein Skalarprodukt (bzw. Semiskalarprodukt).

BEwEISs ist klar.

Satz 4.13 (Satz von Jordan-von Neumann). Eine Norm || - || auf einem
Vektorraum X ist genau dann durch ein Skalaprodukt erzeugt, wenn die Paralle-
logrammidentitit

I+ yl1* + [lx = ylI* = 2(1Ix[1* + Ily[1*)
gilt. Das Skalarprodukt ist dann gegeben durch

oy = L VI = =yl il = iyl =+ i), X
Hllx+yl2 = Ilx—yl?), K

&
R.

BEWEIS. , =" bereits bewiesen.
,<" Sei K = R. Definiere (x,y) = (||x + y[|> — [|x — y||?).
(1) Positivitat: (x, x) = 1[12x||? = [|x[|> > 0 und (x,x) = ||x|> =0 &
x=0.
(2) Symmetrie: (y,x) = 3(|ly + x| — [ly — x[*) = (llx +y[* — |x -

yl?) = (v ).
(3) Additivitat:

1
(xy)+(x,z) = E(Hx+yHZ—Hx—y||2+|\x+7~||2—Hx—Z||2)
1 y+z y—22 y+z_y—22
= 4<Hx+ + 7 +Hx+ R
2 2
B _y—l—z y—z B _y+z_y—z
Hx 2 T2 Hx 2 2 ):

Mit der Parallelogrammidentitét erhalten wir nun

1 y+z 2 y—z 2 y+z 2 y—z 2
<x’y>+<x’z>_2<Hx+ 2 +H2 T2 T 2
2
|y ¥tz
()

2

Mit z = 0 folgt

(42) < ,

y> firalle x,yec X

N =
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und daher
(x,y) + (x,z) = 2<x,§(y+z)> = (x,y +z).

(4) Mit Induktion folgt aus (4.2), dass 27" (x,y) = (x,27"y) fir alle
n € Ny gilt. Wegen (3) ist (x,2y) = 2(x,y). Wieder mit Induktion

erhalten wir die folgende Gleichung
27"m(x,y) = (x,27"my) furalle n,m € Nj.

Sei nun A > 0 beliebig. Dann existieren Zahlen A, = my; 27"

mit my, 1, € INg so, dass A k—> A. Dann gilt
—00

[(x £ Axy) — (x £ Ay)]|

| (A = M)yl
= A= Alllyll —20
—00

[llx £ Ayl = llx = Ayll] <

Folglich ist (x, Ayy) —— (x, Ay) und daher

k—o0
Ax,y) = lim Ag(x,y) = lim (x, \gy) = (x, Ay).
k—o0 k—oo
Auflerdem gilt

(x,—y) =5 (lx—ylP = lx+yl?) =

el Y Y

(I + 92 = llx = yl?)
= —(xy).
Also ist A(x,y) = (x, Ay) fur alle A € R.
Den Fall K = C behandelt man analog.

BeispiEL. Die Supremumsnorm auf C([0,1]) ist nicht durch ein Skalarpro-
dukt erzeugt. BEWEIS selbst.
DErINITION 4.14. Ein vollstindiger Prihilbertraum heifst Hilbertraum.

0

BEISPIELE. (1) (£2(IN),|| - ||l2) mit Skalarprodukt {x,y) := f Xy ist
i=1

ein Hilbertraum (vgl. Beispiel (4) nach Definition 1.12).
(2) Der Prihilbertraum (C([0,1)), || - ||2) mit Skalarprodukt

1 1
I£ll2:= ([ 1£ (o) P!
ist kein Hilbertraum (vgl. Beispiel (1) nach Definition 1.12).

BEMERKUNG. Jeder Prihilbertraum (X, (-,-)x) besitzt eine Vervollstindi-
gung zu einem Hilbertraum (X, (-, -) ). Die lineare Isometrie E : X — X erfiillt

(E(x), E(y))x = (% ¥)x

fiir alle x,y € X.
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BEMERKUNG. In einem Prihilbertraum X gilt fiir beliebige x1,...,x, € X

n 2 n )
Zijj =2" 2 ||x]|| .
j=1

j=1

(&1,0esen)E{E1}
BEWETISs selbst.

4.2. Orthogonalitit

DerINTTION 4.15. Sei (X, (-, -)) ein Prihilbertraum. Seien A, B C X belie-
big.
(a) x € X heifst orthogonal zu y € X, in Zeichen x L y, wenn (x,y) = 0.
(b) x € X heifst orthogonal zu A, in Zeichen x L A, wenn x L y fiir alle
y €A
(c) A heifit orthogonal zu B, in Zeichen A L B, wenn x L vy fiir alle
x€ A y€B.
(d) Das orthogonale Komplement zu A (oder Orthogonalraum zu A)
ist die Menge At :={x € X|]x LyVye A}

BEMERKUNG. (1) Offenbar gilt: {0}+ = X, X+ = {0}.
(2) Aus A C B folgt A+ D B*. Zum Beweis wiihle ein x € B*. Es gilt
(x,y) =0 fiiralley € B"S" (x,y) =0Vy € A= x € AL,
(3) Aus x Ly folgt ||x +y||* = ||x]|* + ||y||* (Satz von Pythagoras).

Satz 4.16. Sei (X, (-, -)) ein Prihilbertraum. Sei A C X beliebig. Dann gilt:

(@) At ist ein abgeschlossener Teilraum von X
(b) At = (A)*
() At =(1inA)t = (linA)*

BEWwEIs. (a) Seien x,y € A beliebig. Dann gilt (x,z) = 0und (y,z) =0
fiir alle z € A. Folglich ist {(ax + by, z) = a(x,z) + b{y,z) = 0 und somit ist
ax+by € AL, d.h. AL ist ein Vektorraum.

Sei z € A beliebig. Die Menge {x € X|(x,z) = 0} ist abgeschlossen.
da die Abbildung x — (x,z) stetig und {0} abgeschlossen ist. Folglich ist
A+ = N {x € X|(x,z) = 0} abgeschlossen.

z€A

(b) ,0” Wegen Bemerkung (2) nach Definition 4.15 folgt aus A C A
die Inklusion A+ D (A)*.

,C“ Sei x € At beliebig. Dann gilt (x,z) = 0 fiir alle z € A und daher
(x,z) = 0 fiir alle z € A. Folglich ist x € (A)+ = A+ C (A)*.

(c) Wegen Bemerkung (2) nach Definition 4.15 folgt aus A C lin A die
Inklusion A+ O (lin A)*.

Sei x € At beliebig. Dann ist (x,z;) = (x,z;) = O fiir alle z;,z; € A
und daher (x,az; + bzy) = 0. Somit gilt (x,z) = 0 fiir alle z € lin A, d.h.
x € (lin A)* O

Sarz 4.17 (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum. Sei A eine kon-
vexe, abgeschlossene Teilmenge von X. Dann gibt es zu jedem x € X genau eine
beste Approximation in A, d.h. es gibt genau ein y € A mit

lx =yl = d(x, A) := inf ||x — z]].
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BEMERKUNG. Die Aussage ist fiir allgemeine Prihilbertriume oder Banachriu-
me falsch!

(1) Betrachte den Prihilbertraum X = C([—1,1]) ausgestattet mit der || - ||2-
Norm. Er ist kein Hilbertraum. Die Menge

A:={feC([-1,1])|f(x) =0 firalle x <0}

ist konvex und abgeschlossen. Fiir den Bewis der Abgeschlossenheit betrachte eine
beliebige konvergente Folge g, € A mit Grenzwert § € X. Dann gilt

0 1
Is—gull> = [ lgOPde+ [ 1ga(6) — g(0) 4
und folglich

0
[ ls®)]
Also ist /01 lg(t)]

(x) = 1fiirallex € [—1,1]. Dann ist d(g, A) = 1, denn fiir alle f € A

1
Hf—mF=1+A\ﬂw—u%n
und fiir jedes f € A gilt jedoch || f — g|| > 1. Sommit gibt es in A keine beste
Approximation zu g.

1
2t = 3= all3 = [ lgu(t) —g(t)Pdt —0.

n—oo

2dt = 0, d.h. g(t) = 0 fiir alle t € [0,1].

(2) Sei nun X = C([0,1];R) mit der Maximumsnorm || - ||co. Die Menge

A:{fexy[ﬁfmw—l;ﬂow:1}

ist abgeschlossen und konvex. Fiir den Beweis definieren wir ein lineares Funktio-
nal x' : X — R durch

1/2 1
()= [ fwde- [ o

1/2
Das Funktional ist stetig, denn

1/2 1
KOI< [0l [ If©le < .
Also gilt A = {f € X |x'(f) = 1} und somit ist A konvex und abgeschlossen

Seinun f € X mit || f|| < 1 beliebig. Dann ist
1/2

f(h)dr <1/2

1
und f(H)dt > —1/2
1/2

und somit x'(f) < 1. Also gilt || f|| > 1 fiir alle f € A. Die Folge

1/1 1\ ! 1\ ! 1 te[(l),%:%l] 1
fn(f)3:2<2—n) <1+2n> n(1/2—t), tely—yu 3+l
-1, te[r+11].
liegt in A und nh_r%\o | full = 1. Folglich ist f12£ | fll = 1 und somit d

(0,A) =1.
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Angenommen, es gibe ein f € A mit || f|| = 1. Dann ist

X'(f)=1 & /01/2(1—f(t))dt+/1i2(1 + f(t))dt = 0.

Die Funktionen 1 — f(t) und 1+ f(t) sind stetig und nichtnegativ. Folglich gilt
f(t) =1auf[0,1/2) und f(t) = —1 auf [1/2,1]. Widerspruch!

(3) Sei X ein Banachraum, A C X abgeschlossen und konvex. Fiir jedes
x € X existiert eine beste Approximation in A genau dann, wenn X reflexiv ist.
Ist X strikt konvex, so ist die beste Approximation eindeutig. Ein normierter
Raum X heifSt strikt konvex, wenn fiir alle x,y € X, x # y mit ||x|| = |ly|| =1
gilt XT—F]/ < 1. Ein normierter Raum ist genau dann strikt konvex, wenn jeder
Randpunkt der Einheitskugel B1(0) ein Extremalpunkt ist, d.h. lisst sich nicht

als eine nichttriviale konvexe Kombination zweier Punkte aus B1(0) darstellen.

BEWEIs VON Satz 4.17. (1) Existenz: Es gibt eine Folge (y,) in A mit
|x —yul| — d(x, A). Da A konvex ist, gilt 1 (v, +ym) € A firallen,m € N
und ||x — y”;ﬂﬂ — d(x, A) fiir n,m — oo, denn

CYntym| 1 iz
| = Y] < Sl + 3l =l o )
und
| = ¥ > dx, ),
Betrachte
Iy —yal® = NGr=ya) = (x = ym)]?
Satz 4.7
7 2(llx =yl + llx = yml12) = 2% = (o + y) 2
2 2 Yn+Ym 2 .
= 2lx =yl lx =yl — 42 = T 0,

Somit ist (y,) eine Cauchyfolge. Folglich existiert ein y € A mity, — v
und Jx — yl| = lim [lx — ya|| = d(x,A).

(2) Eindeutigkeit: Seien y,z € A mit |[x —y|| = ||x — z|| = d(x, A).
Die Folge (y,z,Y, z, ...) ist eine Cauchyfolge. Da sie konvergent ist, gilt y =
z. U

Satz 4.18 (Projektionssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X ein abgeschlos-
sener Teilraum. Dann gilt:

(a) Jedes x € X lisst sich eindeutig in der Form x = y + z schreiben mit
y € M und z € M*. Das Element y heifit die orthogonale Projektion
von x auf M.

(b) M+ =M.

Bewers. (a) (1) Existenz: Wahle y € M als die beste Approximation
von x in M. Setze z = x — y. Es geniigt zu zeigen, dass z € M+, d.h.
(w,z) = 0 fiir alle w € M. O.B.d.A. sei w # 0. Da M ein Vektorraum ist,
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ist y +aw € M fiir alle a € K. Betrachte
d*=d(x, M)? < |lx = (y+aw)]|?
I(x = y) — aw]]?
= |lz - aw]f?
Iz — 2Re (a(z, w)) + |af?[|w]]*.
Andererseits gilt d*> = ||z||2. Folglich ist
|a)?||w]||* — 2Re (a(z,w)) > 0.

Insbesondere fiir a := % erhalten wir:
[(w, z)|? [(w, z)|? [(w, z)|*
— 2R >0 = — = >0 = } — 0,
fefz =2 ez ) 2 w2 = (w2)

d.h. w L z fiir alle w € M. Somit ist z € M.

(2) Eindeutigkeit: Es gédbe zwei orthogonale Projektionen von X auf M,
dh.x =y+zund x =y + 2 mity,y € M und z,z € M*. Dann gilt
y—y € Mund z —z/ € Mt und somity —y' =z’ —z € MN M+ = {0},
dh.y=9y'undz =7

(b) Sei x € M beliebig. Dann gilt {x,y) = 0 fiir alle y € M+, d.h. x €
M*+ und damit M C M+, Umgekehrt, sei x € M*+.Seiy € M C M++
die orthogonale Projektion von x auf M, d.h. x =y +z mit z € M*. Dann
istz=x—-y € M-NM*+ = {0} und damit x = y. Folglich ist x € M
und damit M+ C M. 4

KOROLLAR 4.19. Sei X ein Hilbertraum, A C X eine Menge. Dann gilt:

(a) ALt =1lin A ist der kleinste abgeschlossene Teilraum, der A enthiilt;
(b) Es gilt A+ = {0} genau dann, wenn lin A = X, d.h. wenn A total ist.

BEwWEIs selbst.

DerFINITION 4.20. Sind My, My Teilriume von X mit My N M, = {0},
so heifit My+M; := {y1 + y2ly1 € My, y2 € My} die direkte Summe von
My und My. Ist My L My, so gilt offenbar My N My = {0}. In diesem Fall
schreibt man My @ M, statt My+M,. My @ M, heifit orthogonale Summe. Ist
M = M; & M, mit My, My abgeschlossen, so schreibt man M; = M © M.

Sarz 4.21. Es sei X ein Hilbertraum. Dann gilt:

(a) Fiir Teilriume My, My C X ist My @ My genau dann abgeschlossen,
wenn My und M, abgeschlossen sind.

(b) Sind My und M abgeschlossene Teilriume mit My C M, so existiert
genau ein abgeschlossener Teilraum My C M mit M = M; & Mo.

BEwETs. (a) (<) Sei (y,) eine Cauchyfolge in M := M; & M,, d.h. zu
beliebigem ¢ > 0 gibt es ein N € N so, dass ||y, — ym| < € fur alle
n,m > N. Nach Satz 4.18 existieren eindeutige y1, € Mj, y2,, € Mp mit
Yn = Y11 + Y2 Folglich gilt [yn — yml* = lly1,n — y1ml® + [[y2n — y2m|? <
¢? fiir alle n,m > N. Daraus folgt ||y1, — y1m| < e und ||y, — Yol <
e fur alle n,m > N, d.h. (y1,), (y2,n) sind Cauchyfolgen. Da M; und
M, vollstandig sind (als abgeschlossene Teilmengen eines Hilbertraumes),
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sind diese Folgen konvergent. Somit ist die Folge (y,) konvergent, d.h.
M; ®© M, ist vollstandig. Mit Satz 1.16 folgt daraus, dass M; & M, abge-
schlossen ist.

(=) Seien (y1,,) und (y2,,) Cauchyfolgen in M; bzw. M,. Dann ist (y,)
mit v, = y1,, + Y2,» eine Cauchyfolge in M; & M,. Da M; & M, vollstandig
ist, konvergiert diese Folge gegen ein y € M; & M,. Der Grenzwert y
besitzt die eindeutige Zerlegung y = y1 +y> mit y; € M; und y» € M,.
Aus

ly1n = yall* + lly2n = v2l? = llyn — yl> —— 0

n—oo

folgt, dass y1,, — y1 und y2,, — yo. Mit Satz 1.11 sind M; und M; abge-
schlossen.
(b) O.B.d.A. sei M = X. Setze M := Mj = X = M; & M. O

DEFINTTION 4.22. Eine Familie M = {e, € X |a € 1} in einem Prihilber-
traum X heifit Orthonormalsystem (ONS), wenn gilt:

<elXIe'B>:(SDL'B = {é OC:,B/

Ein totales Orthonormalsystem heif§st Orthonormalbasis (ONB).

sonst.

Sarz 4.23. Sei X ein Prihilbertraum. Dann gilt:

(a) Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhingig.

(b) Jede Orthonormalbasis ist ein maximales Orthonormalsystem.

(c) In jedem Hilbertraum ist jedes maximale Orthonormalsysten eine Or-
thonormalbasis.

n
BEwEis. (a) Aus Y, cieq; =0 folgt
j=1

2
n n
0=1{Y cpejll =) |c]-\2 = ¢ =0 faralle jec({1,..,n}.
=1 =1
(b) Angenommen, die Orthonormalbasis M := {e,|a € I} ist ein
nicht maximales Orthonormalsystem, d.h. es gibt ein e € X mit [le| = 1,

e L M, so dass M U {e} ein Orthonormalsystem ist. Dann ist e € M+ =
(lin M)+ = X+ = {0}, d.h. e = 0. Widerspruch!

(c) Sei M := {e,|a € I} ein maximales Orthonormalsystem. Angenom-
men, M ist nicht total, d.h. lin M # X. Dann folgt aus dem Projektionssatz
(Satz 4.18), dass (linM)*+ # {0}. Mit Satz 4.16 (c) bedeutet dies, dass
M~ = {0}. Also gibt es ein e € X mit |le|]| = 1, e L e, fiir alle « € I, d.h.
M ist nicht maximal. Widerspruch! t

BeispieL. In (2(IN) ist {ej|j € N}, (¢j)x = 6 eine Orthonormalbasis.

Satz 4.24. Sei X ein Prihilbertraum, {e, |« € I} ein Orthonormalsystem
in X. Dann gilt:

(a) Ist (a,) eine Folge paarweise verschiedener Elemente aus I und (c,)
eine Folge aus K, so gilt:
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(1) Ist '} cpen, konvergent, bzw. (f cnean> eine Cauchyfolge,
neN n=1 melN
so ist (c,) € (2.
(2) Ist (cn) € 2, s0 ist < f cnean> eine Cauchyfolge.
n=1

eN
(b) Isty = Y. cues,, so gilt "
nelN

cn = (€w, V),
lylI> =Y leal®,

nelN
(y,x) =Y (yex,)(en,x) fiiralle xeX.
nelN
m
Bewers. (a) Die Folge (x,,) mit x,, = Z Cnéq, ist genau dann eine
n=1
Cauchyfolge, wenn gilt
k k 2
Yo e = Y cuew| =lxi—xul> ——0 < (cn) €%
n=m+1 n=m+1 km—o0
(b) Betrachte
m
Ci’l = <eanlcﬂelxn> = Tig)rg'o<eﬂnl Zlc]e(x]>
]:

m
= (e, lim }:;cje“j> = (e, Y)-
j=

Analog erhdlt man

2
Iyl* =

Z Cnea,

nelN

und

n=1 n=1
m ]
= nllglo Z<y/elxn><e“n’x> = Z<y’ean><elxn’x>'
n=1 n=1

O

Sat1z 4.25 (Besselsche Ungleichung). Sei X ein Prihilbertraum. Ist {e,|n €
IN'} ein Orthonormalsystem und x € X, so ist

(o]
[(en, ) > < (%]
n=1
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N
BEwErs. Sei N € IN beliebig. Setze xy := x — Y (ey, x)e,. Dann ist

n=1
xN L e fliralle k =1,..., N. Folglich gilt

2
N N N

Satz 4.24
Zen, T P+ Y [ (ew ) Z en, x)[%.
n=1 n=1 n=1

Mit N — oo folgt daraus die Behauptung. O

]I = flaenlf +

LEMMA 4.26. Sei X ein Prihilbertraum. Sei M = {ey|a € I} ein Orthonor-
malsystem in X und x € X. Dann ist

Sx = {ea| (x,ex) # 0}
hochstens abzihlbar.

Bewers. Betrachte S, , := {e.||(es, x)| > 1}. Nach der Besselschen Un-

gleichung ist S, , endlich. Folglich ist S, = (J Sy, abzdhlbar. O
nelN

Sarz 4.27 (Entwicklungssatz). Sei X ein Prihilbertraum.
(a) Ist {ex|a € I} ein Orthonormalsysten im Prihilbertraum X, so gilt fiir
alle x € X:

Z |(eq, x ]2 < HXHZ (allgemeine Besselsche Ungleichung).

ael
(b) Ein Orthonormalsystem {e,|a € I} im Prihilbertraum X ist genau
dann eine Orthonormalbasis, wenn fiir jedes x € X gilt:
Y (e, x)* = ||x||? (Parsevalsche Gleichung).
ael

Es ist dann x = Y (eq, X) €.
acl

(c) Ist {ex|a € I} ein Orthonormalsystem im Hilbertraum X, soist Y ey, X)eq
acl

die orthogonale Projektion von x auf den abgeschlossenen Teilraum
lin{e,|a € I}.

BEwEIs. (a) Sei x € X beliebig. Nach Lemma 4.26 existiert eine abzahl-
bare Teilmenge {ay}nen, &n € I, sodass (x,e,) # 0 genau dann, wenn
& =y fiir ein n € IN. Nach Satz 4.25 gilt

Z | {ex, x) Z | (ea,s X ’2 < HXHZ

ael

Bevor wir (b) und (c) beweisen, zeigen wir die folgende Aussage.

BEHAUPTUNG. Sei S ein Orthonormalsystem. Dann gilt fiir beliebige
xe X
x—)Y (ex)ec St
e€s

BEWEIS. Sei x € X beliebig. Setze
Sy :={e € S|(x,e) # 0} = {ex|k € N},
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m
Ym 1= Z (en, x)e, und Sy, := {ey, ..., en}. Fiir beliebiges e € S, betrachte

n=1

(% — ym) = {e,7) — < 2<>>

Folglich gilt fiir jedes e € Sy

<e,x — Z <en,x>en> = "111330 <e,x — i(en,x>en> =0.

neN
Fiir beliebiges e € S\ S, gilt

<e,x - ) <en,x)en> = {ex) - ) <en,x>&i,2> =0.

nelN

Also ist x — Z (en, x)e, € St

nelN

(b) (=) Sei {ex|a € I} eine Orthonormalbasis, d.h. lin{e,|a € I} = X.
Sei x € X beliebig. Nach Behauptung 1 und Satz 4.16 gilt

x = Y (ew x)ey € {eala € I} =Tin{e € I} = X+ = {0}.

ael

Also ist x = Z(ea, x)e, und daher gilt die Parsevalsche Gleichung.

wel
m

(<) Sei x € X beliebig. Setze y,, := Z (en, x)e,. Nach Behauptung 1
n=1

gilt dann
X—Yn €S = X—Yu Lynm
Mit dem Satz von Pythagoras erhalten wir

m
2 =y |2 = (120 =y 1> = (121> = Y2 [{em, )[*
n=1

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt nun liin |lx — ym||* = 0. Also ist
m—00

das Orthonormalsystem {e,|a € I} total in X und es gilt

x =) (e Xx)es.

ael

(c) Nach dem Projektionssatz (Satz 4.18) gibt es zu jedem x € X ein-

deutige Elemente y € lin{S} und z € lin{S}L = S', sodass x = y + z. Mit
Behauptung 1 folgt

X — Z(e,x,x>e,x e st

wel

Da ¥, c1(ea, X)ex € lin{S} gilt, ist somit y = ) (eq, X)es. O

ael
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SaTz 4.28. (a) Ein Prihilbertraum besitzt eine abzihlbare Orthonor-
malbasis genau dann, wenn er separabel ist. In diesem Fall sind alle
Orthonormalbasen abzihlbar.

(b) Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis

BEMERKUNGEN. (1) (b) Es gibt Prihilbertriume ohne Orthonormalba-
sen.

(2) Der Beweis von (b) stiitzt sich auf das Zornsche Lemma: Besitzt in ei-
ner halbgeordneten Menge M mit der Halbordnung < jede geordnete
Teilmenge eine obere Schranke, so existiert mindestens ein maximales
Element. Zur Erinnerung: a € M heifit obere Schranke einer geord-
neten Teilmenge S C M, falls b < a fiir alle b € S gilt; a € M heifit
maximales Element, falls aus a < b die Gleichheit a = b folgt.

Beweis. (a) (=) Eine abzdhlbare Orthonormalbasis ist total in X. Nach
Satz 1.52 ist X separabel.

(+) Da X separabel ist, gibt es in X eine abzdhlbare totale Menge
{xn}nen in X. O.B.d.A. sei {x,} linear unabhéngig. Setze e; := Hx - An-

genommen, {ey,...,e;} mit (e, e) = ik sind bereits definiert. Sei P,x die

n
orthogonale Projektion von x auf lin{ey, ...,e, }, Pyx = 2 (ej, x)e; (vgl. Satz
=
4.27). Wir setzen
Xn1 — PuXuia

Hxn-i-l Pyxyia ” ‘

€n41 -

Dann gilt

n
(errens1) = lxns1 — Puxupa ]! ( ek Xn+1) — )_{ej, Xns1) ek'ej>>
j=1

= [[xn41— ann+1||_l(<ekr Xnt1) — €k xn+1>) =0
fur alle k = 1,...,n. Folglich ist (e, e;) = Jy; fur alle k,j € IN. Offenbar
gilt lin{x, |n € IN} = lin{e,|n € IN} und somit ist {¢x |k € IN} eine
Orthonormalbasis.

Angenommen, es gibe eine tiberabzédhlbare Orthonormalbasis {e,|a €
I} in X. Fir « # B gilt |lex —eg|| = V2. Also ist {e,|a € I} eine diskre-
te tiberabzéhlbare Teilmenge von X. Somit ist X nicht separabel. Wider-
spruch!

(b) Sei M die Menge aller Orthonormalsysteme in X. (M, C) ist halb-
geordnet. Sei N' C M eine beliebige geordnete Teilmenge von M. Setze
M:= U N.

NeN
BEHAUPTUNG 1: M ist ein Orthonormalsystem.

BEwEIs. Seien e1,e; € M, ey # ey, beliebig. Dann existieren Ortho-
normalsysteme Nj, N, € N mit e; € N; und e; € Np. Die Menge N ist
geordnet und somit gilt Ny C N, oder N, C Nj. Also gilt e;,e, € Ny oder
e1,e2 € Np. Folglich ist e; L eo.

M ist eine obere Schranke von V. Folglich besitzt jede geordnete Teil-
menge von M eine obere Schranke. Mit dem Lemma von Zorn folgt dann,
dass M ein maximales Element M,.x € M besitzt.
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BEHAUPTUNG 2: Mpmax ist eine Orthonormalbasis.

BeEwEls. Angenommen, Mpax wére keine Orthonormalbasis. Dann ist

lin(Mmay) # X.

Widerspruch zur Maximalitat.
Somit ist der Beweis des Satzes vollstandig. O

BEMERKUNG. Die im Beweis von (a) benutzte Konstruktion des Orthonor-
malsystems aus einer totalen abzihlbaren Menge ist als Gram-Schmidt-Orthogo-
nalisierungsverfahren bekannt.

Satz 4.29. Alle Orthonormalbasen in einem Prihilbertraum haben die gleiche
Miichtigkeit.

BEwEIls. Seien M; und M, zwei Orthonormalbasen in X. Ist X endlich
dimensional, so gilt |M;| = |Ma|. Sei |[M;| > |IN|. Fiir jedes e € M; sei
K(e) := {e € M|{e,€) # 0}. Nach Lemma 4.26 ist |K(e)| < |INJ.

BenaurTUNG. My = |J K(e).

ecM;
BEwers. ,, D* klar.
,C" Angenommen, es gibteine € M\ |J K(e). Dann ist € orthogonal

ec€ M,
zu M;. Widerspruch zur Totalitat.
Aus der Behauptung folgt, dass |[Mz| < Y. |K(e)| < |M;i|. Analog
ecM;
erhilt man die Ungleichung |M;| < |Ma|. Somit ist |[M;| = | M. O

DEerINITION 4.30. Die Hilbertraumdimension dim X eines Prihilbertrau-
mes (der eine Orthonormalbasis besitzt) X ist die Michtigkeit einer Orthonormal-
basis in X.

4.3. Der Darstellungssatz von Riesz

Sei X ein Hilbertraum. Fiir beliebiges y € X ist die Abbildung X >
x — (y,x) € K offenbar linear und stetig. Der folgende Satz zeigt, dass
jedes lineare stetige Funktional (d.h. lineare stetige Abbildung [ : X — K)
in dieser Form geschrieben werden kann.

Satz 4.31 (Der Darstellungssatz von Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Zu
jedem linearen stetigen Funktional | : X — K gibt es genau ein y € X so, dass
I(x) = (y, x) fiir alle x € X gilt. Ferner ||y||x = ||| x—>xk-

BEweErss. (a) Existenz: Sei N := Kern! := {z € X |I(z) = 0}. Da I stetig
und linear ist, ist N ein abgeschlossener Teilraum von X. Ist N = X, so
ist [(x) = (y,x) mit y = 0. Sei nun N # X. Dann existiert ein xp € N+,
xo # 0. Setze

Offenbar gilt:
(1) xe N=(y,x) =0=1(x),
(2) l(axg) = al(xg) = w(l(xo)ﬁ,x@ = (y, axg).
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Wegen der Linearitit von ! implizieren diese Eigenschaften, dass I(x) =
(y,x) fur alle x = x5 + axp mit x5 € N.

BEHAUPTUNG: Jedes Element x € X besitzt die Darstellung x = xy +
axomit xy € N, a € K, xog € N*-.

_ I(x) o 1(w)
BEWEIS. x = (x — l(xO)xo) + axg mit o = T(x)" Betrachte

Ix) ) _ 1(x) _ _
l (x— l(xo)xo) =1I(x) — l(xo)l(xo) =1(x)—1I(x) =0.

Folglich ist x — Zl((x—xo))xo € N. Damit ist die Behauptung bewiesen.
(b) Eindeutigkeit: Angenommen, I(x) = (y,x) und I(x) = (¥, x) gilt
fiir alle x € X. Dannist (y —y/,x) =0 fir alle x € X. Alsoisty —y' L X,
dh.y=1yv.
(c) Normerhaltung: Betrachte
I1]l = sup |I(x)| = sup |(y,x)]
[lxll<1 [l <1

Cauchy-Schwarz
< sup [|y[[l[x[l = llyll

[l <1
Umgekehrt gilt
I = sup [I(x)] > l<y>‘:‘ ,y‘: .
111 qu};!( )| ' v Ariid

0

PROPOSITION. Jeder Hilbertraum X ist reflexiv, X' und X sind isometrisch
isomorph.

Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Riesz ist die Abbildung T :
X — X', x — (x,-), ein isometrischer Isomorphismus. Der Operator T ist
konjugiert komplex-linear (oder antilinear), d.h.

T(AMx1 + Axxp) = A Txy + A Txo.
Auf dem Dualraum X’ kann das Skalarprodukt durch
<Zl, 12>X’ = <T_112, T_111>X

definiert werden. Die Norm ||/||x := +/(l,I)x/, die durch dieses Skalarpro-
dukt induziert wird, stimmt mit der Operatornorm || - || auf X’ {iberein,
denn
1l = (L Dx = (T7'L T Dx = IT1|I% = 1|1
Also ist (¥, (-,-)x/) ein Hilbertraum. Wieder nach dem Darstellungssatz
von Riesz ist die Abbildung T : X' — X”, I — (I,-)x ein antilinearer
isometrischer Isomorphismus. Also ldsst sich jedes Element x” des Dual-
raumes X" schreiben als
x//(x/) — <T—1x//, x/>X’ — <T—1x/, T—lf—lx//>x

— (T—lf—lx//> )
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d.h. die kanonische Einbettung | : X — X” (s. Definition 3.4) ist surjektiv.

Il

BEMERKUNGEN. (1) Sei X ein Hilbertraum. Dann gilt e, % 0 fiir jedes
n—oo

Orthonormalsystem {e,|n € IN}. BEWEIS selbst.

(2) Sei X ein Hilbertraum. Konvergiert eine Folge (x,) in X gegen x € X
schwach mit
lim sup ||, || < {[x]],

n—oo

so konvergiert x, gegen x stark. BEWEIS selbst.

(3) Sei X ein Hilbertraum. Dann ist X schwach folgenvollstandig, d.h. jede
schwache Cauchyfolge ist schwach konvergent. BEWEIS selbst.

SATz 4.32. Seien X,Y Hilbertriume, T : X — Y ein linearer beschriinkter
Operator. Dann existiert genau ein linearer beschriinkter Operator T* : Y — X
so, dass (T*y, x)x = (y, Tx)y fiir alle x € X, y € Y. Die Abbildung T* heifdt zu
T adjungierter Operator. Es gilt | T*|| = ||T|| und (aTy + bTo)* = aT} + bT;
fiiralle a,b € Kund Ty, T, € L(X,Y).

BEWEIs selbst.

In Teil II der Vorlesung definieren wir den adjungierten Operator auch
fir den Fall, wenn X und Y Banachraume.

BEMERKUNG. Seien X,Y normierte Riume, T : X — Y eine lineare Abbil-
dung. Man definiert

Kern(T) = N(T) := {x € X|Tx =0},
Bild(T) :={y € Y| Tx =y fiir ein x € X}

Ist T stetig, so ist Kern(T) abgeschlossen. Im Allgemeinen braucht Bild(T) nicht
abgeschlossen zu sein.

BeispieL. Seien X = (>(N) und T € L(X) ein Multiplikationsoperator
(x0)kew = (k™ Yxi)ken. Betrachte die Folge (y"))ren in X mit y,E") = k! fiir
k <nund y,((") = 0 fiir alle k > n. Diese Folge liegt im Bild(T), denn

1 1
) —(1,2,...,2,0,..)=T(1,1,...,1,0,...).
]/ (/2/ /n// ) (// 7 +rVYy )

Die Folge y\") konvergiert in X gegen y = (k™')iew. Der Grenzwert y liegt
nicht im Bild(T), denny = T(1,1,...) und (1,1,...) ¢ X.

Sarz 4.33. Seien X,Y Hilbertrdume, T : X — Y stetig und linear. Dann
gilt:
Kern(T*) = Bild(T)*
und folglich (wegen Korollar 4.19)
Bild(T) = Kern(T*)".

BEweErs. Sei y € Kern(T*) beliebig. Aus T*y = 0 folgt, dass (Tx,y) =
(x, T*y) = 0 fiir alle x € X. Also ist y € Bild(T)*. O
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DEFINITION 4.34. Sei X ein Hilbertraum. Ein Operator T : X — X heifSt
hermitesch (oder symmetrisch oder selbstadjungiert), wenn T* = T.

SATz 4.35. Sei X ein Hilbertraum, s : X x X — K eine beschrankte Ses-
quilinearform auf X, d.h. es gibt ein a > 0, so dass

(4.3) s(xy)| < allxllllyl] firalle x,y € X.

Dann gibt es genau einen Operator S : X — X so, dass s(x,y) = (Sx,y) gilt fiir
alle x,y € X. Ist s hermitesch, so ist S selbst-adjungiert.

BEwEIs. Zu jedem x € X betrachte I (y) := s(x,y), y € X. Offenbar ist
I ein lineares stetiges Funktional. Nach Satz 4.31 gibt es ein eindeutiges
Element z, € X mit I, (y) = (zx,y).
Nun definieren wir Sx := z, fiir alle x € X. Der Operator S ist linear,
denn
(x, S(My1 + Azy2)) = s(x, My1 + Azy2)
= A1s(x,y1) + Aas(x, y2)
= A1 (x, Sy1) + A2(x, Sy2)
= (x, (MSy1 + A25y2)).

Witerhin erhalten wir

(43)
1Sx]|* = (Sx, Sx) = s(x, Sx) = |s(x, Sx)| <" al|Sx[]]|x]|

und somit
[Sxl| < aflx]].

Also ist S beschrankt.
Sei nun s hermitesch, d.h. s(x,y) = s(y, x). Dann gilt

(Sx,y) = (Sy,x) = (x,5y),
d.h. S ist selbstadjungiert. 4

DEFINITION 4.36. Eine beschrinkte Sesquilinearform s auf X heifit koerziv,
wenn fiir alle x € X gilt

[s(x, x)[ > Bllx||?, B >0.

Sarz 4.37 (Satz von Lax-Milgram). Sei X ein Hilbertraum,s : X x X — K
eine beschriinkte koerzive Sesquilinearform auf X. Dann gibt es zu jedem linearen
stetigen Funktional | : X — K genau ein Element x € X, so dass

s(x,y) =1(y) fiiralle ye X.
BewErs. Mit Satz 4.35 erhélt man aus der Koerzivitit die Abschiatzung
Bllx|* < [s(x, x)| = | {x, Sx)| < [|Sx]|[1x].
Folglich gilt
(4.4) [Sx[} = Bl|x[[-

Somit ist S injektiv, denn wegen (4.4) folgt aus Sx = 0, dass x = 0 ist.

BEHAUPTUNG 1: S hat abgeschlossenes Bild.
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BEwErs: Sei (y,) eine Folge in Bild(S) mit Grenzwert y € X. Dann
existiert eine Folge (x,) in X mit y, = Sx,. Da (y,) eine Cauchyfolge ist,
gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € IN, so dass ||yn — ym/| < € fur alle n,m > N.
Wegen (4.4) folgt daraus

£
5

Also ist (x,) ebenfalls eine Cauchyfolge. Somit ist diese konvergent. Sei x
ihrere Grenzwert. Da S stetig ist, gilt dann

1 1
|27 — x| < BHS(xn — Xm)|| = BHyn —Yml| <

y:nlgr;oyn:nlgrgonn:Sx.

Folglich gilt y € Bild(S). Nach Satz 1.11 ist Bild(S) abgeschlossen.
BEHAUPTUNG 2: S ist surjektiv, d.h. Bild(S) = X.

BEwEIs: Angenommen, Bild(S) # X. Da Bild(S) abgeschlossen ist, gilt
nach Korollar 4.19(b) Bild(S)* # {0}. Wahle ein y € Bild(S)*, y # 0.
Wegen der Koerzivitédt erhdlt man dann

BIyII* < Is(v.y) = Ky, Sy)| = 0.
Also ist y = 0. Widerspruch!

Sei | : X — K ein beliebiges lineares stetiges Funktional. Nach dem
Darstellungssatz von Riesz gibt es ein eindeutiges Element z € X mit
I(y) = (z,y). Da S bijektiv ist, gibt es genau ein x € X mit Sx = z. Dann
gilt

s(x,y) = (Sx,y) = (z,y) furalle ye X
O

BEMERKUNG. Aus dem obigen Beweis ergibt sich, dass S bijektiv und stetig
ist. Mit dem Satz von der inversen Abbildung (Satz 2.20) folgt daraus, dass S
stetig invertierbar ist, d.h. die inverse Abbildung S~ existiert und ist stetig.

BEMERKUNG. Ist die Sesquilinearform s hermitesch, so kann der Satz sehr
einfach bewiesen werden. In diesem Fall definiert die Sesquilinearform s ein Ska-
larprodukt auf X. Der Vektorraum X ausgestattet mit diesem Skalarprodukt ist
wieder ein Hilbertraum. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz besitzt das Funk-
tional | die eindeutige Darstellung beziiglich des neuen Skalarproduktes. Daraus
folgt die Behauptung.

4.4. Schlussbemerkungen

4.4.1. Der Satz von Lax-Milgram fiir Banachraume.

Satz 4.38. Sei X ein reeller Banachraum, s : X x X — R eine beschriinkte
koerzive Sesquilinearform auf X, d.h.

2
s(x,x) 2> Bllx]”
Dann gibt es zu jedem z € X' genau ein Element x € X, so dass

s(x,y) =z(y) fiiralle ye X.
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Analog gibt es zu jedem z € X' genau ein Element x € X, so dass
s(y,x) =z(y) fiiralle ye X.

88
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