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Einleitung

Der Begriff ,,Chaostheorie” ist aus mathematischer Sicht ein bisschen
umgangssprachlich oder populdrwissenschaftlich. In der Mathematik spricht
man eher von der Theorie chaotischer dynamischer Systeme. Also beschéf-
tigen wir uns in der Vorlesung mit zwei Objekten: (a) dynamischen Syste-
men und (b) Chaos.

Unter einem dynamischen System versteht man ein mathematisches
Modell zur Beschreibung zeitabhidngiger Prozesse. Ein dynamisches Sys-
tem ist gegeben durch:

(1) Eine Menge X von Zustdnden des Systems. X heifst Zustandsraum
oder Phasenraum.
(2) ,,Zeit” kann diskret oder kontinuierlich sein:
- diskret: n € INg oder n € Z.
- kontinuierlich: t € Ry oder t € R.
(3) Ein Gesetz der Zeitentwicklung des Systems, z.B.:
- iterierte Abbildungen x,+1 = F(xy),
- gewohnliche Differenzialgleichungen: x = f(x),
- partielle Differenzialgleichungen: x; = A,x + f(x).

In dieser Vorlesung beschiftigen wir uns ausschliefilich mit dynamischen
Systemen mit diskreter Zeit.

BEMERKUNG. Unsere physikalische Zeit ist kontinuierlich. Wo kommen dy-
namische Systeme mit diskreter Zeit her? Betrachten wir eine gewohnliche Dif-
ferenzialgleichung % = f(x) mit der Anfangsbedingung x(0) = xo. In der In
der Theorie gewdhnlicher Differenzialgleichungen beweist man (unter gewissen
Voraussetzungen) die Existenz einer Abbildung ¢y : R¥ — RK, t € R beliebig
(der sogenannte Fluss) mit der Eigenschaft, dass

x(t) == ¢(x0)

die Losung der Anfangswertaufgabe x = f(x), x(0) = xq ist. Der Fluss hat die
Halbgruppeneigenschaft

Prrs = PO Ps.
Nun sei x, := x(n), n € Ng. Dann gilt
Xni1 = Pui1(%0) = P1(Pn(x0)) = ¢1(xn).
Das ist ein dynamisches System mit diskreter Zeit und Abbildung ¢,.
Was ist Chaos? Intuitiv ist Chaos die Abwesenheit jeglicher Ordnung.

Es gibt keine eindeutige mathematische Definition von Chaos. In der Vor-
lesung werden wir verschiedene Definitionen begegnen. Die sind sehr
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EINLEITUNG 2

dhnlich, aber nicht dquivalent. Um eine grobe intuitive Vorstellung zu be-
kommen, was ein chaotisches dynamisches System ist, betrachten wir an
dieser Stelle ein Beispiel.

Wir betrachten die sogenannte logistische Abbildung: Sei X = [0, 1],
F(x) =4x(1 —x).

SATZ. Zu jeder zufilligen Miinzwurffolge w : IN — {W, Z} (Wappen, Zahl)
Qibt es einen Anfangspunkt xo € [0,1] s.d.

[0,1/2] fallsw(k) =W
=7

[1/2,1]  falls w(k) Vk e N.

Fk(xo) ::FoPo---oE(xo) € {
k—mal

Chaotische dynamische Systeme unterliegen gewissen Gesetzen. Ein
Beispiel dazu:

Sarz (Ulam - von Neumann (1947)). Seien I C [0,1] ein Teilintervall,
F:[0,1] — [0,1] die logistische Abbildung. Dann gilt fiir fast alle xo € [0, 1]

lim HkEINO|Fk(x0)€I,k§n}‘ - 1

Jim, 7 = n/lwg%y

Dieser Satz ist ein Ergebnis aus der Ergodentheorie. Die Ergodentheo-
rie charakterisiert das Langzeitverhalten von Trajektorien mit wahrschein-
lichkeitstheoretischen Methoden. Mit dieser Theorie beschéftigen wir uns
im zweiten Teil der Vorlesung.

Die Ergodentheorie hat sehr viele interessante Anwendungen, unter
anderem in der Zahlentheorie.

Sarz (Green - Tao (2005)). Primzahlen enthalten arithmetische Progressio-
nen beliebiger Liinge, d.h. zu jedem k € IN gibt es a,q € IN so, dass

a,a+q,a+2q,...,a+kq
prim sind.

Fiir die Vorlesung ist der Beweis des Satzes von Green-Tao zu kompli-
ziert. Wir werden aber ein leichteres verwandtes Resultat beweisen:

Sarz (Szemerédi (1975), Furstenberg (1977)). Sei S C IN unendlich mit

’SQI‘>O, I=1ab], abelN.

lim sup ‘I|

|T]—o00

Dann enthiilt S beliebig lange arithmetische Progressionen.



KAPITEL 1

Chaos nach Devaney

1.1. Dynamische Systeme

DEerINITION 1.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum, F : X — X eine Abbil-
dung. Das Paar (X, F) heifit ein diskretes dynamisches System (oder ein dy-
namisches System mit diskreter Zeit) mit Zustandsraum (oder Phasenraum)
X und Abbildung F. Die Bahn (oder Orbit oder Trajektorie) mit Anfangspunkt
xg € X ist die Folge

O(xg) := (Fk(xo))kelNg'
Ist F(x) = x, so heifit x € X Fixpunkt. Ein Punkt x € X heifit p-periodisch
(p € N), wenn FP(x) = x. Die Zahl p heifit Periode. Die Periode p € N heifst
Primperiode, wenn F¥(x) # x fiirallek € {1,...,p —1}. Ist x ein periodischer
Punkt mit Primperiode p, so heifSt die geordnete Menge

O[x] == (x,F(x),..., FF"(x))

periodische Bahn (Orbit oder Trajektorie). Wir identifizieren €'[x] mit O[F*(x)]
fiir alle k € IN.

AUFGABE 1.2. Sei X endlich, F surjektiv. Dann ist X eine Vereinigung
von Fixpunkten und periodischen Bahnen.

DEerINITION 1.3. Der Anziehungsbereich (engl.: basin of attraction) eines
Fixpunktes x € X ist die Menge

AB(x) == {y € X|d(F*(y), x) = d(F(y), F*(x)) — 0},

k—o0

Der Anziehungsbereich einer periodischen Bahn O'[x| ist die Menge

AB(0[x]) := {y € X | dist(F¥(y), 0[x]) — o}.

k—o0
Hier ist
dist(F¥(y), O[x]) :== min d(F*(y),z).
2€0x]
BEMERKUNGEN. (1) Der Anziehungsbereich ist nicht leer.

(2) Sei (X, d) vollstindig, F : X — X eine Kontraktion, d.h.

d(F(x),F(y)) < qd(x,y) fiirein q < 1.
Dann hat F genau einen Fixpunkt. Sein Anziehungsbereich ist ganz X
(Fixpunktsatz von Banach).
(3) Sei (X,d) kompakt, F : X — X geniige der Bedingung
A(F(x),F(y)) < d(x,), x £ 7.
Dann hat F genau einen Fixpunkt. Sein Anziehungsbereich ist ganz X.
(Fixpunksatz von Edelstein). Ist X C R ein kompaktes Intervall, so lisst
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1.2. DIE LOGISTISCHE ABBILDUNG 4

sich dieser Fixpunktsatz sehr einfach beweisen:

Sei X = [a,b]. O.B.d.A.sei F(a) # aund F(b) # b. Dann ist F(a) > a
und F(b) < b (wegen F : X — X). Betrachte

g(x):=F(x)—x=g(a) >0, g(b)<O.

Da g stetig ist, erhalten wir mit dem Zwischenwertsatz, dass es ein

c € (a,b) gibt mit g(c) = 0. Angenommen, es gibe zwei verschiedene
Fixpunkte c1,co € X. Dann wire

lc1 — ca| = |F(c1) — F(e2)| < |e1 — ezl

Widerspruch!

1.2. Die logistische Abbildung

Hier betrachten wir eine allgemeinere Form der logistischen Abbil-
dung. Seien

=[0,1], Fu(x)=px(1—-x), nel04]

Ist u € [0,1], so besitzt die Gleichung F,(x) = x genau eine Losung
x =0, denn

p<lundl—-x<l=pul-x)<l=ux(l—x)<x Vxe(01].

Also ist F,(x) < x fiir alle x € (0,1].
Berechne

Ej(x) = p(1 - 2x)

= !F'(X)l—ﬂ\1—2x|
= ]P’(x)|<yfurx€( 1)
= |E(x) - / Fi(1) d|
y
0BdAx>y

[ E1de < plx—y]

Fi(x) —0 Vxel01].

k— o0

Bemg,(fi)

Sei nun y € (1,3). Dann besitzt F, zwei Fixpunkte x = 0 und ¢, :=
1-€(03)



1.2. DIE LOGISTISCHE ABBILDUNG 5

Logistische Abbildung mit g=1.7

.

ProrosITION. Sei p € (1,3). Dann gilt

. k . CH, X € (O,l),
zjggoF?‘(x) B { 0, xe{0,1}.

BeEwEIs. (a): Sei p € (1,2) = &, € (0,1/2).

Fall 1: x € (0,¢n).
Fu(x) Fu (Gu)
S = w1 -x) > p(1-&) = 2 =1= Fu(x) >
x Cu
Die Funktion F,(x) ist streng monoton wachsend auf (0,¢,),
Fu(0) =0,F,(&u) =& = Fy((O,Cy)) =(0,8u) = F;j(x) < G-
Aus F,(x) > x folgt F]’j”(x) > F]’j(x) fur alle k € INg. Nach dem Satz tiber
monotone Konvergenz existiert der Grenzwert
N T k
X = kl;rrgo Fy(x) € (0,¢yl.
Wir zeigen nun, dass X = {;:

Fftl(x) = uF(x) (1 - Fi(x)) — £ = px(1— %) = * = {,.

Fall 2: x € (éy,%).

Man zeigt analog, dass F,(x) < x fiir alle x € (&, 3). Die Funktion F,(x)
ist streng monoton wachsend auf (&, 3), F,(¢y) = &, und

1y p 1
(D) -t<l
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Folglich ist
Fui((€u,1/2)) C (84,1/2)
und somit Fj(x) > &, fiir alle x € (&, 3)-

Aus F,(x) < x folgt F;f“(x) < F]’j (x) fur alle k € INo. Folglich erhalt
man

lim Ff(x) = ¢,

k—o0 H
Fall 3: x € [%,1).

Die Funktion F,(x) ist streng monoton fallend auf [},1)

= Fu(x) € ( (H) /Fll(%)} = (0’%} - (0’%)
Fu(1)
Falll 2 lim F(x) = gp.

(b):Seip=2=¢, = 3.
Ist x € (0, 1), so gilt F;f“(x) > Flf(x) und
Plf(x) <Cu= kh_r)?oFL‘(x) =y

Ist x € (3,1), soist F,(x) € (0,3) = limy_ Ff(x) = &

BEMERKUNG. Fiir y = 2 gilt die Formel

n 1 n
Fj(x) = E(l —exp{2"log(1 —2x)}).
(c): Sei p € (2,3). Dann ist &, € (3, %) Setze

_ 1 _
Cp=1-0Cu= u = FH(CH) = u(1 = Gu)¢u = Fu(Gp) = G-

Kurvendiskussion von Fﬁ (x):

Fi(x) = pF(x)(1—Fu(x)) = p?x(1 = x)(1 = px(1 — x))
= a1 —x)(1 - px + px?)
= (F)'(x) = p*(1=20)(1 = px+ pux®) + i (x = x%) (= + 20x)
—p(i-2x)
= W1 —20)[1 — px + px® — px + px’]
= 12(1—2x)(1 — 2ux + 2ux?)

1
= (F3) = 0 fallsx = 5 oder x = ocg,i) =
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Berechne:

$0-4) - GraED G4
_ 1 1p=2
T 4 4 q
gy

1

Y

= F () = %ng@;ﬂ:)) :Fy(%):%

Logistische Abbildung mit p=2.7

)’ \
a, = | E ;u a, =+ \

1

z

BEHAUPTUNG 1. Fﬁ(x) hat genau einen Fixpunkt in (0,1).

BeEwEIs. Betrachte

2
pulx) = 21 (1 1 - )
= }42<1 — (p+1D)x +2ux® — yx3>.
Wir untersuchen
Vlz 90;1(36) = —(u+1) 4 4pux — 3ux>.
% (p;l(x) hat keine Nullstelle, denn

16p> — 12pu(p +1) = 4p*> — 12y = 4u(p — 3) < 0.
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Weiterhin ist y% ¢,(0) = —(u+1) < 0. Folglich ist ¢, streng monoton
fallend. Wegen

ou(0) =>4, @u(1) = p*(1—p—1+2u—p) =0.
gibt es genau ein x € (0,1) mit ¢, (x) = 1.
(i) Sei x € (0,€,).

BEHAUPTUNG 2. Es gibt ein n € IN mit F}/(x) € [{,,, {ul-
BEwWEIS. F,(x) —x = ux(1 —x) —x = x(p — pux — 1)
x<§’4::l = ux<l=p—pux—-1>u—-2=:14>0
= Fu(x) —x>gx.
Ist F,(x) € (0, Eﬂ)’ so gilt

) Fu(x)>x
Fi(x) — Fu(x) > gFu(x) > gqx

= Fﬁ(x) > qx + Fu(x) > 2qx + x.
Sind Fy(x), Fj(x) € (0,¢,,), so gilt

Ej (x)>x

F;l’(x) — Fﬁ(x) > qFfl(x) > qx
= FS(x) > gx + Fﬁ(x) > 3gx + x.

Wir erhalten folgendes Resultat: Fiir jedes n € IN mit FP’f(x) € (0, EH)
furallek=1,...,n—1gilt

F/(x) > ngx +x = 3n € Ns.d. Fj(x) > Eﬂ und Fﬁ’l(x) < Ey.

Es bleibt zu zeigen, dass Fj(x) < &, ist. Da F;~'(x) < ¢, und F, streng
monoton auf [0, 1) ist, gilt

Fi(x) = B (Fi 7 (x) < Fu(G,) = &

(ii) Sei nun x € (¢, 1). Dann ist F,(x) € (0,F(Z,)) = (0,8,). Mit (i)
folgt daraus, dass es ein n € IN gibt mit F}/(x) € [Ew Cul-

Giii) Sei x € (€, &)-
BEHAUPTUNG 3. F; : [{,, &) — [1/2,G4.
Beweis. Fiir alle x € [Ew Gl gilt
& S Bux) S F(1/2) = £ = B B 6 = 60 51

] ist monoton fallend

“hefet] - 8]

Fyl

[
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Sei ¢(u) :=Fu(§) =& (1—%). Dann ist
¢’ (1) = %V( - %‘)

@ip)

0 2 e 3 4
2
Also hat die Funktion ¢(p) im Intervall (2,3) genau eine Extremstelle
= 8/3. Wegen

meoy L4 3p\ 3 " _ 1

ist uy = 8/3 ein globales Maximum im Intervall (2,3). Folglich gilt fir
jedes u € (2,3)

o) > min{p(2,93)) = jmin{2(1-3).2(1-])]
SRR CHEERICES



1.2. DIE LOGISTISCHE ABBILDUNG 10

BEHAUPTUNG 4. nlgr(}o Pﬁ”(x) =Gy furalle x € [1/2,8,].

BewErs. Fj ist monoton steigend auf [1/2,,]. Daher gilt Fi(x) <
Fﬁ(@‘y) = (. Aus

€[1/2,&,)
folgt
F" Y (x) > F2(x)
tir alle n € IN. Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz zeigt man, dass

. 2 _
lim F"(x) = Gy
BEHAUPTUNG 5. Fj"*!(x) = F,(F7"(x)) — Fu(8u) = &y O
n—oo

Was passiert fiir p € [3,4]?

AUFGABE 1.4. Zeigen Sie, dass fiir y =3

& xe(01),
}EI.}OFM(")—{O, x e {0,1}.

Hinweis: Uberlegen Sie, wo in dem obigen Beweis die Bedingung u < 3
genutzt wurde.

BEHAUPTUNG. Fiir u > 3 existiert ein periodischer Orbit mit Primperiode 2.
Bewers. Fixpunkte von Fﬁ sind Losungen der Gleichung
Fi(x)—x =0« px(1—x)(1—px(1—x)) —x =0.
Zwei Losungen sind uns bereits bekannt:

x:0und§H:1—;

= F’f(x) —x=x(pux —pu+1)g(x)

mit g(x) Polynom zweiten Grades. Durch Polynomendivision erhilt man

g(x) = —(nyz_xy(y+1)+V+1)
g(x) = o@xi:P‘;}‘lli (Hzl:l(H_B)-

Fiir g — 3+ istx =x_ == 3.
)

Sarz 1.5. Seip € (3,1+ V6), x € (0,1)\ {Cu} beliebig. Dann gilt
—3,449...

lim dist <Fk(x), {x,,x+}) = 0.

k—o0
Satz 1.6 (Feigenbaum). Es gibt eine monoton wachsende Folge (in)neN
mit uy = 3,ua = 1+ /6 mit Grenzwert yoo = 3,569... so, dass fiir y €
(s 1) Silk:
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(a) Es gibt einen periodischen Orbit 0, mit Primperiode 2".
. . k . ..
(b) lim dist(F*(x), 0,) = 0 fiir fast alle x € (0,1).
Weiterhin gilt

(%) 1Lm;:”“;””=®—1 und pleo — iy ~ CO™" mit © = 4,669....
n—oo Uy — Un—1

(Feigenbaum-Konstante).

B I [ B e e T B m e o e o e B e Y N B M B B m s o e s S B

06|

04k

//f
\_\-“‘-‘4

E||:| 1 1 1 1 1
za 20 241 2z 2.2 2.4 25 26

Periodische Orbits der logistischen Abbildung. Die blauen
Linien entsprechen den Werten yy =3, o = 3,449. .., uz =
3,544 ..., 1y =3,564... und po = 3,569....

Die Vermutung von Feigenbaum: (x) ist universell, d.h. gilt fir die
,meisten” Intervallabbildungen. Nur die Konstante C hdngt von der Ab-
bildung ab.
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Was passiert fiir 4 > jio? Im Weiteren werden wir uns viel mit dieser
Frage beschiftigen.

10 T

UR-3 3

06

o4k

0z

oo L

1.3. Symbolische Dynamik, Bernoulli-Shift

Ein endliches Alphabet A ist eine endliche Menge, z.B. A = {0,1}, A =
{0,...,9}, A = {a,b,...,z},A = {a,B,...,w}. Der Zustandsraum X ist
die Menge aller einseitigen Folgen

Y=Y, = AN = {5 = (s0,51,...) |s; € A}.
Metrik auf X:

ddisk(s‘,t')
J€No

wobei dg;q die diskrete Metrik auf A ist, d.h.
0, si=t;
dd'k(s'rt'):{ ol
1 177 1, S]' 75 t]'.

In diesem Abschnitt wird uns der Fall interessieren, wenn A = {0,1}. In
diesem Fall ldsst sich die Metrik 4 als

jENO 2]
darstellen.

BerspieL. Seis = (0,0,...), ¢ = %. Die offene Kugel ist
Be(s) := {t €T |d(s t) < 5}

= {t =(0,0,0,0,t4,ts,...) | mindestens ein t; =0mitj> 4},
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denn
©1 1&1 1 1 1
Lo =i Ly o

N

—
I
o
—_

Die abgeschlossene Kugel ist
Ke(s) :=={t e Z|d(s,t) < ¢}
={t=(to,tr,...) [t3=1,tj =0V # 3}
U{t=(to,t,...)[to=th =tr =13 =0}
U{t=(to,t1,...)[to =t =tr =t3 =0,t; = 1Vj > 4}.

BEMERKUNG. Die Topologie von ¥ stimmt mit der Produkttopologie iiberein,
d.h. mit der Topologie, die von Zylindermengen

Z;ll'_'_:lgk = {S DY | Si1=4ai,...,Six = ak}.
erzeugt ist.
BEHAUPTUNG. Aus d(s,t) < 27" folgt s; = t; fiir alle j < n.

BEwEIs. Angenommen, s; # t;, fiir ein j < n. Dann gilt

dg; Si, £ 1 1
d(s,t) = E M > — > —.  Widerspruch!
&= 2j j n
O
BEHAUPTUNG. X4 ist iiberabzihlbar.
BEwEIs (FUR A = {0,1}). Betrachte die Abbildung
H:s=(sp,s1,...) — H(s) = 0.59571 ... = s:277
(so,s1,--+) (s) 0.s0s1 ]; j
Dual- oder Bindrbruch
ad A 1/2
< -] — = 1.
- Z 2 1-1/2 1
j=1
H:%4 —[0,1] surjektiv , 3,
0,1] ist {iberabzahlbar | — =4 berabzahlbar
|

BEMERKUNG. H ist nicht injektiv, denn

H((0,1,1,..)) = 5 = H((1,0,0,...)).

AUFGABE 1.7. Beweisen Sie, dass (¥ 4,d) keine isolierten Punkte enthiilt.
AUFGABE 1.8. Beweisen Sie, dass (X.4,d) folgenkompakt ist.

BEMERKUNG. Mit dem Satz von Tychonoff lisst sich die Kompakheit des me-
trischen Raums (X 4,d) direkt beweisen: A ist endlich und somit kompakt. Daher
ist AN kompakt in der Produkttopologie.

DEerINITION 1.9. Die Shiftabbildung (Shift, Schiebung) ist

o(s) = ((so,51,52,...)) = (s1,52,...).
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Offenbar ist o surjektiv, aber nicht injektiv.
LemMma 1.10. Die Schiftabbildung o ist gleichmiifiig stetig.

BEwEIs. Zu ¢ > 0 sei 6 = 5. Es gelte d(s,t) < 6. Dann ist
daisk (0°(s)j, 0 (t);)

d(o(s),0(t) = .

M

—~
Il
(=)

daisk (Sj+1,tj+1)
2j

I
™

T
|
o

dais (S0, 1) g a5t 1)
2j+1 2k

I
.%8

o

k=0

Il
N
QU -
NE
—
~—
A
m™m

O

DerINITION 1.11. Fiir beliebiges Alphabet A heifit das dynamische Sys-
tem (L4,0) symbolische Dynamik oder speziell fiir A = {0,1} Bernoulli-
Dynamik oder Bernoulli-Shift.

Die symbolische Dynamik besitzt genau |A| Fixpunkte
sa=(a,a,...), a€A.
BeEHAUPTUNG. d(c*(s), 0% (t)) = 0 gilt genau dann, wenn es ein kg € Ny
gibt so, dass s; = t; fiir alle j > ko.

Bewers. (<) klar.
(=) Sei ky,k,... eine unendliche Folge mit skj # ti; fir ein j € IN.
Dann ist
d(c¥i(s),c%(t)) > 1. Widerspruch!

Der Anziehungsbereich eines Fixpunktes s, ist die Menge
AB(s;) = {t € Z4|3ko € Ng mit o*(t) =s, Vk>ko}.

Periodische Punkte: Per,(c) sei die Menge aller periodischen Punkte mit
Periode n (nicht Primperiode!). Ein Punkt s € X, ist genau dann n-
periodisch, wenn

5= (SO,Sl, e /SﬂflISOI Sl/ M Isl’lflls()I e )'
Dabher ist |Per,(c)| gleich der Anzahl der endlichen Folgen der Linge n,
d.h. |Per,(c)] = |A|". Der Anziehungsbereich einer periodischen Bahn
O's] mit Primperiode p ist die Menge
{te;ZA]du#(ﬂ,ﬁﬁﬂ)——»O}
k—o0
- {t €%k € Nound 3¢ € {0,...,p—1}

mwm:W%)wzw.
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BEHAUPTUNG. Der Anziehungsbereich eines Fixpunktes oder einer periodi-
schen Bahn liegt dicht in X 4.

BEwWEIs. Seien t € Y4, € > 0 beliebig. Wahle n € INg so grofs, dass
2-("=1) < ¢ist. Sei u € O[s] beliebig. Setze
f:=( tot,...,ta1 ,u) € AB(O]s]).
~—_———
die ersten n Elemente von t

Betrachte

2 ddlsk i % _ 2_(,1_1) <e
j=n

1.4. Chaos
DErINTTION 1.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum, F : X — X. Das dyna-
mische System (X, F) heif$t chaotisch nach Devaney, falls

(a) periodische Punkte dicht in X sind,
(b) es eine dichte Bahn gibt, d.h.

Jx € X mit {F¥(x) |k € No} = X.
Satz 1.13. Die symbolische Dynamik (X4, o) ist chaotisch nach Devaney.
BEwEIs. (a) Seien t € X4, € > 0 beliebig. Wahle n — 1 > —log,(¢) &
2-("=1) < ¢ Dann gilt
= 1 1 (n-1
1;7?:271_1:2(71 )<€

Folglich gilt d(t,s) < e fiir beliebiges s € 4 mits; = ¢; fir 0 < j < n.
Setze sy = t;, 0 < j < n, £ € Ny. Dann ist s n-periodisch mit d(t,s) < e.

(b) Beweis fiir A = {0, 1}. Fiir ein beliebiges endliches Alphabet ist der
Beweis analog.

Setze
s=( 0,1, 0,0,0,1,1,0,1,1,...).
~
alle Blocke der Lange 1  alle Blocke der Lange 2
(21 Stiick) (22 Stiick)

Seien t € X4, e > 0 beliebig. Wahle n — 1 > —log,(e) & 27" < e,
Betrachte die ersten n Elemente von t: tg,ty,...,t,—1. Finde diesen Block
in s, wahle k € IN so grofs, dass

< E.

N‘,_.

ok (s) = (to,t1, ... tuo1,...) = d(t,05(s Z

j=n
O

Warum (a) und (b) aus Definition 1.12 Chaos bedeuten, ist nicht er-
sichtlich. Nun diskutieren wir eine Folgerung dieser Eigenschaften, die
von recht chaotischer Natur ist.
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DerINTTION 1.14. Ein dynamisches System (X, F) hat empfingliche Ab-
hangigkeit vom Anfangspuknt, wenn es ein eg > 0 (Empfindlichkeitsschran-
ke) gibt, sodass zu jedem x € X und jedem 6 > 0 ein y € Bs(x) und ein
k = k(x,y) existieren mit d(F*(x), F*(y)) > eo. Kurz gefasst: In jeder belie-
big kleinen Umgebung von x € X gibt es mindestens einen Punkt y mit der
Eigenschaft d(F*(x), F¥(y)) > eo fiir ein k € No.

Satz 1.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit |X| = oo, F : X — X ste-
tig. Das dynamische System (X, F) sei chaotisch. Dann hat (X, F) empfingliche
Abhiingigkeit vom Anfangspuknt.

Bevor wir den Satz beweisen, diskutieren wir Definition 1.14.

BEMERKUNGEN. (1) Die empfingliche Abhingigkeit vom Anfangspunkt
bedeutet Unvorhersagbarkeit eines Systems, sobald der Anfangszustand
nicht exakt, sondern nur beliebig genau bekannt ist.

(2) Numerische Simulationen einer Bahn konvergieren i.A. zur tatsichli-
chen Bahn nicht, egal wie genau die Rechnung ist.

Wir besprechen einen direkten (sehr einfachen) Beweis davon, dass die
symbolische Dynamik empfingliche Abhingigkeit vom Anfangspuknt hat.

ProrosITiON 1.16. (£4,0) hat empfingliche Abhingigkeit vom Anfangs-
punkt.

BEwEIs. Seit € ¥4 beliebig. Fiir ein jo € INp wéhle ein s € X4 mit
5 = { 7 = o
J =tj, j# o
Zu beliebigem & > 0 wihle ein jo > —log,(6) (< 2770 < §). Dann ist
d(t,s) =27/ < 5und
d(ch(t), 0" (s)) =1=:¢gy > 0.
O

BEwEIs VON SaTz 1.15. (1) WAHL EINES GLOBALEN &g > 0. Wihle zwei
beliebige verschiedene periodische Bahnen ¢ # &5, d.h. 01N 0, = @.
Setze g9 := %d(ﬁl, 0p) > 0.

(2) VORBEREITUNGEN.

BEHAUPTUNG 1. Sei x € X beliebig. Dann gilt d(x, &1) > 4ep oder
d(x, ﬁz) > 480.

BeEwEls mit der Dreiecksungleichung:
d(01,0,) =8¢y < d(0y,x) +d(0y,x).
Falls d(x, 0;) > 4eo, setze 0 := 0;,i = 1,2. Sei q := ||, d.h. q ist die

Primperiode. Wihle x, € & beliebig. Wéhle ein 0 < § < ¢ beliebig.
Die offene Kugel Bs(x) enthalt

- einen periodischen Punkt x, mit Primperiode p € IN,
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- einen Punkt y mit {F¥(y) |k € No} = X. In der Tat sei
@ F@), F®@),---)

eine dichte Bahn in X. Dann gibt es ein j € Ny so, dass F/() €
B;(x). Nun setze y := F/ ().
(3) Wir zeigen nun: Es gibt ein n € IN mit

F"P(y) € B, (F™(xy)) fiirein 0 < m < p.

BEHAUPTUNG 2. Es gibt ein 0 < § < ¢ sodass
A(F™(©), " (x,)) < &0
fir alle § € Bs(x;) und alle m € No mit 0 < m < p.
Bewers: Die Abbildung F™ ist stetig. Daher existiert ein 0 < J,,, < J mit
d(F"(g),F"(xg)) <eo firalle &€ Bs,(x,).

Setze 0 := min{dy, 1, . c0p1) <0

Wegen {F¥(y) |k € No} = X gibt es ein £ € N mit F'(y) € Bj(x,).
Schreibe { =np —m, m € N, m € {0,1,...,p — 1}. Dann ist

Beh. 2
F'P(y) = F"(F""""(y)) € Be(F"(xg))-
h\“/—/
F/(y)EBg(Xq)

(4) Aus der Dreiecksungleichung fogt:

d(x, F"(xg)) < d(x,xp) +d( F'(xp), F'"(y))
——
I
AP (), ().

Abschitzung einzelner Terme:

d(x, F"(xg)) > d(x,0) > 4e,

d(x,xp) < d < gg [wegen x, € Bs(x)],

d(F" (y), F"(x;)) < € [nach (3)].
Folglich ist d (F"P(x,), F"P(y)) > 4eo — 2e0 = 2¢o. Daher gibt es ein k := np
mit d (F¥(x,), F¥(y)) > 2¢o. Mit der Dreiecksungleichung erhalt man

d(F*(x), F¥(x,)) +d(F*(x), F*(y)) > d(F*(xp), F¥(y)) > 2¢o.

Somit gilt d (F¥(x), F¥(x))) > e oder d(F¥(x), F¥(y)) > eo. O

BEMERKUNGEN. (1) Hat ein dynamisches System empfingliche Abhiingigkeit
vom Anfangspuknt, braucht das dynamische System nicht chaotisch zu sein. Sei
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g:(1,00) = (1,00),8(x) = x% Es gilt
n—1 o
-yt =(x—y) ) A"y VneN
j=0

sei x>
x>y

n—1
=yt (x—y) Yyt Y
=0

= (- yyi=E-—yny"

k k k__
= - =2 -y 2 (x-y2y T o

Sei g9 > 0 beliebig grof3 (die Empfindlichkeitsschranke). Sei t € (1,00) beliebig.
Zu jedem & > 0 gibt es ein s € Bs(t) N (1,00) und ein k € N so, dass

85(t) = §"(s)] > 0.
Also hat das dynamische System ((1,00), ) empfindliche Abhiingigkeit vom An-

fangspunkt. ((1,00), g) besitzt aber keine periodischen Punkte und somit ist nicht
chaotisch.

(2) Ohne die Voraussetzung, dass die Abbildung F : X — X stetig ist, ist
die Aussage von Satz 1.15 im Allgemeinen falsch. Ist der metrische Raum (X, d)
hinreichend ,,grofS” (genauer nicht total beschrinkt), so gilt die Aussage auch fiir
nicht stetige Abbildungen (Vu Dong T6 (2004)).

AUFGABE 1.17. Sei
Y= {S S 2{0,1} ‘Si =0=si41 = 1} C Z{O,l}'

Zeigen Sie:

(a) Die Shiftabbildung ¢ l4sst die Menge ¥’ invariant und ¥’ ist ab-
geschlossen in X g ).

(b) (¥, ¢')mito" :=0c

5 ist chaotisch.

BEMERKUNG. Das dynamische System (X', 0") heifit Teilshift (oder Subshift)
von (%,0).

1.5. Topologische Transitivitat

DerINTTION 1.18. Ein dynamisches System (X, F) heifit topologisch tran-
sitiv, wenn fiir alle Paare nichtleerer offener Teilmengen U,V C X ein k =
k(U,V) € N existiert mit FF(U) NV # @.

Vorsicht: Die Terminologie ist nicht einheitlich. Die topologische Tran-
sitivitat ist ,fast” dquivalent zur Existenz einer dichten Bahn.

Satz 1.19. Sei F : X — X stetig.

(1) X besitze keine isolierten Punkte. Existiert eine dichte Bahn, so ist das
dynamische System (X, F) topologisch transitiv.

(2) Sei X ein vollstindiger separabler metrischer Raum. Ist das dynamische
System (X, F) topologisch transitiv, so existiert eine dichte Bahn.
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BEMERKUNG. Ein vollstindiger separabler metrischer Raum heifit polnischer
Raum.

Beweis. (1) Sei der Orbit {F/(x)} jeN, dicht in X. Seien U, V C X belie-
bige offene Mengen. Es gibt ein ¢ € IN mit F’(x) € U. Da X keine isolierten
Punkte hat, iat {F/(x) };~¢ auch dicht in X. Somit gibt es ein m € N, m > ,
mit F"(x) € V. Setze

ki=m—{=F(Fi(x))eV=FUNV#2.
N~
eu
(2) BEHAUPTUNG 1. Es gibt ein abzdhlbares Mengensystem { B; };cy von

Kugeln B; so, dass fiir jedes x € X und jede offene Menge U C X, x € U
ein B; mit x € B; C U existiert.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist X separabel. Daher existiert eine
dichte abzahlbare Teilmenge {x;};cn. Wahle {B;}ic als {B;(;) }jeN, req, r>0-
Sei & > 0 so klein, dass B¢(x) C U. Wahle ein x; mit d(x;, x) < ¢/3 und ein
r>0,r€Q mit§ <r< 5 Dannistx € B, (x;) C Be(x) C U.

Aus Behauptung 1 folgt: Ein Orbit {F¥(x) };en, liegt in X dicht genau
dann, wenn fiir jedes i € N ein k € IN existiert mit F¥(x) € B;.

Angenommen, dass das dynamische System (X, F) keinen dichten Or-
bit besitzt. Dann gibt es zu jedem x € X ein i(x) € N so, dass F(x) ¢ Bi(x)
fiir alle k € INp. Sei

A(.’Xf) = U Fﬁk(Bi(x)).
k€N

Das Mengensystem { A(x) }rex enthélt hochstens abzihlbar viele verschiede-
ne Mengen, A(x) ist offenbar offen.

BEHAUPTUNG 2. A(x) NU # O fiir jede offene Teilmenge U C X, d.h.
A(x) liegt dicht in X.

BEwErs. Angenommen, A(x) NU = & fiir eine offene Menge U C X.
Dann ist F*k(Bi(x)) NU = @ fur alle k € No. Wegen FK(M; N M,) =
FK(My) N F*(M;) gilt dann By, N FY(U) = @ fiir alle k € No. Wider-
spruch!

Nun brauchen wir ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis.

DER BAIRESCHE KATEGORIENSATZ: Sei (X, d) ein vollstindiger metri-

scher Raum und (Y;), Y, C X, eine Folge offener dichter Teilmengen.

Dann ist ﬂ Y,, dicht.
nelN

Da () A(x) ein abzahlbarer Durchschnitt ist, ist mit dem Satz von
xeX
Baire (] A(x) dicht in X.

xeX
BEHAUPTUNG 3. Fiir alle x € X gilt x € A(x)°.

BewELs. F¥(x) ¢ Bj fiir alle k € No. Folglich ist x ¢ F~*(By,)) fiir
alle k € INp. Somit gilt x ¢ A(x).
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Aus Behauptung 3 folgt:
UAx) ' =X=[)AKx) =0 Widerspruch!

xeX xeX

U

BEISPIELE. (1) Sei X = {0} U {% |n € N} mit der euklidischen Me-
trik, F(0) = 0 und F(%) = %H, n € IN. Die Abbildung F ist stetig.
{F¥(1)} ist eine dichte Bahn.

Seil = {3}, V={1}=FU) = {5 keN}=FUnN
V = . Somit ist (X, F) nicht topologisch transitiv.
(2) Sei I =[0,1],
(2, xe[01/2]
flx) = { 2-2x, x€[1/2,1]
Sei X = Per(f) := {x € I|f™(x) = xfiireinm € N}, F := f|x.
(X, F) hat keinen dichten Orbit, ist aber topologisch transitiv.

(Zeltabbildung).

AUFGABE 1.20. Zeigen Sie, dass das dynamische System (X, F) aus dem
zweiten Beispiel topologisch transitiv ist.
Hinweis: Zu jedem abgeschlossenen Intervall | C I gibt es ein k € INg s.d.
fk( J) = I. Folgern Sie daraus, dass fiir alle offenen Intervalle J;, [ C I ein
periodischer Orbit mit &' N J; # &,i = 1, 2, existiert.

BEMERKUNG. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, F : X — X ste-
tig. Ist das dynamische System (X, F) topologisch transitiv, so ist F surjektiv.
BEeweis: Fiir alle offenen nichtleeren Teilmengen V C X gilt

F(X)ﬂVzF( U F”(X)) NV=|F(X)NV#£0

n€lNg nelN

und somit liegt F(X) dicht in X. Da X kompakt ist und F stetig, ist das Bild
F(X) abgeschlossen. Folglich gilt F(X) = X.

Satz 1.21. Sei (X, d) ein polnischer Raum. Dann sind die folgenden Eigen-
schaften dquivalent:
(1) Das dynamische System (X, F) ist topologisch transitiv;
(2) Fiir alle Paare nichtleerer offener Teilmengen U,V C X existiert ein
k=k(U,V) € Nomit FF(U)NV # &;
(3) Fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X ist | | F"(U) dicht in X;
neN
(4) Fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X ist | J F"(U) dicht in X;

ne€lNg
(5) Fiir alle Paare nichtleerer offener Teilmengen U,V C X existiert ein

k=k(U,V)eNmit F*U)NV # &;
(6) Fiir alle Paare nichtleerer offener Teilmengen U,V C X existiert ein
k=k(U,V)e€Nymit FX(U)NV # &;
(7) Fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X ist | J F~"(U) dicht in X;
neN
(8) Fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X ist | ) F~"(U) dicht in

nelNg
X;
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(9) Ist E C X abgeschlossen und F(E) C E, dann ist entweder E = X oder
E nirgends dicht in X;
(10) Ist U C X offen und F~'(U) C U, dann ist entweder U = & oder U
dicht in X;
(11) Die Menge

{x € X[(F"(x))nenN, ist dichtin X}

ist eine dichte Gs-Menge, d.h. ein abzihlbarer Durchschnitt offener Teil-
mengen.

BEMERKUNGEN. (1) Die topologische Transitivitit bedeutet ,, Unzerleg-
barkeit” des dynamischen Systems.
(2) Eine Teilmenge E C X heif$t nirgends dicht, falls das Innere des Ab-

schlusses von E leer ist, E = &. Eine abgeschlossene Teilmenge E C X
ist genau dann nirgends dicht, wenn das Komplement E¢ := X \ E in
X dicht liegt, denn

E=@« X = (E) = E-.

(3) Die Invarianzbedingung F(E) C E in (10) ist dquivalent zu Bedingung
E C FY(E). Bewers: Aus F(E) C E folgt

Ec FYF(E)) c FY(E).

Umgekehrt folgt aus E C F~Y(E) die Inklusion F(E) C F(F~1(E)) C
E.

Bewers. (1) < (3) Das dynamische System (X, F) ist genau dann topo-
logisch transitiv, wenn

U Frilu)ynVv #9

nelN
fir beliebige nichtleere offene Teilmengen V C X, d.h. genau dann, wenn
J F"(U) dicht in X liegt.
nelN

Analog zeigt man die folgenden Aquivalenzen: 2) < @), 5)<= (D), 6)
& (8).

(5) < (6) Die Implikation (5) = (6) ist klar. Umgekehrt sei U C X
eine nichtleere offene Teilmenge. Dann ist F~!(U) offen. Nach (6) existiert
ein k € Ny so, dass F*(F1(U)) NV # @, dh. F"(U) NV # @ fiir ein
n € IN.

(3) & (4) Die Implikation (3) = (4) ist klar. Umgekehrt sei U F'(U)
n€lNp
dicht in X. Dann ist

F( U F”(LI)) = |J F*(u)

nelNp nelN
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dicht in F(X), denn
F ( U F”(U)) NVDOF ( U F”(Ll)) NE(FY(V))
n€lNy n€lNy

) F( U F”(u)mF—l(V)> #Q

nelNg

fiir beliebige offene Teilmengen V C X mit VN F(X) # &. Wegen der
Aquivalenz (2) & (4) gilt F(X) NV # @ fiir alle nichtleeren offenen Teil-
mengen V C X, dh. F(X) ist dicht in X. Somit ist | J F*(U) dicht in

nelN
X.

(1) = (9) Angenommen, eine abgeschlossene invariante (F(E) C E)
Teilmenge E C X ist nicht nirgends dicht. Dann existiert ein nichtleeres
offenes U C E. Nach Satz 1.19 gibt es eine dichte Bahn {F"(x)|n € INp}.
Daher existiert ein m € Ny, sodass F"(x) € U. Wegen F(E) C E gilt
{F"(x)|n > m} C E. Folglich ist

{x,F(x),...,F" Y (x)JUE =X
und somit
F({x,F(x),...,F""'(x)} UE)
= {F(x),F*(x),..., F" 1 (x)} U{F™"(x)} UF(E) = F(X).
Da die Menhe F(X) in X dicht liegt , ist
{F(x), F*(x),...,F" '(x)} U{F"(x)} UF(E)
ebenfalls dicht. Wegen F"(x) € E und F(E) C E ist die Obermenge
{F(x),F*(x),...,F" Y(x)} UE
dicht in X. Da E abgeschlossen ist, gilt
{F(x),F*(x),...,F" 1(x)} UE = X.

Durch das rekursive Widerholung dieser Argumentation erhalten wir E =
X.

(9) = (10) Sei U C X eine offene Teilmenge mit F~!(U) C U. Setze
E := U° und betrachte

FUE) = F(u) = (F(W) ot =E.

Somit ist entweder E = X oder E nirgends dicht, d.h. U = & oder U liegt
dicht in X.

(10) = (9) Sei E C X eine abgeschlossene Teilmenge mit F(E) C E.
Setze U := E€ und betrachte

FYU) = FY(E) = (P‘l(E)>C CEC =1,

sieche Bemerkung (3) nach Satz 1.21. Somit gilt entweder U = & oder
U = X, d.h. entweder E = X oder E nirgends dicht in X.
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(1) = (5) Setze A := | J F"(U). Dann ist A offen, nichtleer und es

keIN
gilt

F1(A) = G F*u) c A.
k=2

Wegen der Implikation (1) = (9) < (10) liegt A dichtin X, dh. ANV =0
fiir beliebige offene nichtleere Teilmengen V C X. Somit existiert ein k €
N mit F5(U)NV = @.

(5) = (1) Seien U,V C X beliebige nichtleere offene Teilmengen. Sei
k € N so, dass F¥(U) NV # @. Dann gilt

@ +# F (F*k(U) N v) C F <F*’<(U)) NF(V) c UNFXV),

also ist U N FK(V) # @.

(10) = (7) Sei U C X eine offene nichtleere Teilmenge. Setze A :=

J F"(U). Dann ist A offen, nichtleer und es gilt F~'(A) C A. Folglich

nelN
ist A dicht in X.

Fiir den Beweis der Aquivalenz (1) < (11) bendtigen wir ein Hilfsmit-
tel aus der Funktionalanalysis. O

LEMMA 1.22. In jedem separablen metrischen Raum (X,d) lisst sich jede
offene Teilmenge A C X als eine hichstens abzihlbare Vereinigung offener Kugeln
darstellen, d.h. es gibt eine abzihlbare Basis der Topologie.

BEweErs. Sei {x;|k € Np} mit Ny C N eine dichte Teilmenge in X. Setze
Ny := {k € Np|xx € A}.
Fiir jedes k € Nj setze
U :=min{¢ € IN|B, «(x;) C A}.

Dann gilt offenbar B, /(x;) C A fiir alle k € Nj und alle ¢/ € N mit ¢ > 4.
Somit ist

U B2*4k (xk) C A.
keN;

Sei nun x € A beliebig. Wéhle ein m € IN so, dass B, «(x) C A fiir alle
I > m. Es gibt ein x4, k € N, mit x; € B, »1(x). Es gilt also sogar k € Nj.
Sei y € By w-1(xy) beliebig. Dann gilt
d(x,y) <d(x,x;) +d(xpy) <27 g 27ml —p=m
und folglich
Bz—m—l (Xk> C BZ*”’(X) C A.
Insbesondere folgt daraus, dass m +1 > ;. Wegen
X € Bz—m—l (.Xk) C Bz—fk (Xk)

giltx € () By (%), dh.
keN;

AC | Bys(xx).
keN;
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BEWEIS VON SaTz 1.21, FORTSETZUNG. (1) = (11) Setze
A= {x € X|[(F"(x))nen, ist dichtin X}.

Sei (Uj) e eine abzéhlbare Basis der Topologie. Ein Punkt x € X liegt in
der Menge A genau dann, wenn zu jedem j € IN ein 1; € Ny existiert mit

F"i(x) € U;. Also ist
A= ﬂ U an(uj).
jEN n€lNp
Die Mengen | ] F~"(U;) sind offen und wegen der Implikation (1) = (4)
nelNg

dicht in X. Somit ist A eine G;-Menge und nach dem Satz von Baire dicht
in X.

(11) = (8) Da die Menge A dicht in X ist, sind die Teilmengen | ] F~"(U;)
n€lNg
ebenfalls dicht. Sei U C X eine offene nichtleere Teilmenge. Dann ist

U = J U, fiir eine Indexmenge j(IN). Wegen
kelN
F(u) = |J F"(Ujw)
keIN
ist die Menge

U = U F"(WF"(U)

ne€lNp keIN nelNyp
dicht in X. 0
AUFGABE 1.23. Sei (X, d) ein polnischer Raum, F : X — X stetig. Eine
Funktion ¢ : X — R heifit F-invariant, falls ¢(F(x)) = ¢(x) fir alle x €

X gilt. Zeigen Sie: Ist (X, F) topologisch transitiv, so ist jede stetige F-
invariante Funktion konstant.

DeFINITION 1.24. Ein dynamisches System (X, F) heif$t minimal, wenn fiir
jedes x € X der Orbit (1—"](x))].GINO dicht in X liegt.

Offensichtlich ist jedes minimale dynamische System topologisch tran-
sitiv und nicht chaotisch im Sinne von Devaney.
Die Kreislinie S! := R /27Z ausgeschtatet mit der Metrik

d(91,92) = min{]@l — 92’,27‘( — |91 — 92|}

ist ein kompakter metrischer Raum. Sei R, : S! — S! die Rotationsabbil-
dung, Ry(®) := O + 27tw modulo 277, w € R. Die Metrik d ist Rotations-
invariant, d.h. d(R,01, Ry,602).

Satz 1.25 (Jacobi). Ist w irrational, so ist das dynamische System (S', Ry,)
minimal.

Bewers. Sei 0 € S! beliebeig.
BEHAUPTUNG: R!"(0) # R, (0) fiir m # n.
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BEwEIs. Angenommen, es gibe m,n € IN so, dass R"(0) = R/ (6).
Dann ist 27t(m — n)w = 0 (mod 27), d.h. 27t(m — n)w = 27k fiir ein
k € Z. Somit ist w € Q. Widerspruch!

Seie > 0 beliebig. Die Folge (R, (8)) besitzt eine konvergente Teilfolge.
Dann existieren m,n € Ny, m # n mit d(RZ,(6), R%(0)) < e. O.B.d.A. sei
n > m. Setze k := n — m. Betrachte

d(R;,(6),0) = d(R{(RE,(9)), R (0)) = d(R[,(0), R (6)) < e
und somit
d(R¥(0), RS 0) = d(RE,(6),0) < e
fiir alle £ € IN. Nach der Behauptung sind alle Folgenglieder der Folge

(6, RE (), R%(9), . ..) paarweise verschieden und daher d(RK (6),6) > 0.
Folglich liegt in der e-Umgebung jedes Punktes § € S! ein Folgenglied. [

Wir studieren nur einige ausgewdhlte Eigenschaften minimaler dyna-
mischer Systeme.

Satz 1.26. Sei (X,d) ein metrischer Raum, F : X — X stetig. Dann sind
die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(1) Das dynamische System ist minimal;
(2) Ist E C X abgeschlossen und F(E) C E, so ist entweder E = X oder
E=g;
(3) Ist U C X offen und F~1(U) C U, so ist entweder U = X oder U = &;
(4) Fiir jede nichtleere offene Menge U C X gilt | J F7"(U) = X.
neN

BEWEIS. (1) = (2) Sei E C X eine abgeschlossene Teilmenge mit F(E) C
E. Sei x € E beliebig. Dann ist { F”(x)|n € Ny} C E und folglich

X = {F"(x)|n € No} C E.
Also gilt X = E.

(2) = (3) lasst sich genauso wie die Implikation (9) = (10) in Satz 1.21
beweisen.
(3) = (4) Sei U C X beliebige nichtleere offene Teilmenge. Dann ist die
Menge A := | J F~"(U) offen und es gilt
nelN

Nach (3) ist A = X.
(4) = (1) Sei x € X beliebig. Sei U C X eine nichtleere offene Teilmen-
ge. Dann ist x € | J F~"(U) und somit x € F~"(U) fiir ein n € N, d.h.

nelN
F"(x) € U. Also ist das dynamische System (X; F) minimal. O
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1.6. Topologisch transitive Intervallabbildungen sind chaotisch

Sarz 1.27. Sei I C R ein kompaktes Intervall, F : I — I stetig. Ist das
dynamische System (I, F) topologisch transitiv, so liegen periodische Punkte der
Abbildung F dicht in 1. Insbesondere ist das dynamische System (I, F) chaotisch.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir einige Hilfsergebnisse.

LEmMMA 1.28. Sei F : [a,b] — R stetig. Gilt entweder F([a,b]) C [a,b] oder
F([a,b]) D [a,b], so besitzt F einen Fixpunkt in [a, b].
BEMERKUNG. Gilt F([a,b]) C [a,b], so besitzt F einen Fixpunkt nach dem

Satz von Brouwer:
F:[ab] — [a,b] stetig _ ey =
[a, b] konvex und kompakt = 3% € [a,b] mit F(x) = x.
BEwers. Sei G(x) := F(x) — x.
(1) Sei F([a, b]) C [a, ]
= F(a) > aund F(b)

= G(a) > 0und G(b)

<b
<0

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € [a,b] mit G(c) =0
(2) Sei F([a, b]) D [a,b]
= 3dx,y € [a,b] mit F(

<aund F(y) > b
= G(x) <0und G(y) >0

x)
>

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € [a,b] mit G(c) =0

LEMMA 1.29. Sei | C I ein Intervall. Es gelte:

(a) J enthilt keine periodischen Punkte.
(b) Es gibt ein x € J und ein m € N mit F"(x) € J und x < F"(x).

Dann gilt F"™*(x) > x fiir alle k € N.

Bewers. Sei G := F™. Vollstandige Induktion:
e k=1:x < F"(x) = G(x) (nach der Voraussetzung).
e Es gelte G'(x) > x furallei € {1,...,k—1}.

Angenommen, G¥(x) < x. Wir zeigen, dass ] einen periodischen Punkt
enthalt. Daraus wird die Ungleichung G¥(x) > x folgen.

Betrachte die Menge

M = {G(x)|0<i<k-1}
= {xo,x1,..., X1 |x0=% % <xj41,j=0,...,k—2}

(Hier schreiben wir Elemente von M in der aufsteigenden Reihenfolge)
Da ] keine periodischen Punkte enthlt, ist

X0 <x1 < -0 < Xpq

(*)
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Nach der Annahme ist Ghx) <x=x<x < - <x.1.%i1<j<
k —1 so, dass x; = G/(x). Das Intervall | enthilt keine Fixpunkte von G,
d.h. x # G(x). Nach (x) gilt dann

x1 < G(x) €] (G(x) =F"(x) € ] nach Voraussetzung (b))
wnge ey
Die Zahl k — j geniigt der Ungleichung 1 <k —j <k-—1

== GHi(x) e M= GFl(x) > x;
k .
G (xg;o@q [xo,xl] - [Gk(xo),Gk_](xo)]

[Gk‘f (G/(x0) ), GK (xo)} C G ([x0, 1))

=X

temmal 25 Gk~ besitzt einen Fixpunkt in [xp, x1] C |
= G = F" besitzt einen periodischen Punkt in [xg, x1] C J
Widerspruch! U

Analog beweist man das folgende

LemMma 1.30. Sei | C I ein Intervall. Es gelte (a) aus Lemma 1.29 und
(b’) es gibteiny € J und ein n € N mit F"(y) € Jundy > F*(y).
Dann gilt y > F¥(y) fiir alle k € N.

LEmMA 1.31. Sei | ein Intervall. Es gelte (a) aus Lemma 1.29 und
(b”) es gibt x,y € Jund m,n € Ns.d. F"(x) € [, F'(y) € Jundy < x <
F™(x).
Dann gilt y < F"(y).

BEwEIs. Angenommen, y > F"(y). Aus (a) folgty # F"(y), d.h. F'(y) <
y. Dann ist nach Lemma 1.30 F¥(y) < y fiir alle k € IN. Nach Lemma 1.29
folgt aus der Vorausetzung x < F™(x), dass F"*(x) > x fiir alle k € IN.
Also gilt F"™(y) <y < x < F™(x), d.h. F""([y,x]) D [y, x]. Nach Lem-
ma 1.28 besitzt die Abbildung F™" einen Fixpunkt in [y, x] C J. Wider-
spruch! U

BEWEIS VON SATz 1.27. Angenommen, es gibe ein offenes Intervall | :=
(a,b) C I, das keinen periodischen Punkt enthélt. Sei { F¥(x) }sen, dicht in
[=3m,p,g, e Nmitp < gsd.x < F"(x) <bunda < F1(x) < FP(x) <
x. Setze y := FP(x). Es gilt

FiIrPly) < vy < x < F'x)
| | €] €]
Fi(x) FP(x)
€] e]J
Also gilt:

Lemma1.31

F'"(x) € JFTP(y) € Jy<x<F"(x) ="y <FTF(y).
Widerspruch! U
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1.7. Topologische Konjugation

DErFINTTION 1.32. Zwei dynamische Systeme (X, F) und (Y,G), X,Y me-
trische Riume, F, G stetig, heiffen topologisch konjugiert, wenn es einen Ho-
moomorphismus h : X — Y gibt mit ho F = Goh.

ProrositioN (Ulam-von Neumann (1947)). Die logistische Intervallabbil-
dung
Fy(x) =4x(1—x)
und die Zeltabbildung
| 2x, 0<x<1/2
Ta(x) = { 2-2x, 1/2<x<1
sind topologisch konjugiert.
BewErs. Wir suchen einen Homdomorphismus % : [0,1] — [0, 1] mit
h(Fy(x)) = To(h(x)) Vx € [0,1].
h ist Homdomorphismus =- & ist streng monoton = 1(0) = 0 oder h(0) =
1. Setze x = 0 = h(0) = T»(h(0)) = h(0) ist ein Fixpunkt = h(0) = 0 =
h(1) =1.
Beobachtung: F4(x) = F4(1 — x) (Symmetrie bzgl. x = 1/2)
= (I’ZOF4>(X) = (h OF4)(1 — X)

(Troh)(x) = (Troh)(1—x) }
Tz(x) = Tz(l — x)

= entweder h(x) =h(1 —x) oder h(1 —x) =1— h(x).

unmoglich wegen
h(0)=0#1=h(1)

Insbesondere gilt 1(1/2) =1 —h(1/2) = h(1/2) = 1/2. Somit geniigt es,
das Intervall [0,1/2] zu betrachten:

h(4x(1—x)) =2h(x), x € [0,1/2]

aresin (24/x(1 — x)) = 2arcsin /x.

Also ist h(x) = 2 arcsin+/x, x € [0,1/2]. Fir x € [1/2,1] gilt

n

h(x) =1—h(1—x) zl—iarcsin\/l—x.

BEHAUPTUNG: 1 — 2 arcsin /1 — x = 2 arcsin /x fiir alle x € [0,1].

V
BEwELs. x = sin @ mit © € [0, Z] = x € [0,1].
2 2
(%) = arcsin y/x = 20
T T
Aus
arcsinv/1 — x = arcsin(cos ©)
. : T
:arcsm(—s1n(9—§)> == -0
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folgt
1-— 2 arcsinvl—x=1—-1+ 2002 arcsin v/x.
T T 7
Also ist h(x) = 2 arcsin/x = h™(y) = sin® 7. O

DerINITION 1.33. Ein dynamisches System (X, F) heifit topologisch se-
mikonjugiert zum dynamischen System (Y, G), wenn es eine stetige surjektive
Abbildung h : X — Y gibt mit ho F = G o h. Das dynamische System (Y, G)
heifit (topologischer) Faktor von (X, F).

LemMA 1.34. Sei (Y, G) ein Faktor von (X, F). Dann gilt: x € Per,(F) =
h(x) € Per,(G).
BEwErs. Sei x € Per,(F) = FF(x) = x = h(FP(x)) = h(x).

hoF=Goh — hoF?=GohoF=G?%0oh
Indu:kgon hoFPF =GPoh
= h(x) € Per,(G).
O

BEMERKUNG. Sei y € Per,(G). Dann gibt es ein x € X mit h(x) = y und
GP (h(x)) = h(x). Folglich gilt

h(FP(x)) = h(x) h 7&}1“ FP(x) = x.
injektiv

LeEmMma 1.35. Sei (Y, G) ein Faktor von (X, F). Die periodischen Punkte von
(X, F) seien dicht. Dann sind die periodischen Punkte von (Y, G) ebenfalls dicht.

BewEils. Sei y € Y beliebig und U > y eine offene Menge. Es gibt ein
x € X mit h(x) = y. Sei V := h~1(U), V ist offen. Es gibt ein z € Per(F)
mit z € V. Nach Lemma 1.34 h(z) € Per(G) und h(z) € U. O

LEMMA 1.36. Sei (Y, G) ein Faktor von (X, F).(X, F) besitze einen dichten
Orbit. Dann hat (Y, G) ebenfalls einen dichten Orbit.

BEwEIs. Sei {F"(x)}nen, dicht in X. Sei ¥ € Y beliebig und U > ¥
offen. Setze V.= h~!(U), V offen. Es gibt ein n € N mit F"(x) € V.
Folglich gilt

G"(h(x)) =h(F'(x)) e (V) =U
= {G"(h(x)) }neNo dicht in Y.
0

Kororrar 1.37. Sei (Y, G) ein Faktor von (X, F). Ist (X, F) chaotisch, so
ist (Y, G) ebenfalls chaotisch.
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1.8. Beispiele chaotischer dynamischer Systeme

1.8.1. Winkelverdopplung. Sei X = S' = [0,277), T(®) = 20 (mod
27).

BEHAUPTUNG: (S!, T) ist ein Faktor von (Z4,0) mit A = {0,1}.

BEwEss. 2 € [0,1) = © = 2> ; 2~ F mit z; € {0,1} (Dualziffern
von Zahlen aus [0,1)).
(1) Die Abbildung h : z = (z1z2...) — O ist surjektiv (klar!), aber
nicht injektiv:
(1,0,...) —

0,1,1,...) = 21y 2F=m
k=2
(2) hist stetig.

h(z)—h(Z) = 2n i(zk —z})27k
k=1

= |hz)=h(Z)| < 27Y |z —z|27F = 21ds(z,2).
|h(2) f

k=1
B) Toh=hoo.
(Toh)(z) = T(h(z))= T<27r y zkz—k)
k=1
= 4n ) z2F= 27z +2m ) z2kH
= omedzr k2
RV Y zp127 = h(o(2)) = (hoo)(z) (mod 27).
=1

KOROLLAR 1.38. (S, T) ist chaotisch.

1.8.2. Logistische Abbildung mit = 4. Fy(x) = 4x(1 — x) auf [0,1].
Betrachte

1 ®
h:st— 0,1, h(®):= 5(1 —c0os @) = sin® 5>
Wir konnen direkt folgende Eigenschaften von h notieren: h ist stetig, sur-
jektiv, aber nicht injektiv.

BenauprTUNG: ([0, 1], Fy) ist ein Faktor von (S!, T).
BEWwEIs.

(From)(©) = FEi(h(®)) = 4h(®)(1—h(®))
= 4% (1 - COS@) [1 - %(1 - COS@)}

(1—cos®)(1+cos®) =1— cos’ @ = sin’ @
h(20) = (ho T)(O©).
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KoroLLAR 1.39. Die logistische Abbildung ([0, 1], Fx) und die Zelt-Abbildung
([0,1], T») sind chaotisch.

BEMERKUNGEN. (1) Im Allgemeinen bleibt die empfindliche Abhiingig-
keit vom Anfangspunkt unter topologischer Konjugation nicht erhalten.
Beispiel: Seien I = (0,1),] = (1,00). Die Abbildung f : x — x? lisst
die beiden Intervalle invariant. Das dynamische System (], f) hat emp-
findliche Abhiingigkeit vom Anfangspunkt (siehe oben). Das dynamische
System (I, f) hat keine empfindliche Abhiingigkeit vom Anfangspunkt,
denn

£ = F 0l 20 Yy el

Die dynamische Systeme (I, f) und (], f) sind topologisch konjugiert
mit h(x) = 1:

f(h(x)) = % =h(f(x)) fiiralle xel.

(2) Fiir die logistische Abbildung Fy gilt die Formel
1
Fi(x) = 5 (1 — cos (2" arccos(1 — 2x))).
Trotzdem ist das dynamische System chaotisch.

1.9. Die Gauf3-Abbildung
Sein X = [0,1] und
1
o= { 1 120
Hier bezeichnet {a} den gebrochenen Teil von a > 0, d.h.
{a} :=={b€[0,1)|b—a e Np}.
Eigenschaften von G:
(1) Der Wertebereich von G ist [0,1). Sei a € (0,1) beliebig. Setze
1

X = :>%:1+Dc:>{%}zzx.

(2) G ist nicht injektiv. Sei n € IN beliebig. Dann ist

G: <nl+1711) — (0,1).

=

Tatsdchlich, fiir beliebiges x € (%, %) gilt

% enn+1l)= {%} €(0,1).

(3) G ist nicht stetig in Punkten x,, = %H' n € IN. Sei n € N beliebig.
Betrachte

k=

+ex, k= — & mit g — 0.
k—o0

n+1 n+1
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.11 1
BEHAUPTUNG: {Ck } k_>—0>o 1, {’7k } }H—;O.
BeEwEIs.
er(n+1)+1 1 n+1
= = P —
Gk n+1 & en+1)+1
1
= n < — < n+1 fir hinreichend grofle k
k
1 1 n+1
= (-l = 2T
{gk} gk Sk(7’l+1)+1 k—oc0
T —g(n+1) N 1 n+1
=" m 1—e(n—+1)
1
= n+1< e < n + 2 fiir hinreichend grofse k
k
1 1
= ¢ =——(n+1
()= 4D
n+1
= — 1 0
T —amrn "YU
* 1
(4) G ist stetig fiir alle x € (0,1] \ | J {m} und stiickweise mono-
n=1
ton fallend.
%9 ©
; |\
L
\ \ | %
A \ |
\\: \ |
._..____..._.4,__.___£§m .?, ﬂ.“,..}*' . — —g
by B, 1
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1.9.1. Kettenbriiche (reguldre Form). Ein endlicher oder unendlicher
Kettenbruch ist die Darstellung einer reellen positiven Zahl x als

X =50 N 1
S1 N 1
N S3 + 1
3 S4+ ..
wobei 5,517,582 -+ € IN.
Bezeichnung: x = [s¢; 51, 52,53, - - - |. Man schreibt
[So,’S1,...,Sk,0,0,.. ] = [So,‘Sl,...,Sk,ﬁ],

falls der Kettenbruch endlich ist.
(1) Jeder unendliche (reguldre Kettenbruch konvergiert (ohne Beweis,
obwohl der Beweis leicht ist).

(2) Jede reelle positive Zahl lésst sich eindeutig als reguldren Ketten-
bruch darstellen:

1
X — 50

so:=[x|:=max{n € N|n < x} = s := [ J usw.

(3) Die Zahl x ist genau dann, rational, wenn der Kettenbruch end-
lich ist.

Bewers. (<) klar
(=) Sei x rational

=>x = 50+Ep<q

= SO+T7’2<1’1 usw.
S [ —
1 Sz+%

1y bilden eine streng monoton fallende Folge natiirlicher Zahlen,

r1 > rp > r3 > .... Somit ist die Folge rx endlich und der resultie-
rende Kettenbruch ebenfalls endlich. O
BEISPIELE. 1) ;1] = % =: ® (goldener Schnitt), denn x =1+

%@xz—x—1:0®x:%.
() [1;2] = V2, denn

x+1=[22]=2+

2 _
e (EDI=20+1)+1

& P 42x+1=2x+3<x2=2
B)e=1[2,1,2,1,141,1,61,1,8,...].
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(4) m=1[3;17,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14 ... ] Kein Muster zu erkennen!
(5) [1;1,2] = V/3, denn

x-1=[0T2 ="
1—i_ZJr(xfl)
sx-1)242(x-1)+1=3
ox? =3,

(6) Satz von Euler-Lagrange: Ein Kettenbruch ist genau dann periodisch,
wenn er eine quadratische Irrationalzahl darstellt, d.h. eine irrationale
Losung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten.

1.9.2. Symbolische Dynamik mit A = IN. Beobachtung:

G([O;515253...]) = G( 1 1 )
81+ —m—

S2 + L
2 S3+..
1
= st ————
SZ+S3—|—...
= [0;s253...]

Folgerungen:
(1) Seix € [0,1]NQ = G"(x) =0 fiirein n € N.
(2) Fixpunkte von G sind [0;nnn...], n € N.
Insbesondere ist [0;111...] = ® — 1.
(3) Periodische Punkte von G sind quadratische Irrationalzahlen.
Betrachte: X' := {x € [0,1] | x ¢ Q}.
e X' ist invariante Menge fiir G.
e G ist stetig auf X'.

A = N abzihlbar unendliches Alphabet. Phasenraum: ¥4 := AN =
{s = (s152...)|s; € A}. Metrik:
dd' k(S', t)
d(S, t) - Z lszii_.il.
ieN
(XN, d) ist ein metrischer Raum. Im Unterschied zum Bernoulli-Shift ist
(XN, d) nicht kompakt. Die Shift-Abbildung: ¢ : (s152...) — (s2...).
BEHAUPTUNG 1: Periodische Punkte von ¢ liegen dicht in X.
Der Beweis ist klar: s = (s152...5, ... ) sei gegeben. Dann ist
(5152 ...S151S2 -+ - SpS152 - - )

periodisch. Durch eine geeignete Wahl von n kann immer erreicht werden,
dass der periodische Punkt in einer beliebigen Umgebung von s liegt.

BEHAUPTUNG 2: (¥, 0) besitzt eine dichte Bahn.



1.9. DIE GAUSS-ABBILDUNG 35

BEwEIs. Sei S; =N, S = N?,...,S; = N, .. .. Betrachte

S := | | Sk (disjunkte Vereinigung).
k=1

Da S abzdhlbar ist, exestiert eine surjektive Abbildung ¢ : IN — S. Fiir
jedes k € IN ist ¢(k) € IN? fiir ein p € IN. Betrachte die Folge s =
(¢(1),9(2),...). Sei t € Xy beliebig. Zu beliebigem ¢ > 0 wéhle ein
n € N sd. 27" < ¢ Betrachte die ersten n Elemente der Folge t:
(t1...tn) = (k) fiir ein k € IN. Sei

k—1
N:= ) |¢(k)|, |-|=Lange des Blocks.
=1

Die ersten n Elemente der Folgen ¢ (s) und t stimmen iiberein

= dtoV(s) < Y 27 = 27 ¢
j=n+1
= s ist eine dichte Bahn.

KororLAR 1.40. (X, 0) ist chaotisch.

Satz 1.41. Die dynamische Systeme (X',G) und (X,0) sind topologisch
konjugiert mit Konjugation

h:X/—>Z, h([O;nlnz...]):(ng...)
Bewers. (1) h ist offenbar bijektiv.
(2) h ist stetig.

Sei x = [0;515253. .. ] € X’ beliebig. Wir wollen zeigen, dass Ve > 035 > 0
s.d. fiir alle y € X’ mit |x — y| < 6 die Ungleichung d(h(x), h(y)) < ¢ gilt.
Sei e > 0 beliebig. Wahle m € IN so grofi, dass fiir alle y € X mit

ti=s;V ie{l...m+1}, t=h(y)
die Ungleichung d(h(x), h(y)) < e gilt. Beobachtung:
1 1

—— < G"(x) <
Sm+1+1 ) Sm+1

fiir alle m € INp. Der Punkt x ist ein gemeinsamer Punkt von Intervallen

1 1\ .,/ 1 1 1 1
D o Do)
s1+1 s ss+1 s Sm+1+ 1 Smi1

Folglich ist

o) e Grra) e Garras)

nicht leer und offen (G ist stetig!). Somit existiert ein § > 0 mit

(x—3,x+96) C <511+1511)mmc_m<sm+11Hs,,11+1>
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= Furjedesy € X' mit [y — x| <dgiltt; =s;Vie{l...m+1},t =h(y)
= d(h(x),h(y)) <e.

(3) h 1 ist stetig.

BEHAUPTUNG: Sei x = [sp;5152...] ein unendlicher Kettenbruch. Sei

% = [s0;5152 - - ~Sn/6]' Dann gilt:
_Pn 1
@ ‘x Gn < Gndn+1”

b) pp>2"7, g. >2"7.

Den Beweis findet man in Lehrbiichern tiber Zahlentheorie.

Folgerung:
>0t = 2
ann—i—l - - \/E
Sl-Prlc 1 <vaaom
qn %%H

Sei ¢ > 0 beliebig. Wihle ein n € N so gro, dass 2-v/2-27" < &. Wahle
ein § > 0 so klein, dass d(s,t) < ¢ firalles, t € Emits; = Vi€ {1...n}.
Betrachte:

W%@—h”ﬁﬂ :‘mmﬁ,”%ﬁﬂyuy—mahnjﬂﬁyuu
< ‘[0;5152...5,1,5,1“...] — [0;5152...5,1,6]‘
-I—‘[O;tltZ...tn,th...] — [0;5152...5,1,6]‘

< 2v22m 1 <
(@) hoG = ¢ oh ist Klar. 0

1.10. Die logistische Abbildung F, fiir u > 4

Fiir 1 > 4 gilt F,(1/2) = /4 > 1 und somit F;(1/2) < 0. Da F, auf
(—00,0) streng monoton steigend ist, gilt F;/(1/2) < 0 fiir alle n > 2. Man
kann auch zeigen, dass

lim F(1/2) = —oco.

n—oo M
Es gilt auch lim F/(xo) = —oo, falls F(xo) & [0,1] fiir ein n € Nj. Die
n—oo
Langzeitdynamik der Punkte, die das Intervall [0,1] verlassen, ist unin-

teressant. Wir wollen die Dynamik der Punkte studieren, die fiir alle Zei-
ten n € Ny in [0, 1] bleiben.

Definiere:
Ao = [0,1]
Ay = {x€[0,1]|Fi(x) €[0,1] VO <k<mn}.

Die Folge {Ay}nen, ist schrumpfend: Ag D A1 D Ay D ...
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DEFINITION 1.42. Der Definitionsbereich der Abbildung F, fiir yu > ist

A= () Av={x€[0,1]|Fi(x) € [0,1] Vk € No}.

n€lNp

Setze

Az = {x € [0,1] | Fu(x) <1, F2(x) > 1}

37
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@ AW )
7 CE L+

e
A= (c?,cP)u(1-cP1-c?).

DEFINITION 1.43. Eine Menge M C R heifit Cantormenge, wenn M ab-
geschlossen, perfekt und vollstindig unzusammenhingend ist. M heifst perfekt,
wenn M keine isolierten Punkte besitzt. M heifit vollstindig unzusammenhéan-
gend, wenn M kein nichttriviales Intervall [a,b], a < b enthiilt.

Satz 1.44. Fiir p > 4 ist A\, eine Cantormenge.

BEWEIS FUR yt > 2+ /5 =4.236.... (Fir 4 < u < 2+ /5 ist der Be-
weis aufwendiger!)

A =1LUL, Iy = [ ;(1—,/”;4)

0,
%<1+ ;4>,1]

I = H
In Iy gilt
Fi(x) = ;4(1—23()2;4(1_2,%(1_ y;4)>
= [ = e
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Falls u > 2 4 /5, dann ist
W —Adp=pup—4)>(2+vV5)(-2+V5) =5-4=1.
Bezeichne ¢ := \/u2 — 4y > 1. Aus der Symmetrie x — 1 — x folgt:
[Fi(x)|>c>1 VxelUL =A; DA

(1) Ay ist vollstaindig unzusammenhéngend.
Angenommen, es gibt 0 < a < b < 1 mit [4,b] C A, dann muss
fiir jedes n € IN gelten

entweder Fy([a,b]) C Iy oder F/([a,b]) C L

Daher gilt die Ungleichung

b
IFu(a) — Fu(b)| = \/ﬂ Fi(x)dx| > clb—a.
Wegen

% Fy (Fu(x)) = F;l (F;:(X))F]:(x) > 2

erhilt man

b
|F2(a) — F2(b)| = (/ (Fg)/(x)dx) > 2|b —al.
Fiir beliebiges n € IN gilt
|Fi(a) — F/(b)| = c"[b—al.

Fiir n — oo ist die linke Seite beschriankt, die rechte ist aber unbe-
schrankt. Widerspruch!
(2) A, ist abgeschlossen.

Jede Menge A, besteht aus 2" abgeschlossenen Intervallen Ij =
[a,(j) b,({)]. Daher ist
AI/L - ﬂ An
nelNp
abgeschlossen.
(3) Ay ist perfekt.
Angenommen, es gibt einen isolierten Punkt xg € A, N (0,1), d.h.
es gibt x_ < xp < x4 mit [x_,x;]NA = {x0}. Dann existieren
k+ € N mit (XO,X+] C Ak+, [x_,xo) C Ay .
Wahle k := max{k; +1,k_ +1}. Da Fﬁ(x) < 0furalle? >1
und alle x > 1 gilt

0,1 fir x =
Flf(x) < { [(—ol,O) fiir i € [jgco,,x+] \ {x0}

= X ist ein relatives Maximum von Flf

= (F)'(x0) =0

= F(F ' (x0)) - FL(FX 2 (x0)) -+ Fl(x0) =0
Wegen |F,(x)| > ¢ > 0 fiir alle x € A ist es ein Widerspruch!
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Nun betrachten wir die Randpunkte. Angenommen, xp = 0
wiére isoliert

= Jxy > xomit [0,x4]NA = {0}
= Jk € Nmit (0,x;] C A
= 0 ist ein lokales Minimum von F;,‘.

Fiir jedes k ist Fﬁ streng monoton steigend in einer Umgebung von
Null. Widerspruch! xo = 1 ist nicht isoliert wegen der Symmetrie.

O

1.10.1. Kodierung der Punkte in A,. Sei p > 2+ /5. Betrachte die
Abblldung S: A‘u — X = Z{O,l}/

) 0 falls Fl x) € Io,
S(x) = (sos182.-.)  mit 5= { 1 falls F! Ex; e h.

Hier sind

10:[0,;(1—W)} und 11:[%(1+ ”;4),1]

Die Folge S(x) heif8it die ,Route” (engl. itinerary) von x.
Sarz 1.45. Die Abbildung S : A, — X ist ein Homdomorphismus.

Bewers. (1) S ist injektiv.
Angenommen, es gdbe x < y mit S(x) = S(y). Dann fiir alle j € N liegen
die beiden Punkte F/(x) und F/(y) entweder in Iy oder in I;. Da F,

monot steigend und F, ‘I monoton fallend ist, gilt

F(a) <F(z) <F(B) Vze[ap]Clh,
() F(z) < F(a) Vze€[wp]Ch.
),

Fi(y)] in Iy oder das Intervall [F/(y), F/ (x)]
[x,y] C A, aber A ist vollstindig unzu-

‘IO

Folglich liegt das Intervall [F/(x
in I; fiir jedes j € INp. Somit ist
sammenhdngend. Widerspruch!

(2) S ist surjektiv.
Seis = (sps1...) € X beliebig, suche ein x € A mit S(x) = s. Die Intervalle
Iy und I seien wie oben. Betrachte

Liysy.s, = {x € Ly |Fu(x) € Ls,..., F/(x) € L5, }
= LyN{x€[0,1]|Fu(x) € L5,..., F/(x) € L, }
= IyNF 7 (L.s,)
mit
L.s, ={x € I | Fu(x) € L., F ' (x) € I, }.

BEHAUPTUNG. I, . s, ist ein nicht leeres abgeschlossenes Intervall.
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Bewers Mit vollstandiger Induktion: Iy, = Iy oder I; ist nicht leer und
abgeschlossen. Sei Iy, s, fir alle (sp,s1,...,5,) € {0,1}" ein nichtlee-
res abgeschlossenes Intervall. Dann ist auch I, s,s,., ein nichtleeres abge-
schlossenes Intervall. Das Urbild Fy_ 1 (Is,...5,5,,, ) besteht aus zwei nichtlee-
ren abgeschlossenen Teilintervallen, einem in Iy und einem in I;. Folglich
ist Iy, N Fy_ 1 (Is,s,...5n5,.,) €in nicht leeres abgeschlossenes Intervall.

Oftenbar gilt I, s,s,., C Is..s,- Also ist I, s, eine geschachtelte Folge
nichttrivialer abgeschlossener Intervalle. Somit ist ﬂ Lsys,..s, 7 D. Sei
nelNg
x € ﬂ Lsys,..s, beliebig. Dann ist S(x) = s.

nelNp

(3) S ist stetig.
Sei £ > 0 beliebig. Wahle ein N(&) € IN mit N(g) > —log,(¢). Betrachte

|F;l(x)]:,u-]1—2x\§y Vx € [0,1]
= [(F)' ()< vxelo1]
= |Fi(x) = Fi(y)| < pNO|x—y| vxe[0,1] j=0,...,N(e).

Wihle 6(¢) := dis;gfgfﬂ. Sei |x — y| < &(¢)

= |Fi(x) = Fj(y)| < dist(Ip, ;) V0 <j<N(e)
= (S(x))j: (S(y))]‘ V0 <j<N(e)

= d(S(x),S(y) < ), 2—j — p—N(g)-1 Zz—j —9-N(e) o ¢
j=N(e)+1 j=0
=2

(@) S~ ! ist stetig.
Fiir x, x’ € A, mit d(S(x),S(x')) < 2™ gilt (S(x))]. = (S(x’))]., 0<j<m.
Fiir beliebiges 0 < j < m gilt

entweder {F/(x), F/(x')} C Iy oder {F/(x),F/(x")} C L.

Inlo = [0,3(1-/14)] gilt

Fy(x) = p(1 —2x) 2#(1—2;(1—\”[;4)) Zu\/”;4= \ 4

Falls # > 2 + /5, dann ist y?> — 4y > 1. Wegen der Symmetrie ist [F,(x)| >
Vu2—4pin Ii. Also ist |Fj(x)| > ¢ > 1 firallex € [ U I.

= |F"(x) — F"(xX')| > "|x — «|

<

Nl—=

1
= —I<7,
| x|_2c’”
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Zu beliebigem ¢ > 0 wihle m = m(e) € IN so gro83, dass
>+
2¢
Sei § = 6(e) = 27(). Dann ist |x — x| < ¢, falls d(S(x), S(x')) < 6.

(o)

O

KOROLLAR 1.46. Die logistische Abbildung F, mit y > 2+ /5 (gilt auch fiir
i > 4) und der Bernoulli-Shift (X, 0) sind topologisch konjugiert. Insbesondere
ist (Ay, Fy) chaotisch.

BeEwEers. Wegen Satz 1.45 gentigt es zu zeigen, dass
S(Fu(x)) = (s152...) = 0(s0s152...) = 0 (S(x)).

1.11. Die Zelt-Abbildung T3

Uns interessieren Punkte in [0, 1], die unter Iterationen mit der Abbildung
T3 das Intervall [0, 1] nicht verlassen.

Definiere:
Ao = [0,1]
A1 = {x€]0,1]|Ts(x) € [0,1]} =[0,1/3]U[2/3,1]
A = {xel0,1]|T5(x) € [0,1]}
= [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1]
A = ) An

nelNp

DEFINITION 1.47. A heif$t die klassische Cantormenge.

Satz 1.48. Die klassische Cantormenge ist

(a) abgeschlossen, perfekt und vollstindig unzusammenhingend;
(b) eine Lebesgue-Nullmenge;
(c) iiberabzihlbar.

BEMERKUNG. Jede abgeschlossene perfekte Teilmenge von R ist iiberabzihlbar
(siehe z.B. Rudin, Analysis).

BEwEIs. Jede Zahl x € [0,1] kann im tertidren System geschrieben wer-
den

5131+32+ +3n+ ..a, €{0,1,2}
Die Abbildung x + (a3, a3 ...) ist nicht injektiv, denn
1 1 0 0 0 2 2
33 ptET Ty T s
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BEHAUPTUNG 1. x € A genau dann, wenn

x:%—l—g—;—l—... mit a; € {0,2}Vk € N.

BEwETIs.

xeEN & a;=0odera; =2
x€EN, & a,=0odera, =2 usw.

(a) A ist abgeschlossen. Klar!

BEHAUPTUNG 2. A ist perfekt.

BEWEIs. Sei x € A beliebig, (a1a; ... ) sei seine tertidre Darstellung, d.h.

_m @
X = 3+32~|—...

Sein n € N beliebig. Betrachte (b1b;...) mit b; = a; fiir alle j # n. Setze
b, =2, falls a, = 0 oder b,, = 0, falls a,, = 2. Betrachte

b b
Offenbar y € A
iyl = 1l 2
Y= 3n T o3nt

Sei € > 0 beliebig. Wihle n so grofi, dass 2-37" < ¢ ist. Dann ist y € B,(x).

BEHAUPTUNG 3. A ist vollstindig unzusammenhéngend.

BEwEIS. A ist die Vereinigung von 2/ disjunkten Intervallen der Lange

377, Angenommen, A wére nicht vollstindig unzusammenhéangend. Dann
gédbe es ein Intervall [a,b] C Amit0 <a <b<1= [a,b] CA;Vjec Ny
Widerspruch!

(c) Betrachte die Abbildung A — [0, 1],

a4, ay a3 by by bs
_ 4 _ |0, 4=0
akE{O,z} bk_z_{l, 4 =2

Diese Abbildung ist surjektiv und somit ist A {iberabzahlbar.

(t» Sei1{k+1 EZZZ\k\\[\k+1,k S EQO

A1 =(1/3,2/3) = |A|=1/3

A = (1/9,2/9)U(7/9,8/9) = |As| =2/9 usw.
2k—1

’Ak’ = 37
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’kL_JlA"’_;’A” - 5;;(5) =21-2/3 !
= lal=|ou\ A =0
k=1

O

BEMERKUNG. Die Cantormenge A ist selbstihnlich, d.h. [0,1/3] N A und A
sind homdomorph mit dem Homdéomorphismus x — 3x. Auch sind [2/3N1]NA
und A homdéomorph mit dem Homoomorphismus x — 3x — 2.

AUFGABE 1.49. Sei (n;);cn eine beliebige Folge reeller Zahlen mit n; >
1 fur alle j € IN. Sei Ag := [0,1]. Die Menge A; wird durch Entfernen
des offenen mittleren Intervalls der Lange 1/n; von A konstruiert. Die
Menge A;,j > 1 besteht aus 2/ abgeschlossenen Inervallen der Lange Q).
Die Menge A1 wird durch Entfernen aus jedem einzelnen Intervall von

Aj des offenen mittleren Teilintervalls der Lange % definiert. Setze A :=
ﬂ Aj. Zeigen Sie:
j=No

(1) A ist abgeschlossen, perfekt und vollstindig unzusammenhéan-
gend.
(2) |A| = 0 gilt genau dann, wenn i LI
gt g ’ “on :

1.12. Miinzwurf und chaotische Intervall-Abbildungen

Hier beweisen wir den Satz aus der ersten Vorlesung.

Satz 1.50. Sei T, : [0,1] — [0, 1] die Zeltabbildung. Zu jeder Miinzwurffol-
gew : Ng — {W,Z} (Wappen, Zahl) gibt es ein x € [0,1] mit

Ty (x) € 0,1/2] fallsw, =W

T (x) € [1/2,1] fallswy =2z ° "N

Diesen Satz haben wir in der Einleitung fiir die logistische Intervallab-
bildung F; formuliert. Die Abbildungen T, und F; sind aber topologische
konjugiert mit 1([0,1/2]) = [0,1/2], h([1/2,1]) = [1/2,1]. Also bleibt die
Aussage vom Satz auch fiir die logistische Abbildung richtig.
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BEweEIs. Sei y = Tr(x) = 2min{x,1 — x}. Seien x = Yien ,1].2—]‘ und
y = Ljen 27/ mit a;, bj € {0,1}.
jEN jEN jEN
:  Yjena2 ! falls a; = 0
= mln{x/]. x} - { Z]EN(]. N a])Z*] falls 4 = 1

= y= Y jeN, 127" fallsa; =0
v Zje]NU(l - ak+1)2_k fallsa; =1

YjeN ag127F falls a; = 0
Zje]N(l —a;1)27F fallsa; =1

A fallsa; =0
= b= { 1—ajq fallsa; =1

Sei (wy)neN, eine Miinzwurffolge. Setze

| 0 fallsw, =W
C"—{ 1 fallsw, =z " SMNo
Setze
Co firn=1
a, =4 Cn-1 falls 2}1;01 cj gerade
1—c,_1 falls ;-1:_01 ¢j ungerade
_ i [0,1/2] fallsco =0
- X qu 427 € { [1/2,1] falls co = 1
o re 0,1/2] fallswy =W
* [1/2,1] fallsw, = Z
Betrachte

o —j aj1 falls co=20 Lo
Tz(x)—y—ZZ {1—41]-“ fallsc1:1 fur]_l

JEN
c1 fallscop=0
C1 falls Co) = 1

[0,1/2] fallsc; =0
= D)€ { [1/2,1] falls ¢y =1

[0,1/2] fallswy =W
& D)€ { 1/2,1] fallsw; = Z

Mit der vollstandigen Induktion zeigt man, dass

" [0,1/2] fallsw, =W
T(x) € { 1/2,1] falls wy = Z



KAPITEL 2

Chaos nach Li-Yorke

2.1. Satz von Li-Yorke, Scharkowskij-Ordnung und
Satz von Scharkowskij

Sei I C R ein Intervall, F : [ — [ stetig.

Satz 2.1 (Li - Yorke (1975)). Besitzt das dynamische System (I, F) einen
periodischen Orbit mit Primperiode 3, so gibt es periodische Punkte x, mit Prim-
periode p fiir alle p € IN.

DEFINITION 2.2. Scharkowskij-Ordnung von IN
357> >2-3>2-52-7>--->22.322.522. 7> >
22.322.528 7 2" 32" 52" T 23 22 2 s ]

Satz 2.3 (Scharkowskij (1964)). Wenn es einen periodischen Punkt x, € 1
mit Primperiode p € IN gibt, dann gibt es auch ein x;, € I mit Primperiode
q € IN fiir alle g < p.

Wir werden den Satz von Li-Yorke beweisen. Die Beweisstrategie des
Satzes von Scharkowskij ist dhnlich, aber technisch aufwendiger.

2.1.1. Verallgemeinerter Zwischenwertsatz. Notation: I, | seien abge-
schlossene Intervalle in R. Man schreibt I — | falls F(I) D J.

Satz 2.4. Sei F stetig auf dem abgeschlossenen Intervall I C R und seien
Ip, I, ..., I,—1 C I abgeschlossene Teilintervalle mit

Ih—-4L—>L— ---—1,_1—I.

Dann besitzt F" mindestens einen Fixpunkt F"(xq) = xo € Iy mit F¥(xg) € I,
k=0,...,n—1.

BEMERKUNG. Fiirn = 1 und Iy = I ist der Satz bereits bewiesen, siehe Lem-
ma 1.28. Die Voraussetzung dort lautet: F([a,b]) D [a,b] = [a,b] — [a,b] —
[a,b] = es gibt mindestens einen Fixpunkt xo € [a,b]. Der Beweis von Lemma
1.28 stiitzt sich auf den klassischen Zwischenwertsatz aus Anylysis.

BewErs. BErAauPTUNG. Falls F(I) D ] gilt, dann gibt es ein abgeschlos-
senes Intervall I* C I's.d. F(I*) =].

BEweETs. Sei | = [c,d]. Es gibt x; € [ und x, € I mit F(x1) = ¢, F(x2) =
d. Sei x1 < x5 (x1 > x; analog). Sei x{ := sup{x € I|x; < x < xp, F(x) =
c}. Fist stetig = F(x{) = ¢ = x{ < x, [wegen ¢ < d = F(x)]. Sei
x, = inf{x € I|x{ < x < xp,F(x) = d}. F ist stetig = F(x,) = d
= x{ < x,. Nach dem Zwischenwertsatz gilt F([x{,x5]) D J. Wegen
F(x) # ¢,F(x) # d fiir alle x € (x],x; ) konnen keine Punkte auBerhalb

46
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von | zur Bildmenge F([x], x, |) gehdren. Also ist I* := [x], x|

Es gibt Intervalle I} C I mit

F(I;_) =Io, F([}) = I}11, k=0,...,n -2
= Pk(zg) =, k=0,...,n—1
Fn(lg) =1IhD Ig.

Also gibt es ein xo € I3 mit F*(xg) = xo, F*(xo) € I} C I fiir
k=0,...,n—1. O

Sarz 2.5 (Variante von Satz 2.4). F : I — I sei wie oben. Fiir abgeschlossene
Intervalle gelte Iy — Iy — I — .... Dann gibt es eine Folge geschachtelter
abgeschlossener Intervalle

IhyDhDh>... mitFJ) =L

Insbesondere gibt es ein x € Iy mit F¥(x) € I fiir alle k € N.

BEwEIs: analog zum Beweis von Satz 2.4.

2.1.2. Partition, Markov-Graph.

DEFINITION 2.6. Eine endliche Kollektion von abgeschlossenen Intervallen
I C I heifst Partition von |Jy Iy, wenn ;k N ;g: D, k £ L.

BEMERKUNG. Uy [ muss nicht unbedingt ein Intervall sein.

DEFINITION 2.7. Sei {I;} eine Partition von I. Der Markov-Graph einer
Abbildung F : I — 1 ist der gerichtete Graph mit {1} als Knoten (Ecken) und
gerichteten Kanten I, — Iy, falls F(I) D I,.

Es kann passieren, dass ein Markov-Graph gar keine Kanten hat!

BEISPIEL. F : [x1,X3] — [x1,X3] sei durch den Polygonzug mit Stiitzstellen
F(x1) = x3, F(x2) = x1, F(x3) = x gegeben:
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RS S — U T
Ky Xo #55
e —
1y 1,

Offenbar gilt
F(I]) DI, F(I1) DI, F(Iz) D L.
Der Markov-Graph:

Der verallgemeinerte Zwischenwertsatz besagt, dass es zu jedem Punkt
in Markov-Graphen einen Punkt x € I gibt s.d. Fi(xq) € I;. Im periodi-
schen Fall braucht die Periode des Pfades nicht die Primperiode zu sein
(gemeinsame Rankpunkte sind moglich).

2.1.3. Beweis des Satzes von Li-Yorke. Sei F : I — I stetig. Sei 0 =
{x1,x2, x3} ein periodischer Orbit mit Primperiode 3, x; < x < x3.
Fall 1: F(x1) = xp, F(x2) = x3, F(x3) = x9,
Fall 2: F(x1) = x3,F(x3) = xp, F(x2) = x3.



2.1. SATZ VON LI-YORKE UND SATZ VON SCHARKOWSKIJ 49

Wir betrachten den Fall 1, der Fall 2 ist analog. Sei I} = [x2,x3],, =
[x1,x2]. Dann ist {I;, I} eine Partition von I.

R
,4 A
Ly L
a I
—_ ; ]
=9 :x § I \
L% 1 »
f
g“ t | {
\
Xq Y ¥
7
—
- %
l o . 4
il {
Es gilt

F(Iz) DI, F(I1) DL, F(h) D I
Eventuell gilt auch F(I;) D I,. Der Markov-Graph:

Der periodischen Bahn (xj,x7,x3) entsprechen zwei Pfade auf dem
Markov-Graphen (Markov-Pfade):

I L L I
— — —
€Ex € xp € X3 € x1
I I I I
2 L h b
€ x1 € Xo € X3 € X4

Betrachte einen Pfad der Lange m (die Lange des Pfades wird als die An-
zahl der Kanten in dem Pfad definiert). Sei zunachst m > 3.

11—>11—>"'—>11—>12—>11

m—1 mal
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Nach dem verallgemeinerten Zwischenwertsatz gibt es ein x € I} mit
F™(x) =x,Fl(x) € [ firj=0,...,m -2, F" }(x) € I,. Also ist

(x,F(x), FA(x),...,F" (x))
eine m-periodische Bahn.
BEHAUPTUNG. (x,F(x),...,F""1(x)) hat Primperiode m.

BEWEIS. Angenommen, es gibeeinj € N, 1 < j < m, mit Fi(x) =
F"(x) = x. Dann ist F/~!(x) = F"~1(x). Es gilt:

Fi-l(x) € I
Fm‘l(x) el

Daraus folgt, dass [ (x) = F(F" !(x)) = F(x2) = x3 € L.
Von der anderen Seite ist F"(x) = x = x = x3 = F(x) = F(x3) = x1 ¢
I,. Widerspruch!

Nun sei m = 2. Betrachte den Pfad Iy — I, — I;. Nach dem ver-
allgemeinerten Zwischenwertsatz gibt es ein x € [; mit F(x) € I, und
F?(x) = x. Polglich ist (x, F(x)) eine 2-periodische Bahn. Angenommen,
F(x) = x.Dannistx € I NI, = {x2} = F(x2) = xp. Widerspruch!

} =F"lx)ehNnh={x}

2.2. Primperiode 3 bei logistischer Intervall-Abbildung

Sarz 2.8. Fiir die logistische Intervallabbildung existiert ein periodischer
Punkt mit Primperiode 3 genau dann, wenn

pe[142v2,4].
———
=3.8284...
Wir diskutieren eine leichtere Version des Satzes:

Satz 2.9. Fiir y = 1+ 2+/2 besitzt die Gleichung Fi(x) = x genau drei
Losungen t,u,v € [0,1] mit

= F(u),
Bewersskizze. Fiir beliebiges p € [1,4] gilt

Fi(x) —x = x(px+1—pu)  Pu(x),
1

x=0undx=1—-pu"
sind Fixpunkte von F,

wobei P, (x) ein Polynom 6-ten Grades ist. Speziell fiir y = 1+ 2+/2 lasst
sich P, (x) als Quadrat eines Polynomes dritten Grades darstellen:

1593 + 1100+/2
Pulx) = 7610
— 49v/2x2 4+ 91x + 112/2x + 31 — 411/2)?

- (343x% — 490x?
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Das Polynom dritten Grades ladsst sich gut untersuchen. Insbesondere lésst
sich zeigen, dass dieses Polynom genau drei Nullstellen im Intervall (0,1)
besitzt:

Fuund Fomitp=1+2V2

08

0.6

0.4

0.2

0.2 04 0.6 0.8 1

Fiir den Beweis von Satz 2.8 soll man nun zwei Eigenschaften zeigen:
(1) Fiir u < 1+ 2v/2 besitzt das Polynom P, keine Nullstellen im Intervall
(0,1):

FoundF mitp=38<1+2V2

0.8

0.6

04

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(2) Fiir p > 14 2V/2 besitzt das Polynom P, wenigstens eine Nullstelle im
Intervall (0,1) (und somit liegen auch zwei weitere Nullstellen in diesem
Intervall). In der Tat besitzt das Polynom P, sechs Nullstellen im Intervall
(0,1):

FoundF,’ mitn=3.835>1+2\2

0.6

04

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Daher existieren fiir # > 1+ 21/2 zwei periodische Bahnen mit Primperi-
ode 3.

Wesentlich einfacher kann die Existenz eines 3-primperiodischen Or-
bits bei der Zeltabbildung

A€ (1,2]

untersucht werden.
Die Zeltabbildung besitzt eine 3-primperiodische Bahn genau dann
wenn

N——
goldener Schnitt!
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Fiir den Beweis dieser Aussage brauchen wir folgende drei Beobachtun-
gen:

1 A A A
1) T (=)=7? 2 J=Tu(r(1-2))=A*(1-2),
(>A2 A(2) A<(2)) 2
N~ N—————
>1/2 <1/2
1 A A
2) TA( 2 ) Mimz)
N
<1/2 >1/2

BEHAUPTUNG. Das dynamische System besitzt eine 3-periodische Bahn
genau dann, wenn die Bedingungen

1 1
Ti(ﬁ) < oy
1 1
Ti(g) < 5
1 1
T -5) 215
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erfiillt sind (s. die Abbildung):

T -

)N
2-

L
W AN

A
Sm thm

1}

Diese drei Bedingungen sind dquivalent:

sy o1 Ml
L) =q © Mi-3) <53
o AB-_22241>0,
51y _ 1 20 M 1
<= A3—20241>0,
1 1 1 1
Rl-g@)21-5u @ Tga) 2150
A 1
< 22l 00

< A3—2024+1>0.

Wegen A3 —2A2 +1 = (A—1)(A2 = A —1) gilt A> —2A2+1 > 0 genau
dann, wenn A2 — A — 1 > 0. Also genau dann, wenn A € [”T\[S,Z} )

2.3. Chaos nach Li-Yorke

Sei (X,d) ein metrischer Raum.
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DerINTTION 2.10. Ein dynamisches System (X, F) heift chaotisch nach Li-
Yorke, falls eine iiberabziihlbare Menge S C X existiert, sodass fiir alle x,y, € S,

x # y gilt:
limsupd(F"(x),F"(y)) >0,

n—o0

liigr_l)gfd(lf (x),F'(y)) = 0.

Die Menge S heifit scrambled set (wortlich: zusammengeriihrte Menge, scram-
bled eggs = Riihrei). Wir werden S chaotische Menge nennen.

In der fritheren Definition von Chaos nach Li-Yorke wurde eine weitere
Bedingung eingefiihrt:
e limsupd(F"(x),F"(z)) > 0 fiir alle x € S und alle periodischen

n—o0

Punkte z € X.
Der folgende Satz zeigt, dass die Bedingung redundant ist.

Satz 2.11. Sei (X, F) chaotisch nach Li-Yorke. Sei S die chaotische Menge.
Dann existiert eine iiberabzihlbare Menge S’ C S mit

limsupd(F"(x), F"(z)) >0

n—oo

fiir alle x € S" und alle periodischen Punkte z € X. Die Menge S\ S’ besteht
hochstens aus einem Punkt.

Der Beweis folgt unmittelbar aus folgendem Lemma

LEMMA 2.12. Sei (X, F) chaotisch nach Li-Yorke. Die Menge S enthiilt hochs-
tens einen Punkt x € S mit

lim d(F"(x),F"(z)) =0

n—oo

fiir einen periodischen Punkt z € X.

BEwEIs. Angenommen, es gdbe zwei verschiedene Punkte xj,x, € S
und zwei periodische Punkte z;,z; € X mit

*) }E}lod(F”(xi),F”(zi)) =0firi=1,2.

BEHAUPTUNG. z1 # 2).
BeEwEls. Angenommen, z; = z;. Aus der Dreiecksungleichung
d(Pn(Xl), P”(xz)) < d(F” (xl), Fn(Zl)) + d(Pn(Xz), F" (Zz))

folgt
lim d(F"(x1), F"(x2)) = 0.

n—oo

Widerspruch!

Unabhiéngig davon ob &'[z1] = O[z;] oder O[z1] # O[z3] ist, gilt
4 := min d(F”(zl),F”(zz)) > 0.

nelNy
Aus (*) folgt, dass es ein N’ € IN gibt so, dass

4(F"(x;), F'(z0)) < 2

7 ’:1/2/
3 1
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fiir alle n > N’. Aus
liminfd (F"(x1), F*(x2)) =0

n—00

folgt, dass es ein N > N’ gibt mit

d(FN(x1, FN(xp)) < g
Folglich ist
d(FN(z1,FN(z2)) < d(FN(z1, FN(x1))
+d(FN(x1, FN(x2)) + d(FN (22, FN (x2)) < 6.
Widerspruch! O

Die wichtigsten Fragen:

(1) Zusammenhang zwischen den Definitionen des Chaos nach De-
vaney und nach Li-Yorke.

(2) Beispiele chaotischer nach Li-Yorke dynamischer Systeme.

(3) Ist Chaos nach Li-Yorke unter der topologischen Konjugation in-
variant?

Wir beginnen mit Frage (2).
2.4. Primperiode 3 impliziert Chaos

Sarz 2.13 (Li-Yorke). Sei I C R ein kompaktes Intervall, F : I — I stetig.
Besitzt das dynamische System (I, F) einen periodischen Punkt mit Primperiode
3, so ist das dynamische System chaotisch im Sinne von Li-Yorke.

Zuniéchst diskutieren wir eine Folgerung des Satzes. P(F) C IN be-
zeichne die Menge aller Primperioden von Punkten aus

Per(F):={x € I|F"(x) = x furein n € N}.
KOROLLAR 2.14. Gilt
P(F) 2 {1,2,22,23,...},
so ist F chaotisch nach Li-Yorke.

BewErs. Nach dem Satz von Scharkowskij ist 2"~ 1(2m +3) € P(F)
fir ein n € IN und ein m € IN. Wieder mit dem Satz von Scharkowkij
folgt daraus, dass 3-2" € P(F). Also besitzt die Abbildung F?" einen
periodischen Punkt mit Primperiode 3. Nach dem Satz von Li-Yorke ist
F?" chaotisch. Somit ist F chaotisch nach Li-Yorke. U

BEWEIS DES SATZES VON LI1-YORKE. Sei & = {xl,xz, x3}, x1 < X2 < X3
die periodische Bahn. Dann gilt entweder
Fall 1: F(x1) = x2, F(x2) = x3, F(x3) = x;1 oder
Fall 2: F(x1) = x3, F(x3) = x2, F(x2) = x3.
Wir betrachten den Fall 1, der Fall 2 ist analog. Sei I} := [x2,x3], L, :=
[x1, x2]. Es gilt
F(Iz) DI, F(Il) D LUIL.
(1) VOrBEREITUNGEN. Fiir den Beweis brauchen wir folgende Hilfser-
gebnisse.
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BEHAUPTUNG 1. Seien |1, Jo C I; abgeschlossene Intervalle. Gilt [; — ],
d.h. F(J1) D Ja, so gibt es ein abgeschlossenes Intervall

I = [06,‘3] C J; mit F(]*) == [C,d].
Das Intervall J* kann so gewadhlt werden, dass F(a) = d, F(B) = c.

Der erste Teil der Behauptung entspricht der Behautpung im Beweis
des verallgemeinerten Zwischenwertsatzes, Satz 2.4 und gilt fiir alle ste-
tigen F. Der zweite Teil berticksichtigt das Verhalten der Funktion F auf
dem Intervall I;.

BEweis. Es gibt z; € J; und zp € J; mit F(z1) = ¢ und F(z;) = d. Die
Punkte z1, z kdnnen so gewdhlt werden, dass z; > z; ist. Sei

B:=inf{x € J1|zo < x <z, F(x) =c}

teti
Fs:e;g F(B) =c= B>z,

a:=sup{x € J1|z2 <x < B, F(x) =d}

teti
P8 Pa) =d.

BEHAUPTUNG 2 (= TEILAUSSAGE VON SATZ 2.5). Sei {Ji }kew eine Folge
abgeschlossener Intervalle, Jy C I, mit J; — [, — J3 — ... Dann gibt es
ein x € I so, dass F¥(x) € J fur alle k € IN.

(2) BEWEISSTRATEGIE. Zu jedem r € (3,1) konstuieren wir eine Folge
{M,(f)}ne]N von abgeschlossenen Intervallen mit
MDY c I, oder MV c I
und

F(MY) > M) vneN.

Nach Behauptung 2 gibt es einen Punkt x(") mit F"(x(")) € MY fir alle
n € IN. Wir zeigen, dass
3
= 40 2
S: {x RES <4,1)}

chaotische Menge ist. Weiterhin beweisen wir dass (%, 1) 57— x(M in-
jektiv ist. Somit ist S {iberabzdhlbar.

(3) Sei A := {n?|n € N}.

BEHAUPTUNG 3. Zu jedem r € (%, 1) gibt es eine Teilmenge A, C A so,

dass ) s )
lim |A, N {17,2%,...,n*}|

n—00 n

und A; \ A, # @ fir s > r unendlich ist.
BeEwErs. Wir definieren A, rekursiv:
o AV = {12},

=7
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o Fiir jedes n > 2 setze Ag") = Ag”_l) U {(n+1)?} falls

1A {12,222}
n

<r

ist und Aﬁn) = Aﬁn_l) sonst.

Setze A, = U Aﬁn). Zum Beispiel, fiir r = 4/5 erhidlt man
nelN

A, = {1%,3%,4%,5%,7%,82,92,10%,11%,13%, 14, 15%,16%,17%,18%,. . .}.
Wir zeigen nun, dass

B 1 AN {12,2%,.. ., 7Y
la, — 7| < Ay 1=
n n/ n - n

und somit lim a, = r. Fiir n = 1 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt,

n—o0
denn |1 —r| < 1. Es gelte |a, —r| < I fiireinn € N.
Fall 1: a, < r. Dann gilt

|A,N{12,22,...,(n +1)?}]
Any1 =
n+1
n |AN{12,22,.. ., n®} +1
n+1 n
n

1
Con+1 <an+n>'

Wegen a, € <r — i,r) gilt

n n 1
fnt1 € <n—|—1r'n—|—1r+n—i—1>
r r 1
- (r_n+1'r_n+1+n+1>
1 1
C (r_n+1'r+n+l>'

Also ist |a,41 — 1| < 747

Fall 2: a,, > r. Dann gilt

|A, N {12,22,...,(n+1)%}]
n+1 =

n+1
on A N{1322,.. 02}
Con+1 n

T n41 "
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1
Wegen a,, € [r,r + n> gilt

n n 1
fnt1 € {n+1r'n+1r+n+1>
_ r r 1
B [r_n+1'r_n+1+n+l>

cl\r ! r—+ L
n+1" n+1)°
Also ist auch in diesem Fall |a,1 — 1| < nlﬁ
Nun zeigen wir, dass |As \ A,;| = oo fiir s > r. Angenommen es wire

|As \ Ar| < oo. Dann gilt
lim |(As\ A,) N {12,22,...,n%}]|

n—00 n

|As N {12,22,...,n?}|

=0.

s = lim
n—oo n
2 92 2 2 52 2
= lim (As\A) N {152, .., n7}] + lim [(AsNA,) N{1%,27,...,n7}|
n—co n Py "
=04 lim |(AsmAr)ﬂ{12,22,...,n2}’
n—oo n
< lim ]Arﬂ{lz,Zz,...,n2}| _,
T n—oo n .
Widerspruch!

(4) Aus Behauptung 1 folgt, dass es a1 < 1 gibt mit
[0‘1/,31] C [XQ, X3] = 11 und F(le) = xg,F(‘Bl) = XZ,F(X) e (Xz, Xg)

fur alle x € (a1, B1). Setze nun

Ji:= a1, B1],  J2:= a1, B1) = F(J1) D J2.

Aus Behauptung 1 folgt, dass ein Intervall [ap, B2] C [a1, B1] existiert so,
dass

F(az) = B1, F(B2) = 1, F(x) € (a1, p1) furalle x € (ap, B2).
Rekursiv erhalten wir eine Folge geschachtelter Intervalle

(@i, Br] D [@mi1, Bry1]
mit
F(ami1) = Bm,  F(Bmi1) = am,  F(x) € (am, Pm).-
fiir alle x € (ay;41, Bm+1)- Setze

[e°]

@ Bl == ) [am, Bu] C Iy

m=1

(@ = B ist nicht ausgeschlossen!) Da F stetig ist, gilt F(&) = B und F(B) =

R
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(5a) Setze M,(f) = b fur allen € A,.

BEHAUPTUNG 4. Es gibt unendlich viele n € N mit n*> € A, und (n +
1)2 € A,.
BEwEls. Angenommen, es gdbe ein ny € IN so, dass n? € A, und
(n+1)% & A, fiir alle n > ng. Dann ist
|A, N {12,22,...,n?}|
n

<

N[ —

lim sup
n—oo

Widerspruch!
(5b) Gilt n2 € A, und (n+1)? € A,, setze
M = [ty o 1) & Ch Vk=n?+(2j—1),je{l...n},
M) = [B,Ban o) C L Vk=n?+2j,j€{l...n}.

(5¢) Setze M,(f) = I; in allen anderen Fillen.

BEHAUPTUNG 5. F(M( )) D M,(H)1 fur alle n € IN.
Bewers: Im Falle (5a) berticksichtige, dass

(Sb)’(SC) r
Fb)ohL 5 MY,

Im Falle (5c) berticksichtige, dass
F(h) > LuL > MY,
Im Falle (5b) gilt
F(M{") = [BF(a20- 1)) = [BBanaf] = M,
fir allek =n?>+ (2j —1),j € {1,...,n} und
F(M,Er)) = [F(Ban—2j), &) = [@2n-2j-1,&] D [&p,_(2j-1), & = M,E%
fir alle k = n?+2j,j € {1,...,n}.
(6) Nach Behauptung 2 gibt es ein x(") mit F"(x(")) ¢ MYVn e N.
Setze S := {x(’) |r e (%,1) } Sei r < s. Dann fiir jedes n € A, \ A, gilt
F'(x") e M ¢ I und F"(x¥)) € MY C L.
Angenommen,
) =56 = r(x)y = Fr(x®)) e [N
——
={x2}
fir ein n € Ag \ A,. Dann ist n = k? fiir ein k € N
= n42#£0veeN=>M"),
= Fn+2( ()) € L.

Andererseits gilt F™+2(x(")) = F?(xp) = x; ¢ I;. Widerspruch! Also ist
") # x(5), d.h. die Abbildung r — x(") ist injektiv = S ist iiberabzzhlbar.
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(7) Seien x"),x(5) € S, r < s beliebig. Aus F(xp) = x; < x, und der
Stetigkeit von F? folgt, dass
(%) 36 > 0 so, dass FZ(x) <xp Vx€lxp—96,x] C .
Sein € Ag\ A, beliebig. Dann ist n +2 ¢ A; und
F'x®) e MY =1, und F"2(x®) e M¥), 1.

Wir nehmem an, dass F"(x(®)) € [xp — 6, xp]. Wegen F"2(x()) € I ist
F"*+2(x()) < x, und somit F**2(x()) € I,. Widerspruch! Also gilt

F'(x®¥) < xp — 6.

Da A; \ A, unendlich ist, existiert eine Folge ny € As \ Ay, ny — o0 s.d.
F(x()) < x, — 5 und F™(x(") > x,. Folglich ist

limsup |[F"(x") — F*(x®))| > 6 > 0,

n—o00

(8) BEHAUPTUNG 6.

ANA 12,22,...,n? 1
limsup‘ 0 AO{1%2% .. }’>f
n—o0 n 2

Bewels. Das Komplement der Menge A, N A; N {12,22,...,n%} in AN
(12,22,..., 1%} ist

{ke A, k¢ A ke {12,2%,...,n*}}
U{k & A,k € Ag, ke {12,2%,...,n*}}.
Ferner ist
{ke A k¢ A ke {12,22,...,n*}} C {k¢ A, ke {12,2%,... n*}}.
Aus

imup LEE Ak € (228 )] 1
n—oco n — 4
folgt

lim sup {ke A,k ¢ As, ke {12,22,...,n?}}| 21
n—co n — 4

Analog gilt
limsup [{k & Ar k€ As, ke {12,22,... ,n?}}| _ 1.
n 4

BEHAUPTUNG 7. Es gibt unendlich viele n € N mit n?> € A, N A; und
(n+1)2 € A, N As.

BEWEIS. Angenommen, es gibe endlich viele n € IN mit n? € A, N A;
und (n +1)? € A, N As. Dann wire

ANA 12,22,...,n?
limsup‘ PNAN{S 2.

n—sc0 n

1
< -
-2

Widerspruch!
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Nach der Konstruktion gilt
M,Er) = M,ES) = [py—1, @] mit k = n®+1
fiir alle n € N mit n?> € A, N As und (n+1)? € A, N As. Sei ¢ > 0 beliebig.
Es gilt
lim o), =@ = |01 —&| <€ (%)
n—00

fiir hinreichend grofe n. Es gilt
F'(x")) e M{"¥n € N und F*(x®) € M’ Vn € N.
Sein € Nmitn? € A,NAsund (n+1)? € A, N A

= ‘Fnz-‘rl(x(f’)) _ Fﬂ2+1(x(5)) ‘ S ’“21/1_1 _R| (2) €

eM” eM’
n24+1 n24+1
=lagy 18] =lag, 1.4

Es gibt unendlich viele solche n. Daher ist

s ()Y _ pr(4(8))| —
111gg}f|1-" (x\") — F"(x'¥)| = 0.

2.5. Der Bernoulli-Shift ist chaotisch
Sarz 2.15. (Xq1),0) ist chaotisch nach Li-Yorke.

BEWEIS. (1) VORBEREITUNGEN.
(@) limsupd(c”(s),c"(t)) > 0 genau dann, wenn s, # t, fiir unend-

n—oo

lich viele n € IN.
(b) lin[l> infd(c"(s),0c"(t)) = 0 genau dann, wenn zu jeder beliebigen
n [ee]
Zahl k € IN ein n € IN existiert mit
Sn+j = ] V] S {0, . ,k}

(2) Sei A := {1,2,22,23,...}. Sei M, die Menge aller unendlichen
Teilmengen von A, My C 24,

BEHAUPTUNG. Es gibt eine iiberabzihlbare Menge M’ := {A}aca, A
Indexmenge, A, € My s.d. fiir alle « # B, Ay N Ag endlich ist.

BewEis. Es geniigt die Bahuptung fiir A = Q zu beweisen. Zu beliebi-
gem o € R sei (xﬁf’)neN eine konvergente Folge mit

¥ e« —ra,, x £ 2 0 m,

Setze Ay := {x{"},en. Fiir @ # B ist A, N Az endlich, denn die Folgen

(x,(f‘)) und (x,(f )) haben hochstens endlich viele gemeinsame Folgenglie-
der.
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(3) Zu jedem « € A betrachte s(¥) := (sé“)sga) ...) € X s0, dass

RO 1, fallsn € A,
"] 0, sonst

Sein # B = s,(f) = s,(f ) genau dann, wenn n € A, N Ag (endliche Menge)
= s,(f‘) # s,(f ) fiir unendlich viele n € INg. Daraus folgt:
1. s £ 5 fiir o # B
= §:= {s®|x € A} ist iiberabzihlbar.
2. (nach (1a)):
limsupd(c"(s™),o"(s®)) >0 Vs@,s) €s.

n—oo
(4) Zu jedem beliebig grofien k € IN gibt es ein n € IN so, dass
n+j#£2vje{0,... . k}VleN
@) — 5B —ovje{o,... k}

= Sutj = Sn+j
W timi 1(5@Y o (sB))) —
= llrgrl)gfd(a (s')),d"(s'P)) = 0.

2.6. Chaos nach Li-Yorke und topologische Konjugation

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Chaos nach Li-Yorke unter der
topologischen Konjugation im Allgemeinen nicht erhalten bleibt.
Sei X = [0, c0]. Setze

0, xX=y
di(x,y) := 2%, |x] = |y| ungerade, x # y

1, sonst

BEHAUPTUNG 1. d; ist eine Metrik auf X.

BEwEIs selbst.

BEHAUPTUNG 2. Im metrischen Raum (X, d;) ist jede einpunktige Men-
ge offen. Daher ist jede Teilmenge offen und abgeschlossen.

BEWEIs. Sei x € X beliebig. Dann ist B;(x) = {x} fiir alle 0 < ¢ < 2%,@

Somit ist jede Teilmenge offen und abgeschlossen.
Definiere
0, x =0,
x+1, x € X\N,
F(x) := @+i+1, x:@ﬂ, 0<i<n-2,

Wi, o)

Anmerkung zur Definition: Jede Zahl m € IN kann eindeutig als

mzw%—i, 0<i<n-1

2
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dargestellt werden. BEwEis: 2m, n(n — 1) sind gerade Zahlen. Ist m € IN
gegeben, finde die grofite Zahl n € IN s.d. 2m > n(n — 1). Betrachte

(m+1)(n+1-1)—n(n—1)=n(n+1)—nn—-1)=2n
=2m—nn—1)=2ifirein0<i<2(n-1).
—_——

gerade

BEHAUPTUNG 3. F : (X,d;) — (X, d;) ist stetig.

Sei

0, x=
@uﬂy:{llﬁ#g

die diskrete Metrik auf X.

BEHAUPTUNG 4. F : (X, d2) — (X, d2) stetig.

BEHAUPTUNG 5. Die dynamischen Systeme (Xj,, F) und (Xg, F) sind
topologisch konjugiert mit der Konjugation 1 : X — X, h = id.

BEHAUPTUNG 6. Das dynamische System (Xj,, F) ist chaotisch nach Li-
Yorke.

Bewers. Wahle S = (0,1). Seien x,y € S, x # y, beliebig. Betracte
limsup dq (F"(x), F"(y))
n—o0

> limsup d; (F**(x), F*" (y))

n—o00
YEN .
HE limsup dq (x + 2n,y + 2n)
n—o0o
|x+2n]und
n]gerad .
EETSE im supl >0

und
. . n n
11mg1fd1(1: (x),F"(y))
.. 2n+1 2n+1
< 11mg1fd1(1: (x), F""H(y))

= lirr_1>infd1(x+2n +1Ly+2n+1)
n—oo

= liminf =0.

n—oo 221+1

BEHAUPTUNG 7. Das dynamische System (Xj,, F) ist nicht chaotisch
nach Li-Yorke.

BEwEis. Seien x,y € X belieibig, x # y. Dann ist
d (F"(x), F'(y)) = 1= lilggiélfdz(l-"”(x),l-“”(y)) =1>0.



2.6. CHAOS NACH LI-YORKE UND TOPOLOGISCHE KONJUGATION 65

2.6.1. Mehr iiber Chaos nach Li-Yorke.

Satz 2.16. Sei I ein Intervall, F : I — I stetig. Dann sind dquivalent:
(a) (I, F) ist chaotisch nach Li-Yorke.
(b) Es gibt x,y € I so, dass
limsup d (F"(x), F*(y)) >0,

n—oo
3 3 n n _
hﬁgg}fd(lf (x),F'(y)) = 0.
BEMERKUNG. Fiir allgemeine dynamische Systeme ist die Aquivalenz (a) <
(b) falsch: Es gibt einen kompakten metrischen Raum X mit einer abzihlbaren
chaotischen Menge, fiir den jedoch keine iiberabzihlbare chaotische Menge exis-
tiert. [Mir ist nur die Ankiindigung aber kein Beweis bekannt!]

Satz 2.17. Sei I C R ein Intervall, F : I — I stetig. Ist (I, F) nicht
chaotisch im Sinne von Li-Yorke, so gibt es zu jedem x € I und jedem € > 0 einen
periodischen Punkt z € I mit

limsup |[F"(x) — F"(z)| < ¢.
n—oo

Satz 2.17 zeigt, dass Chaos nach Li-Yorke die schwéchste Definition
von Chaos ist. Ist das dynamische System nicht chaotisch, so wird jede
Trajektorie von einer periodischen Bahn angezogen.

Satz 2.18 (Huang - Ye (2002), Mai (2004)). Sei X ein vollstindiger metri-
scher Raum ohne isolierte Punkte, F : X — X stetig. Ist (X, F) chaotisch nach
Devaney mit der Empfindlichkeitsschranke e > 0, d.h. zu jedem x € X und jedem
8§ > 0 existieren ein y € Bs(x) und ein k = k(x,y) mit d(F*(x), F¥(y)) >0, so
existiert eine iiberabzithlbare chaotische Menge mit Modulus 5. Insbesondere ist
(X, F) chaotisch nach Li-Yorke.

Fiir Intervallabbildungen ist noch ein Ergebnis bekannt:

Sarz 2.19 (Ruette (2003)). Sei I C R ein Intervall. F : 1 — I stetig. Sei
Y C I eine abgeschlossene invariante Teilmengte so, dass F|y transitiv ist und
empfindliche Abhingigkeit von Anfangswert hat. Dann ist (I, F) chaotisch nach
Li-Yorke.

BEMERKUNG: Aus der Tatsache, dass F|y empfindliche Abhingigkeit
von Anfangswert hat, folgt, dass |Y| = oo.



KAPITEL 3

Topologische Entropie

3.1. Topologische Entropie

Sei X ein kompakter metrischer Raum, F : X — X stetig. Sei C :=

{C1...Cp} eine endliche (nicht unbedingt offene) Uberdeckung von X,
d.h.

p
J G = X (C; = @ ist erlaubt).
j=1

Fiir zwei endliche Uberdeckungen C = {C;...C,} und D = {D;...D,}
definieren wir

CVvD:= {CZQD]|1:1P,]:1Q}

Sind C und D offene Uberdeckungen, so ist C VV D auch eine offene Uber-
deckung.

DerINITION 3.1. Seien C und D zwei Uberdeckungen. Die Uberdeckung
D ={D; ... Dy} ist feiner als die Uberdeckung C = {C; ... C,}, wenn fiir jedes
je{l...q}eini € {1...p} existiert s.d. D; C C; gilt. In Zeichen: C < D.

Offenbar ist < eine partielle Ordnungsrelation. Fiir eine beliebige Uberdeckung
C={Cy...Cp} setze

N(C):=min{n e N|3Ji;...i € {1...p}sd X=ChU---UCj},
d.h. die kleinste Anzahl der Mengen C;, die X iiberdecken. Offenbar gilt N(C) <
Cl:=p-

LemMa 3.2. Sind C und D Uberdeckungen von X, so gilt

N(CVvD) <N(C)-N(D).

BewErs. Sei C = {Cy...Cp},D = {D...Dy}. Sein € N(C) die kleins-
te Zahl s.d. X = Cjp U---UCj, fiir gewisse i1...1, € {1...p}. Sei m €
N(D) die kleinste Zahl s.d. X = Dj; U---U Dj,, fiir gewisse j;...jm €
{1...q}. Dann ist

&= {Cik N D]-g}ﬁl]...n
eine Uberdeckung von X. Folglich gilt
N(CvD)<|E|=N(C) N(D).

LemMma 3.3. Ist C = {Cy...Cp} eine Uberdeckung von X, so ist
FYC):={F1Cy)...F1(Cp)}
auch eine Uberdeckung von X. Es gilt N(F~1(C)) < N(C).

66
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BEWEIS. Angenommen, es gibe ein x € X mit x ¢ F~1(C;) fiir alle
i€{l...p}. Dann wire F(x) ¢ C; fur allei € {1...p}. Widerspruch!

Sei {C;,...C;,} eine Uberdeckung von X mit n = N(C). Dann ist
{FY(Cy),...,F1(C;,)} eine Uberdeckung von X. Folglich gilt N(F~1(C))
< N(C). O

Definiere
C":=CVFYC)V---VF " (C)und N,(C, F) := N(C").
DEerINITION 3.4.

H(C,F) := liminf w.

n—oo n

Offenbar gilt N,(C,F) > 1= H(C,F) > 0.
DEFINITION 3.5.
hiop (X, F) := sup{H(C, F) | C endliche offene Uberdeckung von X}
heifit die topologische Entropie des dynamischen Systems (X, F).

SaTz 3.6.

H(C,F) = lim 28Ne(CF) _ ¢ 1og Nu(C/F)
n—00 n nelN n
Fiir den Beweis brauchen wir ein Hilfsergebnis:
LEMMA 3.7. Sei (a,)nen eine subadditive Zahlenfolge, d.h. a,y < a, + ai

fiir alle n, k € IN. Dann besitzt die Folge (n™'a,) einen Grenzwert in RU {—oco}
und es gilt

. an . an
Iim — = inf —.
n—oo 1 nelN n

Bewers. Es gilta, <a,_1+a; <a,_»+2a; <--- < nap. Somit ist
a
s < ai.
n
Offenbar gilt
a a
liminf - > inf 2.
n—oo 1 nelN n
Sei k € IN beliebig. Zu jedem n € IN setzen wir

Gn = LEJ' tni=n—qgyk€{0,...,k—1}

= n=gupk+ry = ay = agkyr,
S aan + ar, S a(qnfl)k + ag + ar,
<. < gnax+a,
Folglich gilt

an qn ayr,
— < a; + .
n = guk 41y k Gnk + 1y
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Betrachte den Grenzwert n — o0 & g, — 0

. a . a . a a
= limsup 2 < lim nik lim m k
oo N = quk + 1y, quooo guk 41y k

= limsupa—nS%VkEIN

n—oco N k

) a .. a
= limsup < inf -k
noeo M T keN k

Ist inf % = —oco, so gilt lim %2 = —oo. Sei nun inf % > —co
keIN n—r00 keIN

.. a . a . a
= liminf =2 > inf 2% > lim sup s
n—oo 1N neN N nesoo N

. ay . ay
= lim — = inf —.
n—oo 1 neN n

O
BEWEIS VON SATZ 3.6. Betrachte
n+k—1
Nox(CF) = N( \/ P—m(C)>
m=0
n—1 n+k—1
- N( \/ Ee)v P—m(C))
m=0 m=n
Lemma3.2 n—1 ntk—1
< N(VE™O)-N(V FO)
m=0 m=n
= Ny (C,F) -Nk(F’”(C),F)
Es gilt: I—“*l(A NB) = F”(A) N Ffl(B).
n+k—1 n—1
\/ F™(C= F—”( \/ P‘m(C)>
m=n m=0
n+k—1 n—1
= NV F"0)=N(F"(VF™0))
m=n m=0
mma 3. k=1
ET NV EO) = N(e )
m=0
= N, x(C,F) < N,(C,F)Nk(C,F)
Lem2a3~7 lim log N,,(C, F) — inf log N,,(C, F)
n—o0 n nelN n
O

Warum ist die topologische Entropie interessant? Einige Beispiele:
(1) Das dynamische System (I, F) besitzt eine periodische Bahn mit
Primperiode p # 2k k € Ny, genau dann, wenn hp (I, F) > 0.
(2) Ist hop(X, F) > 0, so ist (X, F) chaotisch nach Li-Yorke (gilt fiir
kompakte metrische Rdume (2002)). Es gibt chaotische nach Li-
Yorke Intervallabbildungen mit hp (I, F) = 0.
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(3) htop(I, F) > 0 genau dann, wenn eine abgeschlossene invariante
Teilmenge Y C I existiert so, dass das dynamische System (Y, F|y)
chaotisch nach Devaney ist.

3.2. Die Bowensche Formel
Sei X ein kompakter metrischer Raum, F : X — X stetig.

DEerINITION 3.8. Seien n € IN und € > 0 beliebig. Eine Menge S C X heifst
(n, €)-Erzeuger, wenn fiir jedes x € X ein y € S existiert, sodass
d(Fi(x),Fl(y)) <e Vje{0,1,...,n—1}
gqilt.
LEMMA 3.9. Fiir jedes n € IN und jedes ¢ > 0 existiert ein endlicher (n,¢)-
Erzeuger (|S| < o0).

Bewers. SeiC = {C,...,C,} eine Uberdeckung von X mit diam(C) <
&, wobei
diam(C) := diam(Cy),
iam(C) kem{fgp} iam(Cy)

diam(Cy) := sup d(x,y).
x,y€Cy

.. n—-1_ .
Betrachte die Uberdeckung \/ F~/(C) mit Mengen ﬂ FJ (Cr,) kj e {1...p}.
j=0 j=0
Es gibt hochstens p" nichtleere Mengen in diesem Mengensystem. Aus je-

.. n—-1_ .
der nichtleeren Menge der Uberdeckung \/ F~/(C) wéhle einen Punkt.
j=0
Sei S die Menge dieser Punkte.

BEHAUPTUNG. S ist ein (n, ¢)-Erzeuger.
BEwEIs. Sei x € X beliebig. Fiir jedes j € {0,...,n — 1} wahle ein k;,
sodass F/(x) € C,. Dann ist
n—1 ]
xe () F7(Cy)
j=0

n—

Es gibteinz € Smit z € ﬂ F~ J(Ck)

j=0
x,z€C, = d(xz)<e
F(x),F(z) € G, = d(F(x),F(z)) < eusw.
Das Lemma ist bewiesen. ]

Sei r(n, &) := min{|S| | S ist (n,€)-Erzeuger}. Es gilt r(n,&) < p" (siehe
Beweis oben)

= logr(n,e) < nlogp

1
= limsup . logr(n,e) < oco.

n—oo
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Satz 3.10 (Bowensche Formel).

hop(X,F) = limlimsup%logr(n,e)

=0 poeo

T |
= ll_r%hggfalogr(n,s).

BEMERKUNG. Es gibt dynamische Systeme mit
1 1
li —1 , liminf — 1 ,€).
lr;l_iljp . ogr(n,e) # iminf - ogr(n,e)
Zunichst diskutieren wir einige Anwendungen der Bowenschen For-
mel.

DEFINTTION 3.11. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Sei m(e) die
kleinste Anzahl von offenen Kugeln vom Radius ¢ > 0, welche die Menge X
iiberdecken. Die Zahlen

— ) log m(e)
dim.(X) := 1

)= P Gog(1/6)
dim, (X) := liminf log m(e)

e=0  log(1/¢)

heifien obere und untere kapazitive Dimensionen (Kapazititsdimension, Kist-
chenzihldimension, Box-Dimension) von X.

BEMERKUNG. Fiir kompakte Intervalle I C R gilt dim.(I) = 1 = dim_(I).

KOROLLAR 3.12. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum mit dim.(X) <
co. Sei F : X — X Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, d.h.

d(F(x),F(y)) < Ld(x,y) VxyeX
Dann gilt
hiop(X, F) < dim¢(X) logmax{1,L}.

BEISPIEL.
[ Ax, x €1[0,1/2]
Ta(x) = { A1—x), xe[1/2,1]
Die Zeltabbildung ist Lipschitz-stetig, denn: Sei x € [0,1/2], y € [1/2,1]. Dann
gilt

0<AL2

Ti(x) = Taw)| < [ ITh(2)ldz = Alx =yl

Somit ist [0,1]
0, Ae 01
hiop([0,1], Th) = { <logA, A€]1,2]

BEwEIs vON KOROLLAR 3.12. Setze L := max{1,L}. Seien ¢ > 0 und
n € N beliebig. Setze ¢, := eL~ "~V Ein metrischer Raum ist genau dann
kompakt, wenn er vollstindig und totalbeschrankt ist, d.h. fiir alle e > 0
gibt es eine endliche Uberdeckung mit Kugeln vom Radius ¢. Sei S, die
Menge von Mittelpunkten der Kugeln vom Radius ¢,, die X tiberdecken,
d.h. fur alle x € X3y € S, sodass d(x,y) < €.
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BEHAUPTUNG. S, ist ein (1, €)-Erzeuger.

BEwEIs. Zum beliebigen x € X wihle einy € S, mitd(x,y) < &,. Dann
gilt:

d(F(x),F(y)) < Ld(x,y) < Le, =el* " <e fir n>2,
d(F*(x),F*(y)) < Ld(F(x),F(y)) < L[%e, =el’> " <e fir n>3,
usw.

d(F" 1 (x), " Y(y)) < L" e, =e.

Aus der Behauptung folgt:
r(n,e) < m(en)
—— ——
kleinste Anzahl von Elementen kleinste Anzahl von Elementen
in einem (1, ¢) —Erzeuger in einer Uberdeckung mit ¢,-Kugeln
Folglich gilt
logr(n,e) < log m(ey)
n - n
_ logm(en) log(1/en)
log(1/¢,) n
eu=ci-0-1) logm(e,) (n—1)logL —loge
 log(1/ey) n
= limsup M < lim sup M -log L.
n—sc0 n es0 10g(1/€)
U

Nun beweisen wir die Bowensche Formel (Satz 3.10).

LemMa 3.13. Sei C := {Cy...C,} eine offene Uberdeckung von X. Dann
qilt

n—1
Nu(C,F) = N( \/ F"”(C)) > r(n,diam(C)),
m=0
wobei diam(C) := max diam(C;).

je{t..p}

. n—1
Bewers. Die Uberdeckung \/ F~"(C) besteht aus den Mengen

m=0

n—1
i . kie{l...p}
j j
]Q,F (Cy) mit o1, -1y

Aus jeder nichtleeren Menge dieses Systems wahle einen Punkt. Sei S die
Menge dieser Punkte. S ist ein (#,¢)-Erzeuger mit ¢ := diam(C) (siehe
Beweis von Lemma 3.9). Somit gilt N,,(C, F) > r(n,diam(C)). O
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LEMMA 3.14. Sei e > 0 beliebig. Sei Dy, die Uberdeckung mit allen offenen
Kugeln vom Radius 2¢. Dann gilt

Ny (Dye, F) < r(n,e).

BEwEIs. Sei S := {x;...x;} ein (n,¢)-Erzeuger mit k := r(n, ).

BenaurTuNG. Die Mengen

nﬂlF_j(BZs(Fj(xi))), i=1...k

j=0
itberdecken X.

BewErs. Da {x; ... x;} ein (n, ¢)-Erzeuger ist, ist { By (Ff(xi)) }ie1.x eine
Uberdeckung von F/ (X) fur alle j € {0,1,...,n — 1}. Angenommen, es
gdbe ein y € X mit

n—1
vy (VF7(Ba(F(x))
j=0
firallei € {1...k}. Dann gibtes fiirjedesi € {1...k}einj(i) € {0,...,n—
1} so, dass

Fi) (y) & Bae (Fj(i)(xi)) ,

d.h.
d(F(y), Fl(x;)) > 2
o max (F/(y), F'(xi)) = 2¢
furallei € {1...k}. Alsoist {x7...x;} kein (n,¢)-Erzeuger. Widerspruch!
Fir jedes i € {1...k} ist By, (Fj(xi)) in Dy, enthalten
n—1 n—1
= (VF7/(Bx(F(xi))) € \/ F"™(Dy)Vie{l...k}
j=0 m=0
n—1
= Nyu(Dy, F) := N( \/ F*m(DZE)) <k=r(ne).
m=0
|

KOROLLAR 3.15 (von Lemmata 3.13 und 3.14). Sei ¢ > 0 beliebig. Sei Dy,
die Uberdeckung mit allen offenen Kugeln vom Radius 2¢. Sei Ce eine endliche
Uberdeckung mit offenen Kugeln vom Radius €/2. Dann gilt

Nn(DZs/ F) S r(nls) S Nn(csz P)

= H(Da, F) < limsup logré”’e) < H(C,, F).

n—oo

Bewers. Mit Lemma 3.13 folgt aus diam(C;) = ¢, dass N,(Ce, F) >
r(n,e). Nach Lemma 3.14 ist Ny, (Da, F) < r(n,¢).

O
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LEMMA 3.16. Sei C,, eine beliebige Folge offener Uberdeckungen von X mit
diam C, — 0. Dann gilt:

lim H(Cy, F) = hop(E).

n—oo

Fiir den Beweis von Lemma 3.16 brauchen wir ein klassisches Ergeb-
nis:

LemMma 3.17 (Uberdeckungslemma von Lebesgue). Sei (X, d) ein kom-
pakter metrischer Raum. Sei C eine beliebige offene Uberdeckung von X. Es gibt
eine Zahl & > 0 so, dass fiir jede Kugel Bs(x) eine Obermenge C € C existiert,
d.h. Bs(x) C C. Die Zahl ¢ heifit Lebesgue-Zahl von C.

Beweis. Sei C = {C;}ica. Angenommen, zu jedem n € IN gébe es eine
Kugel By, (x,) mit By, (x,) ¢ C; fuir allei € A. Sei (x,, ) eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert x € X. Dann ist x € C;, fiir ein iy € A. Setze
a:=d(x,X\C;) > 0. Wiahle n; so grof, dass ny > 2 und d(x,,, %) < 4.
Sei y € Byy, (x4, ) beliebig
a

= d(xy) <d(xx) +d(xn,y) < 5

1
+—<a
1k
= Bl/nk(xnk) C Cio-
Widerspruch! O

Wir erinnern uns daran, dass in einem metrischen Raum braucht der
Durchmesser einer Kugel vom Radius » > 0 nicht 2r zu sein, sondern
erfillt die Ungleichung diam (B,(x)) > r. Zum Beispiel im metrischen
Raum [0, 1] mit der Euklidischen Metrik gilt diam (B;,,(0)) = 1/2.

BEWEIS VON LEMMA 3.16. (1) Sei zunéchst hiyop (F) < co. Sei e > 0 belie-
big. Sei D eine offene Uberdeckung mit H(D, F) > hiop(F) — €. Sei § > 0
eine Lebesgue-Zahl der Uberdeckung D. Wihle N € IN so grof, dass
diam(C,) < ¢ fiir alle n > N.

BenauprTUNG. Fiir alle n > N ist C,, feiner als D.

BEwEIs. Sei C € C, beliebig. Wegen diam(C,) < ¢ gibt es eine Kugel
Bs(x) mit C C Bgs(x). Es gibt ein D € D so, dass Bs(x) C D. Folglich ist

C cD.

Nach Behauptung ist H(D, F) H(Cy,, F) fur alle n > N. Wegen
H(D,F) > hwp(F) — e ist H(Cy, F) > hyop(F) — € fiir alle n > N. Ande-
rerseits gilt

H(Cy, F) < hyop := sup{H(C, F) | C endliche offene Uberdeckung}.
Also ist fiir alle n > N

hop(F) > H(Cp, F) > hyop(F)
= hyp(F) > limsup H(C,, F) >

n—oo

<
>

—€
liminf H(Cy,, F) > hiop(F) — €

n—

ebeliebig .
=7 lim H(Cy, F) = hiop(F).
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(2) Nun sei /iiop(F) = co. Sei a > 0 beliebig. Sei D eine offene Uberde-
ckung mit H(D,F) > a

wiedeh 3N € N so dass H(Cy, F) > H(D,F) >a ¥n >N
= liminf H(C,, F) > a

n—oo

LLE i H(Cy, F) = co.
n—oo
O
BewErs VON Sartz 3.10. Nach Korollar 3.15 mit ¢, = 1/k gilt
H(Dyyi, F) < limsup 2870 e py
n—oo n
Lemma316 - 1im lim sup logr(n,1/k) = hyop (F).
k=00 4500 n
Analog gilt fiir lim inf. U

3.3. Entropie von expandierenden Abbildungen

DEFINITION 3.18. Eine endliche offene Uberdeckung C von X heifst F-Erzeu-
ger, wenn die Menge N,en, F~"(An) fiir jede Folge (Ay)nen, mit A, € C
hochstens einen Punkt x € X enthiilt.

Eine endliche offene Uberdeckung C von X heifst schwacher F-Erzeuger,
wenn die Menge (e, F~" (An) fiir jede Folge (An)nen, mit A, € C hochstens
einen Punkt x € X enthiilt.

Lemma 3.19. Die Abbildung F : X — X besitzt genau dann einen F-
Erzeuger, wenn sie einen schwachen F-Erzeuger besitzt.

Bewers. (1) Jeder F-Erzeuger ist ein schwacher F-Erzeuger.
(2) Sei C := {C;...Cp} ein schwacher F-Erzeuger, d.h. die Menge

() F"(Ax), AueCVneNg
nelNg

enthilt hochstens einen Punkt. Sei 6 > 0 eine Lebesgue-Zahl fiir die Uber-
deckung C. Sei D = {D;...D,} eine endliche offene Uberdeckung mit

diam(D;) < 4. Jede Menge D; ist in einer offenen Kugel vom Radius &
enthalten. Sei (B,)ueN,, Bn € DV n € Ny, eine beliebige Folge. Nach dem
Uberdeckungslemma von Lebesgue gilt:

= F"(B,) C F"(A,)Vn €Ny
= () F"Bx) C () F"(An)

n€lNg n€lNg
= () F"(B,) enthalt hochstens einen Punkt
nelNg

Also ist D ein F-Erzeuger. O
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DEerFINITION 3.20. Eine Abbildung F : X — X heif$t expandierend, wenn
es ein & > 0 gibt, so dass fiir beliebige x,y € X, x # y, ein n = n(x,y) € Ny
existiert mit d(F"(x), F"(y)) > 0.

BEIsPIEL. Seien A ein (endliches oder unendliches) Alphabet, 4 := ANo &
die Shiftabbildung. Mit

ddisk(s'rt') 0, s;=t;
d(S, t) = Z #, ddi k(S]', t]) = { N, /
N, 2 i 1, s #t

ist (X4,d) ein metrischer Raum. Sei s # t. Dann existiert ein n € Ny, so dass
Sn # ty

= d(0"(s),0"(t)) = dask(5n, tn) =1

= 0 ist expandierend mit 6 = 1.

Sarz 3.21. Eine Abbildung F : X — X ist genau dann expandierend, wenn
sie einen F-Erzeuger besitzt.

BeweEis. (1) Sei F expandierend mit der Konstante 6 > 0. Sei C eine
endliche offene Uberdeckung von X mit offenen Kugeln vom Radius /4.
Angenommen, x,Vy € ﬂ F"(A,) mit A, €C

n€lNp
= F'(x) € Ay, F'(y) € Ay Vn € Ny
= d(F"(x),F"(y)) <6/2Vn € Ny.
Da F expandierend mit der Konstante ¢ ist, gilt x = y. Also ist C ein
F-Erzeuger.
(2) Sei C ein F-Erzeuger. Sei 6 > 0 die Lebesgue-Zahl von C. Ange-
nommen, es gibe x,y € X, so dass d(F"(x), F"(y)) < ¢ fiir alle n € Ny
= VneN3A, € Cmit F'(x), F'(y) € A
= xyeF"(A,)VneN
= xy€ (] F"(As) = x =y = Fist expandierend.
nelNp

0

KoOROLLAR 3.22. Seien dynamische Systeme (X1, F) und (X, F,) topolo-
gisch konjugiert. Die Abbildung F; : X1 — Xj ist genau dann expandierend,
wenn F : Xo — Xj expandierend ist.

Beweis. Es gibt einen Homdomorphismus ¢ : X; — X», so dass ¢ o
Fl = Pz o QD

BEHAUPTUNG 1. (AN B) = ¢p(A) N¢p(B).

Bewers. Allgemein gilt ¢(ANB) C ¢(A) N¢(B). Da ¢ eine Bijektion
ist, gilt auch die umgekehrte Inklusion.

BEHAUPTUNG 2. Sei nn € INg beliebig. Fiir alle A C X; gilt F, " (¢(A)) =
¢(F"(A)).
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BEwEIs. Man rechne nach

E,"(¢(A) = {xeXa|F(x) € ¢p(A)}
= {xeXa|g! OPz(x)GA}
N’
=Flogp~!
= {xeXp|¢p7'(x) e F"(A)}
= {xeXaolxe¢(F"(A))}
= ¢(F"(A)).

Eine endliche offene Uberdeckung C ist ein F-Erzeuger genau dann,

wenn ﬂ E,"(Ay), Ay € C, hochstens einen Punkt enthalt
nelNp

PN ﬂ F{n <¢(¢71 (An))> Behaugcungz m (P(an (4771(14,1))

n€lNy n€Np

Behauptung 1 4;( N K" (¢_1(An))) enthélt hochstens einen Punkt
n€lNg

& ¢~1(C) ist ein F-Erzeuger.
Das Korollar ist bewiesen. O

KoroLLAR 3.23. Sei k € IN beliebig. Die Abbildung F : X — X ist genau
dann expandierend, wenn F* expandierend ist.

BEwEIs. (=) Sei C ein F-Erzeuger, d.h. ﬂ F~"(A,) enthalt hochstens
nelNy
einen Punkt fiir jede Mengenfolge A, € C. Wegen

k—1 k—1
F—kn( \/ F_m(C)) _ \/ F—(kn—i—m)(c)
m=0

m=0

enthélt die Menge

ank mkaner )

ne€lNp nelNy m=0
mit B,e \/ F"(C), Aum€C,

k-1
héchstens einen Punkt. Also ist \/ F~"(C) ein F*-Erzeuger.
m=0
(«) Sei C ein F'-Erzeuger. Dann fiir jede Folge A, € C besteht die
Menge ﬂ F~" (A,,) aus hochstens einem Punkt. Also enthilt die Menge
HENO

ﬂ F" ) hochstens einen Punkt. O
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Sei A ein endliches Alphabet mit |A| = k, £, := ANo, ¢ die Shift-
abbildung. O.B.d.A. sei A = {0,...,k—1}. Sei C; := {s € Xa|so = i},
i=0,...,k—1.Jedes C; ist offen. Es gilt

CoUCiU---UCkq =Z4.
Also ist C = {Cy,...,Cx_1} eine endliche offene Uberdeckung von X.
BEHAUPTUNG. C ist ein o-Erzeuger.

BewEis. Zur beliebigen Mengenfolge A, € C existiert eine Folge i,, €
{0,...,k—1}, so dass A, = C;,. Sei

se () oA =) ¢"(Ci)

n€lNp n€lNg

beliebig. Dann gilt
s € Ci,0(s) €Ciyy...,0"(s) €Ci,,....

Also ist s = (ig,71,...). Somit besteht die Menge ﬂ U_l(An) genau aus
n€lNg

einem Element.

Wir wollen nun die Entropie der Shiftabbildung berechnen. Dazu brau-
chen wir einige Vorbereitungen.

LEmMA 3.24. Sei C ein F-Erzeuger. Zu jedem € > 0 gibt es ein N € IN mit

N
diam( \V F’”(C)) < €.
n=0
BEwEIs. Angenommen, die Aussage wére falsch. Dann gébe es ein € >
0, so dass fiir alle j € IN gilt:

(1) Ixj,y; € X mitd(xj,y;) > ¢,

J
(2) HC]',I' eC,ie {0,. . ,]} mit X, Yj € m F_i(C]',Z‘).
i=0
Seien xj, — x, y;, — y konvergente Teilfolgen (X ist ein kompakter metri-
scher Raum!). Wegen d(x]-k,yjk) > eistd(x,y) > e. Also ist x # y. Betrachte
die Mengen C;, 9. Da die Uberdeckung C endlich ist, gibt es ein Ay € C mit
Cj..0 = Ao fiir unendlich viele k € IN. Folglich gilt x;,, y;, € Ao fiir unend-
lich viele k € IN. Also ist x,y € Ap. Betrachte die Mengen C;, 1. Da die
Uberdeckung C endlich ist, gibt es ein A; € C mit Cj, ; = A; fiir unendlich
viele k € IN. Folglich gilt F(xj), F(yjx) € Ap fur unendlich viele k € IN.
Also ist F(x),F(y) € Ay. Also ist x,y € F~1(A;).
Auf diesem Weg erhalten wir eine Mengenfolge (A )qen, mit A, € C
fiir alle n € Ny und

xye [ F"(Ax), x #y.

nelNy

Somit ist C kein F-Erzeuger. Widerspruch! O



3.3. ENTROPIE VON EXPANDIERENDEN ABBILDUNGEN 78

Sarz 3.25. Sei F : X — X eine expandierende Abbildung. Ist C ein F-
Erzeuger, so gilt

inition 3. log N, JF
Tteop(F) = H(C, F) M lim inf log N, (C, F)
n—oo n
An dieser Stelle erinnern wir uns an Definition 3.5: hiop (F) := sup H(C, F).
C

Also wird das Supremum angenommen und ist H(C, F) fiir alle F-Erzeuger
C gleich.

Bewers. Sei D eine beliebige offene Uberdeckung von X. Sei 6§ > 0 eine
Lebesgue-Zahl fiir D. Nach Lemma 3.24 gibt es ein n € N, so dass

n
diam( \/ p—m(C)) <4
m=0
Damit ist die Uberdeckung \/7,_, F~"(C) feiner als D. Daraus folgt

H(D,F) < H( \n/ F"”(C),P)

m=0
1 U
= fim g tosNe( V F(C)F)
s (V (V)

= lim - log N F™ F~(C)

k—oo k im0 m—0

' 1 n+k—1 .
i Foe( e )
oontk-1 1 e
= fim S ey NV Fe)
= H(C,F).

Also ist H(D,F) < H(C,F) fiir beliebige offene Uberdeckung D. Daraus
folgt

hiop (F) := s%pH(D,F) = H(C,F)

0

BEISPIEL. Sei A ein endliches Alphabet, A = {0,k — 1}, L4 := ANo, ¢ die
Shiftabbildung. Wir haben bereits gesehen, dass die Uberdeckung
C={Cl|i=0,...,k—1}
mit
CZ':{SEZA|SQZi}
ein o-Erzeuger ist.
Seit € X4 mit o(t) € C;. Dann ist t; = i. Also gilt
Uﬁl(ci) = {S €24 ’Sl = i}.
Analog gilt
o "™(Ci) ={s€Xa|sm=1}.
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n—1
Folglich besteht das Mengensystem \/ o~ "(C) aus Durchschnitten

m=0
n—1
ﬂ Uﬁm(cim) = {S €Xy ’S() =19,81 = 11,.+.,51-1 = l‘nfl}
m=0
fiir gewifSe Folgen i,, € {0,...,k—1}, m =0,...,n — 1. Somit gilt

N( n\_/:Um(C)) =

= H(C,0) = logk = hyp(0) = logk.

Im darauf folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass die topologi-
sche Entropie unter topologischer Konjugation invariant bleibt.

3.4. Entropie und topologische Konjugation

Satz 3.26. Seien X1, Xo kompakte metrische Riume, F; : X; — X;, i =1,2,
stetig.

(a) Sei (Xa, Fy) ein Faktor von (X1, F) ((Xi, Fy) topologisch semikonju-
giert zu (X, Fp)), d.h. es gibt eine stetige surjektive Abbildung ¢ :
X1 — Xomit ¢ o Fy = F, o ¢. Dann gilt

htop(Fl) Z htop(FZ)-

(b) Seien (X1, Fy) und (Xa, Fy) topologisch konjugiert, d.h. es gibt einen
Homdomorphismus ¢ : X1 — Xp mit ¢ o F; = F, o ¢1. Dann gilt

htop(Fl) = htop(FZ)-
Bewers. (b) folgt aus (a).

(a) Sei C eine endliche offene Uberdeckung von X,. Dann gilt

‘ 1 n—1 »
H(C, FR) = r}g{}oﬁ 10gN( !)Fz (C)),
N
—cn
wobei N die kleinste Anzahl von Mengen ist, die X tiberdecken.
BEHAUPTUNG 1.: N (¢~ 1(C")) = N(C").
Beweis. Die Abbildung ¢ ist stetig. Daher ist ¢~ 1(C") eine offene Uber-
deckung von X; und es gilt N(¢~1(C")) < N(C").
Sei D eine Uberdeckung von X; mit Mengen aus ¢ !(C") mit der
kleinsten Anzahl von Elementen. Da ¢ surjektiv ist, ist ¢(D) eine Uber-
deckung von X, mit Mengen aus C". Folglich gilt

N(C") = N(¢(D)) < N(D) = N(¢~'(C")).
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Wegen ¢ (AN B) = ¢ 1(A) N¢~!(B) und Behauptung 1 gilt dann:
1
H(C,B) = lim ~ logN(¢ *(C"))

n—oo 11

1 n—1 )
= Jim 2 10gN (V97 (5(0))),
BeHAUPTUNG 2. ¢ 1 (F, 1(A)) = F; 1(¢71(A)) firralle A C X».
Bewers. Es gilt ¢ o F; = F, o ¢ fiir ¢ : X; — Xj. Betrachte

¢ (E(A) = {xeXi|g(x) € K (A)}
{x € X | F2(4>(x)) € A}
= {.’X € Xy ’47(1:1()()) S A}
= {reXi|hAx) €¢'(A)}
= F'(¢7'(A)).

Aus Behauptung 2 folgt:
ol (F(A) = E(e7' (R V(a)

Also gilt

H(C,E) = 1im11ogN(\/F;i(4>*1(C)))

Somit ehalten wir:
htop(FZ) = sup H(C, FZ)

endliche offene
Uberdeckungen
C von X;

= sup  H(¢'(C),R)
endliche offene
Uberdeckungen
C von X;

< sup H(C,F)
endliche offene
Uberdeckungen
D von X

== htop (F1 ) .

BEISPIELE. (1) Die logistische Abbildung
EFy(x) = pux(1 —x) mit y =4
und die Zeltabbildung

| 2x, 0<x<1/2
TZ(")—{ 2-2x, 1/2<x<1
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sind topologisch konjugiert,
¢(Fa(x)) = Ta(¢(x)) Vx € [0,1]
mit
¢(x) = % arcsin(v/x)  (Ulam - von Neumann).

Folglich ist hiop (Fy) = hiop(T2). Wir haben bereits gezeigt, dass hiop(T2)
<log2.

(2) Die Winkelverdoppelung (S, T) mit T(®) = 20 (mod 27) ist topolo-
gisch semikonjugiert zum dynamischen System ([0,1], Fy) (([0,1], F4)
ist ein Faktor von (S, T)), d.h.

P(T(©)) = Fi(p(©)), ¢ € [0,27), mit (©) = sin® .

Folglich ist hiop(T) > hiop(Fs).
(3) Der Bernoulli-Shift (£01,0) ist topologisch semikonjugiert zur Win-
kelverdopplung (S, T), d.h.

mit
p(s) =2m ) 270 s,
k=0

Folglich ist

hiop (07) > hiop(T).

~——

=log?2

Zusammenfassung:

htop(F4) = htop(T2> S htop(T) S 10g2

3.5. Eine untere Schranke fiir die topologische Entropie
LemMma 3.27. Sei F : X — X stetig. Dann gilt
hiop(FP) = phiop(F)  fiir alle p € IN.

BeweEls. Der Beweis stiitzt sich auf die Bowensche Formel:

htop(X,F) = hmllmsupw

=0 ;500 n

. v . . logr(n,e F
= limliminf M,

e—0 n—oo n

wobei

r(n, e, F) := min{|S| | S ist (n, ¢)-Erzeuger fiir F},

d.h. zu jedem x € X existiert ein y € S, so dass d(F/(x), Fi(y)) < e fiir alle
je{0,1,...,n—1}.

BEHAUPTUNG. r(n,¢, FP) < r(np,¢, F).

BEWEIS. Sei S C X ein endlicher (np, ¢)-Erzeuger fiir F mit minimaler

Anzahl von Elementen. Dann ist S auch ein (n, €)-Erzeuger fiir F?. O
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Somit gilt

1 logr(n,e FP) < A logr(np,¢, F)
n a4 f— np e
Bowen
%e htop(PP) S phtop(F)

Da F eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen Raumes,
sind die Abbildungen F/ : X — X, j € {0,1,...,p — 1}, gleichm&Bg stetig.
Daher gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § € (0,¢), so dass
(3.1) d(Fl(x),F(y)) <eVje{0,...,p—1}

und fiir alle x,y € X mit d(x,y) < 4.
Sei S ein (n,)-Erzeuger fiir F¥ mit minimaler Anzahl von Elementen,
d.h. zu jedem x € X existiert ein y € S, so dass

d(FP(x),FP(y)) <6Vje{0,1,...,n—1}.
Nach (3.1) existiert zu jedem x € X ein y € S, so dass

d( F7(x) , F](y) )<€V]'E{0,1/---/P”_1}'
——— N~
—Fm(Fkp(x)) =Fm(Fk (y))

(Hier wird zujedemj € {0,1, ..., pn —1} geeignete Zahlenm € {0,...,p —
1}und k € {0, ..., n —1} gewdht!) Also ist S ein (np, €)-Erzeuger fiir F und
es gilt

r(np,e, F) <r(n,d,FF) < :; logr(np,e, F) < % logr(n,d, FP).

Da § < ¢ ist, erhdlt man mit der Bowenschen Formel phiop (F) < hiop (FP).
O

Sarz 3.28. Sei F : I — I eine Intervallabbildung. Seien |y ... ], C I dis-
junkte kompakte Intervalle mit nicht leeren Inneren, so dass

JiU---U]J, CFE(J;) fiiralle i=1...n,
d.h. J; — Jj, fiirallei,j = 1...n. Dann gilt hyp(F) > logn.

Bewers. Seien Cy,...,C, C I disjunkte offene Intervalle mit J; C C; fur
allei=1,...,n. Sei

n
Co1 =1\
i=1
Dann ist C := {Cy,...,Cy,Cy11} eine offene Uberdeckung von I. Es gilt
ChriN]i=Q furalle ie {1...n}.

Sei m € IN beliebig, m > 2. Fiir jedes m-Tupel (ig...i,—1) € {1,...,n}"
betrachte
Jioin = {x €I|F*x) €, 0 <k<m—1}.

Diese Mengen sind paarweise disjunkt.
BEHAUPTUNG. [, ; , # & fur alle m € N.

Bewess. J;, = {x € I|x € J;,} # D istklar.
]ioil = {x S I|x S ]iofF(x) € ]il} # O
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wegen J;, C F(Jip).
Jigiia = {x € I'|x € Jiy, F(x) € Ji;, F?(x) € J5,} # @
wegen [, C F(J;,) und Ji, C F(]J;,), usw.
Es gilt
Jigewin—y € Cig N F_l(cil) AR F_(m_l)(cim—l)
eCVFEHC)V---vF (),

Es gibt insgesamt n™ verschiedene Mengen [; ; |, sie sind paarweise dis-
junkt. Jede Menge J; ,—1 ist genau in einem Element der Uberdeckung
CVEYC)V---VvF (m=1(C) enthalten. Folglich gilt
Nuw(C,F):=N(CVFXC)V---vF ")) > n™
Also ist
% log Niu(C, F) > logn = hiop(F) > logn.

O

Nun betrachten wir die Anwendung dieses Satzes auf die Zeltabbil-
dung

] 2x, 0<x<1/2,
TZ(")_{ 2-2x, 1/2<x<1.

Die p-te Iteration der Zeltabbildung T}, p € IN, hat 2” Monotonie-Intervalle
[(k—1)277,k27P], k = 1,...27. Seien Ji,...,J,, n = 2P~! die Monotonie-
Intervalle, wo T} (x) steigt. Diese Intervalle sind disjunkt. Es gilt T} (J;) =
I =[0,1] fur allei € {1,...,n}. Folglich ist

JiU---UJ, CTY(J;) furalle i€ {1...n}.
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Nach dem Satz gilt

hiop(TY) > logn =1log2/ ™! = (p —1)log2

1 1
= htop(TZ) = Ehtop(T;) > P ” ]0g2

P hiop(T2) > log2.
Wir haben bereits bewiesen, dass
hiop(T2) < log2 = hiop(T2) = log2.
Folglich ist

Miop (Fs) = hiop(T2) = hop( _T_ ) =log2.

Winkel —
verdoppelung
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3.6. Positive topologische Entropie und Chaos

Sarz 3.29. Sei F : I — I eine Intervallabbildung. Die folgenden Eigenschaf-
ten sind dquivalent:

(a) P(F) 2 {1,2,2%,2%,...}, wobei P(F) die Menge aller Primperioden
von periodischen Punkten ist;

(b) Es gibt ein m € IN und zwei disjunkte abgeschlossene Intervalle J1, |2
so, dass

LU C Pm(]i), i=1,2;

() htop(F) > 0.

BEMERKUNGEN. (1) Aus (a) folgt, dass F chaotisch nach Li-Yorke ist.
(2) Es gibt chaotische nach Li-Yorke Abbildungen mit hip(F) = 0.
(3) Fiir kompakte metrische Raume gilt folgendes Resultat: Ist hyop(F) > 0,
so ist das dynamische System (X,F) chaotisch nach Li-Yorke (Blan-
chard, Glasner, Kolyada, Maass (2002)).

BEweIs. (a) = (b) Nach dem Satz von Scharkowskij folgt aus (a), dass
2"=1(2m + 3) € P(F) fiir ein n € N und ein m € Ny. Wieder mit dem
Satz von Scharkowskij folgt daraus, dass 3-2" € P(F) ist. Also besitzt
die Abbildung G := F?" einen periodischen Punkt mit Primperiode 3. Sei
O := {x1,x2,x3}, x1 < xp < x3, die periodische Bahn von G. Dann gilt
entweder

Fall 1: G(x1) = x2, G(x2) = x3, G(x3) = 11
oder
Fall 2: G(x1) = x3, G(x3) = x2, G(x2) = x1.

Wir betrachten den Fall 1, der Fall 2 ist analog.
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Es gilt G(I,) D [y und G(I;) D 1 U L.

(1) Seid € (x2,x3) so dass G(d) = xp = G*(d) = x3,
(2) G*([x1,%2]) D G([x2,x3]) D [x2, x3]
= Ja € (x1,x) so dass G*(a) > d,
(3) G?*([a,x2]) D [x1,d] = 3b € (a,x2) so dass G*(b) < a,
(4) G([x2d]) > G([ x2_,x3]) D [x1,d]
—=G(d)
= Jc € (x2,d) so dass G*(c) < a.

Seinun J; := [a,b], [ := [c,d].

= G*(J1)NG*(J2) D h U Ja.

Somit ist (b) mit m := 2"+ bewiesen.

(b) = (c) Mit Satz 3.28 erhilt man

htop(G?) = htop(F*") > 1082 = hiop (F) > log2

— on+l
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(c) = (a) Diese Implikation ist als Satz von Misiurevicz bekannt. Dessen

Beweis ist ziemlich aufwendig und wird in der Vorlesung nicht behandelt.
O

Satz 3.30. (S. Li (# T. Li aus Li-Yorke)(1993)) Sei F : I — I eine Inter-
vallabbildung. hop(F) > 0 gilt genau dann, wenn es eine abgeschlossene invari-
ante Teilmenge X C I gibt, so dass F|x chaotisch nach Devaney ist.



KAPITEL 4

Invariantes Mafs

4.1. Borel-Mafie

DEerINITION 4.1.

(1) Ein Mengensystem A C 2% iiber einer Menge X # @ heifit o-Algebra,
wenn gilt:
(@) X € A
(b) Aus A € A folgt A° € A;

(c) Sind Aj € A, i € N, dann gilt A = U A; € A
i=1
(2) Sei M C 2% ein Mengensystem iiber einer Menge X # @. Ein Men-

gensystem A heifit die von M erzeugte o-Algebra, in Zeichen o(M),
falls gilt:

(a) A ist eine o-Algebra,

(b) M C A,

(c) Ist A eine o-Algebra mit M C A’, dann gilt A C A’. Kurz:

o(M) ist die kleinste o-Algebra, die M enthiilt.

BEMERKUNG. Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren ist wieder eine o-
Algebra. Somit gibt es zu jedem Mengensystem M die kleinste o-Algebra, die M
enthiilt.

DEFINITION 4.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei M die Menge aller of-
fenen Teilmengen von X. Dann heifit B = B(X) := c(M) die Borel-o-Algebra.
Die Mengen B € B heif$en Borelmengen.

BEMERKUNG. Ist (X,d) separabel, so ist B = o(M), wobei M die Menge
aller offenen Kugeln ist.

BEIsPIEL. Sei X = R, M die menge aller links halboffenen Intervalle (a, b],
a,b € R. Dann ist c(M) = B(R).

BEwEIs.
@h) = U (@b=1] = (@b eo(M)
b-1>a
= BCo(M),
(@b = A (ab+1) = (abeB
" = o(M) CB.

87
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DEerINITION 4.3.

(1) Ein Maf3 auf einer o-Algebra A ist eine Abbildung y : A — R :=
[0, 00|, fiir die gilt:

(a) H(QOZ =0
®) u( | An) = Y u(Ay) fiir Ay € Amit AyN Ay =D, n #m.
n=1 n=1

(2) Ein Mag y auf einer o-Algebra A C 2% mit Grundmenge X # @ heifit
endlich oder beschrankt, wenn u(X) < oo gilt. Falls u(X) = 1 gilt,
heifit M Wahrscheinlichkeitsmafs.

(3) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Maf auf der Borel-o-Algebra heifst
Borelmafs.

BEISPIELE.
(1) Diracmafs. Sei x € X beliebig, betrachte

0, x¢ A
5X(A)::{1 x€A=1A(x), A €2

BEHAUPTUNG 0, ist o-additiv.

BEWEIS. Sei { A; }iciN eine beliebige Mengenfolge mit A; N A; = O,
i # j. Dann gilt

(Sx( U Al‘) = 1igNAi(x) = Z 1Ai(x) = Z 5x<Ai)-

ieIN ieIN ieEIN

(2) Punktmaf. Sei (px)kew C [0,1] eine Folge mit Y px = 1. Sei (x)ken C
keIN
X beliebig. Betrachte

u(A) =Y pdy(A), Ae2X
keIN

BEHAUPTUNG: y ist o-additiv.

Beweis. Sei {A;}ien wie oben.

14( U Ai) = ) Pk(5xk( U Ai)

ieN keIN ieN

= E Pk Z 5xk(Ai)

keIN ieIN

Y o (A)

ieIN keIN

= ) u(A).

ieIN

—~
~—



4.1. BOREL-MASSE 89

4.1.1. Konstruktion eines Borelmafles.

DEFINITION 4.4.
(1) Sei X eine Menge. Ein Mengensystem R C 2% heifit ein Ring iiber X,
wenn gilt
(@) DeR;
(b) AABER=AUBETR;
() ABER=A\BeR.
(2) Sei R ein Ring iiber X. Die Abbildung po : R — R heifit Pramaf,
falls gilt:
(@) po(D) =0;
(b) Fiir paarweise disjunkte A; € R, i € IN, mit U A; € R gilt

ieN
V0< U Az‘) =) Ho(A;).
i€N i€eN
(3) Ein PrimafS po auf einem Ring R heifit c-endlich, wenn es eine ge-
schachtelte Folge By C B, C B3 C ... gibt mit

U B; =X und ‘Mo(Bi) < ooVieN.

icN
BEMERKUNG. A, BER = ANBeR.
BEwEIS. AN B = (AUB)\((A\B) U (B\A)). 0

Sarz 4.5 (Fortsetzungssatz von Caratheodory). Ein c-endliches Primafs
to auf einem Ring R lisst sich eindeutig zu einem MafS y auf c(R) fortsetzen.

Den Bewers findet man z.B. in Behrends , Mafi- und Integrationstheo-
rie”, 5. 19 — 25.

BE1sPIEL. Sei X = R. Sei R das System aller halboffenen Intervalle (a, b] mit
a < b und deren endlicher Vereinigungen. Setzte (a,a] = &. R ist ein Ring iiber
R. Setze po((a,b]) = b — a. Somit ist o ein Primaf auf R. pg ist o-endlich,
denn Ujew (—1,i] = R und po((—i,i]) < oo fiir alle i € IN. Die Fortsetzung y
von po auf o(R) = B(R) heifit Lebesgue-Borel-Mag.

Im Gegensatz zum Lebesgue-Borel-Mafs y ist das Lebesgue-Mafs A auf
der o-Algebra £ C 2R von Lebesgue-messbaren Teilmengen definiert. Es
gilt B C L. Der Unterschied zwischen B und L ist aber gering;:

o Ist A € £, so existieren Borelmengen B+ mit B C A C By und
A(B4\A) = A(A\B-) = 0. Dieser kleine Unterschied hat aber
grofle Folgen.

DEFINITION 4.6. Sei X eine Menge, A C 2% eine o-Algebra. Ein Mafl y auf
A heifit vollstandig, wenn gilt

Ace A mit u(A)=0 und BC A= Be A

Das Lebesgue-Mafs ist vollstindig, das Lebesgue-Borel-Maf$ ist nicht
vollstandig.

Trotz der kleinen Krankheit ist es oft viel bequemer mit Lebesgue-
Borel-Maf3 zu arbeiten als mit Lebesgue-Maf3. Einen Vorteil werden wir
gleich sehen.
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4.1.2. Borel-Abbildungen.
DEFINTTION 4.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung F : X —
X heifit Borelsch, wenn F~1(B) € B(X) fiir jedes B € B(X).

BEHAUPTUNG. Jede stetige Abbildung F : X — X ist Borelsch.

BewEeis. Das Mengensystem
{P—l(A) A€ B(X)}

ist eine o-Algebra, denn X\ F'(A) = F"}(X\ A) und | J FYA,) =
nelN

r! < U An) fur alle A, A, € B(X). Folglich gilt
nelN

{F(a)|aeBX)} > ({F(4)|AcX offen}).
Das Mengensystem
A={AcX|F(4)er <{F*1(B) |BC X offen})}
ist ebenfalls eine o-Algebra mit

{ACX|A offen} C A
Daher gilt B(X) C A und folglich

[Fla)jaeBx)}c{Fri@)laca}
- ({P—l(B) |IBC X offen}> .
Also gilt
{p—l(A) |A € B(X)} —0 ({p—l(A) A CX offen})
Da F stetig ist, ist
o ({F—l(A) |ACX offen}) c B(X)

und somit F~!(A) Borelsch fiir alle A € B(X), d.h. F ist eine Borel-
Abbildung.

BEMERKUNG. Sei X = IR. Eine Abbildung F : X — X ist Lebesgue-messbar,
wenn F~1(A) messbar fiir alle A € B(R) ist. Daher ist jede Borelfunkton mess-
bar. Fiir messbare Funktionen gilt die Implikation , A messbar = F~1(A) mess-
bar” im Allgemeinen nicht!

DEFINTTION 4.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum, F : X — X Borelsch. Ein
Borelmaf u auf X heifit invariant beziiglich F, wenn u(F~1(A)) = u(A) fir
alle A € B(X) gilt.

Als néchstes wollen wir das folgende niitzliche Kriterium beweisen.

Satz 4.9. Sei (X, d) ein polnischer Raum, d.h. separabler vollstindiger me-
trischer Raum. Ein Borelmaf$ y ist genau dann F-invariant, wenn

(1) u(F~Y1(U)) = u(U) fiir alle offenen Teilmengen U C X
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oder
(2) u(F~Y(K)) = u(K) fiir alle kompakten Teilmengen K C X.

Fiir den Beweis brauchen wir eine wichtige Eigenschaft von endlichen
Borelmafien:

Sa1z 4.10 (Satz von Ulam). Sei (X, d) ein polnischer Raum. Dann ist jedes
Borelmaf$ auf X regulér, d.h. fiir jede Borelmenge A € B(X) gilt
(@) u(A) =sup{u(K)|K C A K € B(X) kompakt}
und
(b) u(A) =inf{u(U) |U D A, U C X offen}.

Den Beweis findet man z.B. in Elstrodt ,Maf3- und Integrationstheo-

"

rie”.

BEMERKUNG. Manchmal wird unter Regularitit eine schwichere Eigenschaft
verstanden: Anstelle von (a) wird verlangt, dass

@) u(A) =sup{u(V)|V C A,V C X abgeschlossen}.

Fiir kompakte metrische Raume sind Eigenschaften (a) und (a”) offen-
bar dquivalent. Im allgemeinen Fall gilt der folgende Regularitédtssatz:

Satz 4.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann besitzt jedes endliche Bo-
relmaf$ y Eigenschaften (a’) und (b).

Den Bewers findet man in z.B. Walters ,, An introduction to ergodic
theory”.

BEWEIS VON SaTZ 4.9. (=) Klar!
(<) Es gelte (2). Sei A € B(X) beliebig. Nach Satz 4.10 gilt

(4.1) u(A)= sup wu(K)= sup pu(F'(K)).
KcA KcA
Kkompakt Kkompakt
Betrachte ji : B(X) — R* mit fi(A) = u(F~1(A)) fir alle A € B(X).
BEHAUPTUNG. fi ist ein Borelmaf3.

BEweEis. Es gentigt die o-Additivitdt zu tberpriifen. Seien {A,}nen
paarweise disjunkte Borelmengen. Die Mengen F~1(A,) sind ebenfalls
paarweise disjunkt. Betrachte

(U A = w(F (U )

nelN nelN

= (U F(an)

nelN

= ¥ u(Fan)

nelN

= Z fi(An).

nelN

Wegen der Regularitit des Mafles fi gilt

A(A) = sup fi(K) = sup u(F~1(K)) = ().

KcA KcA
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Somit gilt u(A) = y(Ffl(A)> fir alle A € B(X).

Fiir (1) ist analog. U
BEISPIELE. (1) Sei X beliebig, F = idx. Dann ist jedes Borelmafl F-
invariant.

(2) Seien (X,d) ein metrischer Raum, F : X — X Borelsch mit dem Fix-
punkt x € X. Dann ist das DiracmafS y = 6, F-invariant.

BeEwEIs. Sei A C X eine beliebige Borelmenge. Ist x € A, so
ist x € F1(A) und somit u(A) =1 = u(F1(A)).Ist x ¢ A, so ist
x ¢ F71(A) und somit u(A) = 0 = u(F~1(A)). O
(3) Fiir die Zeltabbildung
| 2x, x €[0,1/2]
To(x) = { 2-2x, x€[1/2,1]

ist das Lebesgue-Borel-Maf j1 = A o) tnoariant.

BEweErs. Sei (a,b] C [0,1] beliebig. Es gilt
T, ((a,b]) = (a/2,b/2]U (1 —b/2,1—a/2]
und daher
w(Ty' ((a0])) = p((a/2,6/2]) +p((1-b/2,1—a/2])
= -t (b—a)=p((ab).
Somit gilt u <T2_ 1(A)) = u(A) fur alle Teilmengen A aus dem

Ring halboffener Intervalle (4, b] und deren endlicher Vereinigung.

Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung in Satz 4.5 gilt die Gleich-

heit auch fiir alle Borelteilmengen A, d.h. das Maf3 j ist T>-invariant.
O

(4) Die Gauf-Abbildung G : [0,1] — [0,1],
[0 falls x =0,
Glx) = { {1}, falls x € (0,1],
wobei {a} den gebrochenen Teil von a bezeichnet (siehe Abschnitt 1.9),
ist nicht stetig, besitzt jedoch ein invariantes Mafs.

BEHAUPTUNG. Das Wahrscheinlichkeitsmafs

1(A) 1 dx

= log2 JaT+x ist G-invariant.

Bewels. Withle 0 < a < b <1 beliebig. Fiir alle n € N gilt:
1 -
g:{n+g} = {W}:G((Tl+a> 1)/

b={n+0b} = {(n—i—lb)l} = G((n+b)’1).
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Folglich gilt
1 1
Gil((a,b]) — U , .
SN (b +n"a+n
disjunkte Intervalle
Betrachte

u(G " ((a,0]))
- ng\ly((b—f—n a—il—nD

B Z /a+n dt
ot log2 pim) 1 L+t
1+ 4
_ 1 E lo a—;—n
1082 neN 1+
_ % (a+n+1)(b+n)
N log2 N%oo = a-l—n)(b-l—n-l—l)
o (b+1) (a+3) (a+N+1)(b+N)
T log2 Now B\ (a+1) (b+3) @+ N)b+N+1)
_ . (b+1)(a+N+1)
= og2 ML I N 1)
1 o b+1
~ log2 8t
= u((a,b]).
Wieder mit dem Satz von Caratheodory folgt daraus, dass das MafS p
G-invariant ist.

4.2. Invariante Funktionale

4.2.1. Integration beziiglich eines BorelmafSes. Die Funktion f : X —
R* heifst Treppenfunktion, wenn

n
= chlAk(X) mitAkEB(X), ArNA =, k;fél
k=1

Die Treppenfunktion heifst y-summierbar, wenn

n

Y Gkl u(Ax) < o0

k=1
Fiir eine y-summierbare Treppenfunktion

/f x) dyu(x ZCkyAkﬂA) A€ B(X)

heifdt das Lebesgue-Integral von f bezuglzch des MafSes .
Nun brauchen wir die folgende Variante des Approximationssatzes
aus der Lebeguesschen Integrationstheorie:
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PrROPOSITION. Sei f eine Borelfunktion auf X, f > 0. Dann gibt es eine
monoton wachsende Folge (f,)neN von Treppenfunktionen, so dass f,(x) ——

n—oo

f(x) fiir jedes x € X strebt. Ist f beschriinkt, so ist die Konvergenz gleichmiif3ig.

BEWEIS. Setze
1 .
Eyj = {x € X}]Z—n < flx) < 2]n}

F,:={x € X|f(x) > n}

firneN,j=1,2,...,n2". Die Mengen E,; und F, sind offenbar Borelsch
und paarweise disjunkt. Somit sind die Funktionen

21_1 x)+nlp(x), neN,

E, ]

Borelsch. Die punktwelse Konvergenz f, — f ist klar. Ist f beschrankt, so

gilt
[fu(x) = f(x)] <277
tir alle x € X und alle hinreichend grofie n € IN. O

Sei f : X — R eine Borel-Funktion. Definiere
f+(x) = max{0, f(x)},  f-(x) := max{0, —f(x)}.
Die Funktionen f. sind Borelsch und es gilt f = f, — f. Seien f,gi) mo-

noton wachsende Folgen von Treppenfunktionen, so dass fy(l+) /" f+ und

f,g_) /" f— punktweise. Nach dem Satz tiber monotone Konvergenz exis-
tieren (endlich oder unendlich) die Grenzwerte

lim / fn ) und hrn / fn du(x).

n—oo

Die Funktion f heifst y-integrierbar, falls

: (=)
nh_r&/fn ) < oo und ;}g%oAf” (x)du(x) < oco.
Dann heifst

[ Fedn) = lim [ A7 ) dutx) = lim [ £ () dpc)
das Lebesgue-Integral von f beziiglich des Mafles .
4.2.2. Stetige lineare Funktionale auf C(X).

DEFINITION 4.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein stetiges lineares Funk-
tional ¢ : C(X) — R heifit positiv, falls (f) > 0 fiir alle f > 0 ist.

Sei u ein endliches Borelmafs auf einem kompakten metrischen Raum

X. Dann ist
)= [ F ()
ein stetiges lineares Funktional auf C(X). Es ist positiv und ||£,|| = u(X) =

£,(1).
Umgekehrt gilt auch:
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Sarz 4.13 (Riesz). Sei X kompakter metrischer Raum. Zu jedem positiven
stetigen linearen Funktional ¢ auf C(X) gibt es genau ein endliches Borelmaf y,,
so dass

() = [ F@du, el =p(X.

BEMERKUNG. Ohne die Voraussetzung, dass X kompakt ist, erhilt man eine
schwiichere Aussage bekannt als der Darstellungssatz von Riesz-Markow.

BEWEISIDEE VON SATz 4.13. Sei K C X kompakt. Setze
H(K) = inf{{(g) |1k < @ < 1}.
Sei B C K Borelsch. Setze
#(B) :=sup{pu(K)|K C B, Kkompakt}.

Es ist leicht zu sehen, dass p additiv ist. Es bleibt iibrig zu zeigen, dass
u:B(X) — Ry o-additiv ist. Im Allgemeinen ist das nicht ganz trivial. Ist
X ein Intervall, z.B. X = [0, 1], so ist die o-Additivitit wesentlich einfacher.
Betrachte

Beobachtungen:

1. gy ist monoton wachsend,
2. gy ist links stetig, d.h.

gu(t—0) = gu(t), denn gy, (t) — gu(t —&) = pu([t — & t)).
AUFGABE 4.14. Zeigen Sie, dass

Jim p([t—et)) =0.

Somit ist g, Verteilungsfunktion eines BorelmafSes und daher ist y o-additiv.
O

Satz 4.15. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, F : X — X eine
stetige Abbildung. Ein endliches BorelmafS y auf X ist F-invariant genau dann,
wenn das Funktional

G = [ fdutx), fecx)
F-invariant ist, d.h.

bu(foF) = 6u(f) ¥V f € C(X).

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir ein Hilfsergebnis, das auch in
vielen anderen Zusammenhéngen wichtig ist.

LEMMA 4.16. Seien pq, up endliche Borelmafle. Es gilt yy = po genau dann,
wenn

[ f () = [ fx)dna() v f € C(X).
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Bewers. (=) klar!

(<) Es geniigt zu zeigen, dass y1(K) = wu2(K) fiir alle kompakten
Teilmengen K C X ist. Seien K C X kompakt, ¢ > 0 beliebig. Da 1 regulér
ist, gibt es eine offene Teilmenge U C X mit K C U und y;(U\K) < e.
Betrachte die Funktion

{ 0, falls x € X\U,
g(x) = d(x,U°
W, falls x € U.

Wir bemerken, dass d(x, U¢) 4+ d(x, K) # 0.
Offenbar gilt:

1. g(x) =0Vx e U,
2. g(x)=1Vx €K,
3.0<g(x)<1VxeX.

BEHAUPTUNG. Sei M C X kompakt. Dann ist x — d(x, M) stetig.

BEWwEIs. Seien x1,x, € X beliebig. O.B.d.A. sei d(x1, M) > d(xz, M).
Dann ist

d(x1, M) —d(xp, M) = ylé\]\f/ld(xl,y) —;&f/{d(xz,y) = ().

Nach dem Satz von Weierstraf gibt es ein y, € M, so dass inf,cprd(x2,y) =
d(xp,y2). Also ist

(x) = yiQI{/Id(x1,y) —d(x2,y2) < d(x1,y2) —d(x2,y2)
<d(x1,x2) +d(x2,¥2) — d(x2,y2) = d(x1,x2)

Folglich ist die Funktion g stetig.
Nun betrachte
ia(K) = [ @) dna() < [ g(x)dua(x)
= d
/. 8x)dp(x)

= [, 8@ () < (W) < (k) +e.

Da € > 0 beliebig ist, folgt daraus, dass y2(K) < pq(K) ist.
Analog zeigt man, dass p11(K) < pa(K). O

BEWEIS VON SaTz 4.15. (=) Sei f € C(X), f > 0 beliebig. Sei
fa@) = L6010 (x)
k

eine monoton wachsende Folge der Treppenfunktionen mit f, — f. Wir
berechnen

0u(fa) = ;c,£”>u<A,£”>>
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und

fu(F(x)) =

Cu(AM) = u(fu).

)3
k
)3
k
=>€y(anF) — ;Clgn)y(Fl(A’((n)))
)3
k

Mit dem Lebesgueschen Satz von der monotonen Konvergenz folgt daraus
0,(f) = £,(f o F). Fiir allgemeine Borel-Funktionen f € C(X) betrachte
die Zerlegung f = f4 — f—, f+ > 0.

(<) Es gelte £,,(f o F) = ¢, (F) fiir alle f € C(X).

BEHAUPTUNG. Es gilt

J o) dn() = [ fx)dulx) v f € C(x)

mit fi(A) := u(F~(A)). (Zu Erinnerung: i ist ein BorelmaR, s. den Beweis
von Satz 4.9!)

BEWEIS. Sei f > 0 eine stetige Funktion. Sei (f,) die monoton wach-
sende Folge der Treppenfunktionen mit f, — f. Dann gilt fiir jedes n € IN

J o P dutx) = /X;C;E”)l o (F)) dn(x)
= [ Z G @)
= 1G"u(F ;E)))
- écy)ﬁmé”))

= [ fux )

Mit dem Lebesgueschen Satz von der monotonen Konvergenz gilt die Be-
hauptung fiir alle stetigen f > 0. Fiir allgemeine Funktionen f € C(X)
betrachte die Zerlegung f = f. — f_ mit f+ > 0.

Nach der Behauptung gilt

[ fdnt) = [ fx)a

fiir alle f € C(X). Nach Lemma 4.16 folgt daraus, dass u(A) = ji(A) =
u(F~1(A)) fiir alle A € B(X) ist. O
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BeispiEL. Sei Ty : [0,1] — [0, 1] die Zeltabbildung, T>(x) = min{2x,2 —
2x}. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — R

1 1
/0 F(Ta(e)dx = [ f)dx + /1 Lfe-2)

=2 e ) [ pac= [ a

Nach Satz 4.15 ist das Lebesgue-BorelmafS To-invariant.

1/2

4.3. Der Satz von Krylov-Bogoljubov

Satz 4.17. Sei (X,d) kompakt, F : X — X stetig. Dann existiert ein F-
invariantes Wahrscheinlichkeits-Borelmafs.

BewErs. Der metrische Raum (C(X), || - ||«) ist separabel. Daher exis-
tiert eine totale Folge (pn) in C(X) mit ||pm|lc = 1. Fiir jedes m € Ny ist

die Folge 47n Z Pm (Fk ) beschréankt:

n—1 1 n—1
s Z pm(Fk(x)) < - § , Hpm”oo <L
n n

k=0 k=0

Mit dem Diagonalfolgenverfahren finden wir eine Teilfolge ((])S&)) (x)) N
MENQ

sodass élim 4)7(:("2) (x) fiir jedes m € Ny existiert. Den Grenzwert bezeichnen
—00

wir mit £y (pm).
Nun sei ¢ eine beliebige stetige Funktion und & > 0. Wahle ein N € IN
so grof3, dass

N
sup ‘(p ;Ozxmpm(x)‘ <e

xeX

tiir geeignete Koeffizienten ,, ist. Setze

N
= Zofxmpm(x)

Dann gilt

1 ™M1
1G] ; G RA)

n(k)—1

> (@(F'() —on(F'(x))):

n(k) /=

Fiir k — oo konvergiert der erste Term gegen Y o, aylx(pm). Der zweite
Term gentigt offenbar der Abschidtzung

‘ ) _i (x)) - qu(qo(F‘(x))‘gs.
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Da & > 0 beliebig ist, existiert der Grenzwert

. 1 n(k)—1 ,
fim EO ¢ (F(x)).

Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit £, (¢).

BEHAUPTUNG. ¢ — /(@) ist ein lineares, beschrinktes, positives F-
invariantes Funktional.

BeweEIs. Linearitét ist offensichtlich. Die Die Beschranktheit folgt aus
der Abschitzung

[£x(@)] < sup |g(x)].

xeX

Falls ¢ > 0 ist, dann ist £(¢) > 0. Also ist das Funktional positiv. Nun
betrachte

n—1 n—1

_ — - €+l Z
le(goF) = La(9) %L%nk(i'(” 2',4)1? )
1
e 1 J— Nk — —
fim 5 (0 (F(9) <P<x>) X
d.h. das Funktional ist F-invariant.

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz entspricht dem Funktional ¢, (¢)
ein eindeutiges invariantes Mafs yy,

l(p) = /Xfp(y) dpx(y).

Da (,(1) = 1 ist, ist py ein Wahrscheinlichkeitsmag. O

4.4. Der Wiederkehrsatz von Poincaré

Sarz 4.18. Sei F : X — X eine Borel-Abbildung. Sei y ein F-invariantes
Wahrscheinlichkeits-Borelmaf3. Sei U C X beliebige Borelmenge mit p(U) > 0.
Dann existiert fiir y-fast jedes x € U eine strikt monoton steigende unendliche
Folge {n(k) }xen mit n(k) T sodass F"®) (x) € U fiir alle k € N.

AUFGABE. Ein Punkt x € X heifit rekurrent falls eine strikt monoton stei-
gende Folge natiirlicher Zahlen ny existiert, sodass x = klim F"(x) gilt. Zeigen
—00

Sie: y-fast jedes x € X ist rekurrent.

LEMMA 4.19. Sei ein Wahrscheinlichkeits-BorelmafS y F-invariant. Sei U C
X sei beliebige Borelmenge mit p(U) > 0. Dann existiert fiir y-fast jedes x € U
ein n € IN, sodass F"(x) € U.

Bewers. Bezeichne Vj := {x € U| F/(x) € X\ U}. Offenbar gilt

V; = UNF/(X\U).
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Betrachte die Menge N(F) := {x € U|F/(x) € X\ UV € N}. Es gilt:
N = Nvi=N (UunrFix\u))

jEN jeEN

= un(NFixwW)).

jEN

Ist x € N(F), so gilt x ¢ F"(U) fur alle n € N. Wegen N(F) C U
ist F7"(N(F)) C F7"(U) und somit gilt x ¢ F~"(N(F)) fur alle n € IN.
Folglich ist N(F) N F~"(N(F)) = & fiir alle n € IN.

BenaurTuNG. F~"(N(F)) N F*(N(F)) = @ fiir alle n,k € N, n # k.

Bewers. O.B.d.A. sei n < k. Dann gilt

FUN(F) NEHN(R) = F(N(F) nF" (F-6(N(F)))
= F" (N(P) N P—<k—">(N(P))> ~- 0.

Also sind die Mengen N( ), F"Y(N(F)), F"2(N(F)), ... paarweise dis-
junkt. Betrachte p( U,en, F™ (N(P)))

1> p( U FUONGE)) = T e(FNE))

nelNg nelNg
= ) u(N(F)
nelNg
Dabher ist N(F) eine p-Nullmenge. O

BEWEIS VON SATZ 4.18. Sei U C U die Menge aller x € U, welche die
Menge U nur endlich oft besuchen, d.h.

U={xeU|IpeN:Fx)¢UYk>p}.
Offenbar gilt

U= |JU,mitU, = {xeU|F(x) ¢ UVk>p} C N(FF)
Nach Lemma 4.19 ist u(N(F?)) = 0. Folglich gilt
U

KoroLLAR 4.20. Sei F : X — X eine Borel-Abbildung. Sei ein Wahrscheinlichkeits-
Borelmaf$ y F-invariant. Sei W C X Borelsch mit (W) < 1. Die Menge

E:={xe X\W|IpeN:F(x)ecWVk>p}

ist eine y-Nullmenge.
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Bewers. Die Menge X\W := U ist Borelsch. Mit dem Wiederkehrsatz
von Poincaré folgt, dass die Borelmenge

E={xelU|IpeN:Fx)¢Uvk>p}
eine y-Nullmenge ist. O

An dieser Stelle betrachten wir eine einfache zahlentheoretsche An-
wendung des Wiederkehrsatzes. Eine weitere, recht nichttriviale zahlen-
theoretische Anwendung des Wiederkehrsatzes behandeln wir im darauf-
folgenden Abschnitt.

Sei X = [0,1],

1, 10x € IN.

Ist 0, x1x2x3... die unendliche (d.h. 0,3 = 0,2999...) Dezimalbruchdar-
stellung einer Zahl x € [0,1], so ist 0, xox3x3 ... eine Dezimalbruchdarstel-
lung der Zahl F(x). Also agiert die Abbildung F wie die Shiftabbildung.
Um zu zeigen, dass das Lebesgue-Borel-Maf8 A|(y;) F-invariant ist, ge-
niigt es zu beweisen, dass A (F “((a, b])) = A((a,b]) fiir alle halboffenen

Intervalle (a,b] C [0,1] gilt. Wegen
FU0,40,8)= |J (0x1a0xp]

X1€ {0,1 ..... 9}

H@:{ﬂmhlng

(x und B sind beliebige Ziffernfolgen) ist diese Eigenschaft erfiillt, denn

A((0,x10;0, x18]) = 11—())\ ((0,4;0,8]).

Wahle nun U = (0, x7...x,000...;0,x1...x,999...) fiir beliebige Zif-
fern x1,...x, € {0,1,...,9}. Der Dezimalbruch jeder Zahl x € U hat
X1...X, an den ersten n Hinterkommastellen. Offenbar ist A(U) > 0.
Nach dem Wiederkehrsatz besucht fast jedes x € U unter der Abbildung F
die Menge U unendlich oft. Folgerung: Der Dezimalbruch fast jeder Zahl
x € [0,1] enthélt beliebige endliche Ziffernfolge x; ... x,, unendlich oft.

4.5. Eine zahlentheoretische Anwendung

DEFINITION 4.21. Sei S C N unendlich. Die Zahl

D*(S) := limsup ISNILNI
N—co N
heift die obere Dichte von S. Die Zahl
SN I

BD*(S) := limsup

|T|—o00

mit I = [a,b], a,b € N heifit die obere Banachdichte von S.

1]

Offenbar gilt:
0<D*(S) <BD*(S) <1.
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BEISPIELE. 1) S:=J Su, Sui=[n®+n]NIN=1[S,| =n+1.
nelN
. 1 N=n+n . 1 !
limsup — |SN|[1,N = limsu Sy
msup ;1571 [1,N] maup i LI
——
TP (1) =n+ $n(n+1)
=3n2+3n
n’+3n
= limsup ——— = 0= D*(S) = 0.
neup 2(n3 +n) ()
1SN Sy

BD*(S) > lim

n—eo |G,

(2) S =P (Primzahlen). |S N [1,n|| =: w(N) ist die sogenannte Dirichlet-

Funktion. Ihre Asymptotik fiir N — oo ist ein klassisches Ergebnis der
analytischen Zahlentheorie,

—1= BD*(S) =1.

N
T(N) ~ ogN'

Somit ist D*(S) = 0.
Uber die obere Banachdichte von Primzahlen ist dem Verfasser die-

ser Notizen nichts bekannt. Es lisst sich aber vermuten, dass BD*(IP)
ebenfalls Null ist.

Sarz 4.22 (Szemerédi). Eine Teilmenge S C IN besitze positive obere Ba-
nachdichte. Dann enthilt S beliebig lange arithmetische Progressionen, d.h. die
Mengen {a,a+4q,...,a+ (n—1)q}, n ist die Linge der Progression.

Fiir den Beweis brauchen wir die folgende Variante des Wiederkehrs-
atzes, genauer von Lemma 4.19.

Satz 4.23 (Furstenberg). Sei (X,d) ein metrischer Raum, F : X — X
Borelsch. Es gebe ein F-invariantes Borelmafl y mit u(X) = 1. Sei U C X
Borelsch mit u(U) > 0. Sei £ € IN beliebig. Dann gibt es ein n € IN mit

y(u ANE"U)NE21(U) N - N P—f"(u)) >0

Der Bewers ist eine Ubungsaufgabe.
Wir beginnen mit dem Beweis von Satz 4.22. Sei & = {0,1}N, d die
Standardmetrik auf X,

=
du,0) =) %
jeN
Sei
|1, nes,
1710, n¢s.

Setze s = (s1,52,...) € £.Sei Y := {0"(s) |n € Ny} (Abschluss des Orbits
von s unter der Shiftabbildung ¢). Da X kompakt und Y abgeschlossen
ist, ist (Y, d) ein kompakter metrischer Raum. Die Shiftabbildung o lasst
Y invariant, also ist (Y, o|y) ein dynamisches System. Nach Satz 4.17 gibt
es ein o-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf auf Y.
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Wir beweisen nun eine schérfere Aussage.

LEMMA 4.24. Sei A := {t € X |t; = 1}. Es gibt ein o-invariantes Wahr-
scheinlichkeitsmafS auf Y mit u(ANY) > 0.

Bewers. Da Y kompakt ist, ist der Banachraum (C(Y),| - ||) separa-
bel. Daher gibt es eine abzihlbare totale Menge { py (x) }men C C(Y) mit
sup sup |pm(x)| =: M < .

meN xeY
Sei I, C N eine Intervallenfolge mit

hmwsmh|:BDWS)>0

n—co ||

Zu jedem m € INj definiere

m 1 ,
¢£z )= 1A Y pw(c®(s)) (s wie oben!)

| k+1€l,
Wie im Beweis von Satz 4.17 (Krylov-Bogolubov) stellen wir fest, dass es
eine Teilfolge n(j) gibt mit

lim ¢, existiert fiir jedes m € IN.
j—oo J

Ferner zeigen wir, dass

. 1
lim
J—re |In

N 9(e(s))
D k+1el,)

existiert fiir alle ¢ € C(Y). Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit /(¢). Die
Abbildung ¢ — £(¢) ist ein lineares, beschrénktes, positives o-invariantes
Funktional, d.h. /(¢ o o) = ¢(¢). Daher gibt es ein endliches F-invariantes
Borelmaf mit £(¢) = [, ¢(x)dp(x). Nun untersuche

PANY) = [ 1a(x) du(x) = £(14).
¢(1,) ist wohldefiniert, denn 14 € C(Y). Ferner

((14) = ‘limi Yo 14(df(s))

J7ree |In(]) | k+1€[n(j)

. 1 1 falls s =1
= lim —— Z { _
j—roo |In(])| k+1€In(]-> 0 falls Sk — 0
~ lim 1 { 1 falls keS
j=eo [In(j)| k+1€l, ;) falls k¢S5
SNI,;
::1mJ——Hﬂ:BD%$>Q
e Lyl

0

Nun beschiftigen wir uns mit dem Beweis des Satzes von Szemerédi.
Nach Satz 4.23 gibt eseinn € N und ein t € Y N A mit

cl(t) e ANY, ¥ (t)e ANY, ... ,d"(t)eANY.
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Das bedeutet, dass t; = t,4+1 = type1 = -+ =ty = 1.
Sei 0 < & < 271, Da der Orbit (¢"*(s)) in Y dicht liegt, gibt es ein
m € IN mit d(t,0™(s)) < ¢. Folglich gilt
bt =Smy1, t2=Smi2, -+ tons1l = Smtint1s
d.h.
m+1lm+n+1,... m+4In+1¢cS8.
Der Satz ist bewiesen.

BEMERKUNG. Hier erwihnen wir den Satz von Green-Tao (2005): Sei S C N
eine Menge von Primzahlen mit

lim su IS0 [LNj|
ot (N

Dann enthilt S beliebig lange arithmetische Progressionen.

> 0.

4.6. Invariantes Punktmaf und periodische Bahnen

Hier diskutieren wir noch eine Anwendung des Wiederkehrsatzes von
Poincaré. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, F : X — X Borelsch.
Sei {xq, ..., X1} ein periodischer Orbit des dynamischen System (X, F).
Betrachte das Warscheinlichkeitsmaf3
15
H=— Z 5xk'
P =0

Das Maf ist offensichtlich F-invariant.
Seien {xo,...,Xp—1} und {yo,...,y4-1} zwei verschiedene periodische
Orbits. Sei eine Zahl « € (0, 1) beliebig. Dann ist

y 1
p=-a) b +-(1—a)) 6,
P 1= q

ein F-invariantes Warscheinlichkeitsmaf3.
Analog kann man konvexe Kombinationen beliebiger Anzahl der pe-
riodischen Orbits betrachten. Umgekehrt gilt:

Satz 4.25. Sei y ein F-invariantes Warscheinlichkeitspunktmafs, d.h.

N
M= Z:B]"ij
j=1
N
fiir gewisse Punkte xj € X und gewisse Zahlen 0 < B; < 1 mit y_B; =1,
j=1

n € N oder N = oco. Dann besitzt das dynamische System (X, F) periodische
Orbits 01, Oy, ... mit Primperioden p1, p2, . ... Es gilt

a pr—1
K= 27 Z 5Fj(xk)
x Pk j=0

mit xi € O, ax > 0, Zklxk =1
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BEMERKUNG. Falls N < oo ist, dann ist Y endlich. Falls N = oo ist, dann
ist Y, eine unendliche Reihe.

BEWEIs. Sei x; € X ein beliebiger Punkt mit y ({x1}) > 0. Nach dem
Wiederkehrsatz von Poincaré gibt es ein p; € IN, sodass FF1(x;) = xp ist
und F/(x;) # x; firallej =1,...,p; — 1. Alsoist {x1, F(x1),...,F""}(x1)}
ein periodischer Orbit mit Primperiode p;. Daher gilt

x € FH({F(x)}),
4.2) F(xl) e FH({F(x1)}),

Pl (x) € F ({)).

Da das Ma8 u F-invariant ist, gilt
u(F(A)) = p(a)
fir A= {F/(x1)},j=1,...,p1 — 1. Mit (4.2) folgt daraus, dass
wﬁ»<u(F1{Px1 )) = n({FGx)}),
#({F()} (Pl{#xl )) =1 ({PE)}),
(
)

([}

Also gilt p({x1}) = p ({F(x1)
Nun setze a1 := p1p ({x1}
(

n ({n F(x). qW“WMH)=1

und der Satz mit N = 1 bewiesen.
Sei nun aq < 1. Betrachte

. 1 s
I«l ::1_a1 ;,[—7;51:]351 .

Wir notieren die Eigenschaften des Mafes p(!):

F' ({n}) )—u{m}
== p ().

, SO ist

}
)-Is

1. y(l) ist ein F-invariantes Punktmaf;
2. y(l) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn

1
1—0(1

pW({x}) =V ({F(x)} = ... = V O (x1)} =0.

Sei x; € X ein beheblger Punkt mit ¢ ({x;}) > 0. Nach dem Wie-
derkehrsatz von Poincaré gibt es ein p, € IN, sodass FF2(xp) = xp ist und
Fj(xz) # x, fiir alle ] =1,.. P2 — 1. Also ist {Xz,F(XQ),. . .,Fm_l(XQ)}
ein periodischer Orbit mit Primperiode p2. Wie oben zeigt man, dass

D({x2}) = puV ({F(x2)}) = ... = D ({F ! (x2)}) gilt.

nV(X) = (1—-a1)=1;
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Nun setze ay := pouD ({x2}). Ist ay = 1, so ist

u) ({xz,F(xz),...,FVZ‘l(xZ)}> =1

und der Satz mit N = 2 bewiesen. Dabei gilt a1 + a» = 1 und

1, M p1—1 X p2—1 a0 p1—1
= =)D+ Y b = 2 Y b + LY b
p= (- a2 ];) Pl = ];) P+, ];) Fi(x)

Sei nun ay < 1. Betrachte

1 ap P
@ .= -2 Opj .
K 1—a (;Ll p2 =0 FJ("Z))

Das Ma8 () hat ahnliche Eigenschaften wie das Maf u(!):

1. y(z) ist ein F-invariantes Punktmaf;
2. ‘u(Z) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn

n?(X) = T (1-a)=1;
3. p¥({x}) = P ({F(x)} = ... = pP({F(x1)} = 0 und
B ({x2}) = W@ ({F(x2)} = ... = W@ ({FP(x2)} = 0.

Induktive Wiederholung des Arguments liefert die Behauptung. [



KAPITEL 5

Der Ergodensatz

5.1. Ergodische Abbildungen

DEFINITION 5.1. Eine Abbildung F : X — X heifit ergodisch beziiglich
ihres invarianten Borelmafes y, wenn fiir jede Borelmenge A € B(X) mit
F~Y(A) = A entweder u(A) = 0 oder u(X\A) = 0 gilt. Man sagt auch: Das
Mafs y ist fiir die Abbildung F ergodisch.

DEFINITION 5.2. Eine Funktion f : X — R heifit F-invariant, wenn gilt:
f(E(x)) = f(x) ¥x € X.

Sarz 5.3. Eine Abbildung F : X — X sei beziiglich des Wahrscheinlichkeits-
mafles y ergodisch. Dann ist jede F-invariante Borelfunktion f : X — R p-fast
iiberall konstant, d.h. es gibt eine Borelmenge A C X mit u(X\A) = 0 und

f(x) = f(y) fiiralle x,y € A.

BEwEIs. Sei eine Borelfunktion f F-invariant. Dann ist fiir jedes 2 € R
die Menge C, := {x € X| f(x) < a} F-invariant, denn

F1(C,) = {xe€X|F(x)eC,}

= {xeX|f(F(x)) <a}
= {xeX|f(x)<a}=C,.

Da F ergodisch ist, gilt entweder 11(C,) = 0 oder u(C,;) = 1. Analog gilt
entweder u({x € X|f(x)=a})=1 oder u({xe X|f(x)=a})=0.

Die Funktion f ist p-fast tiberall konstant genau dann, wenn es ein
t € R gibt mit u({x € X|f(x) = t}) = 1. Folglich ist die Funktion f
nicht p-fast iiberall konstant genau dann, wenn fiir alle ¢ € R gilt y({x €
X|f(x)=t}) <1,dh u({x € X|f(x) =t}) =0fiiralle t € R.

Angenommen, f wire nicht y-fast tiberall konstant. Dann ist fiir jedes
teR

p(fr e XIf() < U{xeX|f(x) > 1})
=n({x e XIf() <)) +p({x e X|f(0) > 1}) =1.
Also gilt fiir jedes t € R entweder
p(lrexifm <) =1 w(lrexif@>n)=0
oder

p({xeX|f@) > 1) =0 p({xeX|f(x)<t})=1

107
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BEHAUPTUNG. Es gibt ein t; € Rmit y({x € X| f(x) <ty}) =1.

BEwErs. Angenommen, u({x € X | f(x) < t}) = 0 fiir alle t € R. Dann
ist
p({xeX|f(x) > 1)) =1
fur alle t € R. Also gilt f(x) = +oo fiir u-fast alle x € X. Widerspruch!

Analog, es gibt ein t— € R mit u({x € X|f(x) > t_}) = 1. Es gilt
t_ <ty und

y({x eX|t. < f(x) < t+}) = 1.
Betrachte die Zerlegung

{x€X|t_<f(x)<t+}

= {rexie << S U lvexip = £

u{xexy t’;u < fx) < t+}.

Mit obigen Argumenten kommt man zur Schlussfolgerung, dass entweder

y({xeX\t_<f(x)<tJ2rt+}>:1

oder

bty B
y({x€X| 5 <f(x)<t+}) =1
gilt. Induktive Wiederholung des Arguments zeigt, dass es ein ¢, € R gibt
mit p({x € X | f(x) = to}) = 1. Widerspruch! O

AUFGABE. Sei f : X — R eine Borelfunktion, die y-fast iiberall beziiglich F
invariant ist, d.h.

f(F(x)) = f(x) fiir y-fastalle x € X.
Ist die Abbildung F : X — X ergodisch, so ist f u-fast iiberall konstant. BEWEIS
selbst.
Die Umkehrung von Satz 5.3 ist auch richtig.

Satz 5.4. Ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf$ p sei invariant beziiglich der
Abbildung F : X — X. Falls jede beschriinkte F-invariante Borelfunktion f :
X — R p-fast iiberall konstant ist, dann ist F ergodisch.

Beweis. Eine Borelmenge A € B(X) sei F-invariant, d.h. F~1(A) = A.
Dann ist 14(x) F-invariant, denn

14 (F(x)) = 1paa)(x) = 1a(x).

Da die charakteristische Funktion 14 Borelsch ist, ist sie p-fast {iberall
konstant, d.h. 14(x) = 0 oder 14(x) = 1 fiir y-fast alle x € X. Also ist
#(A) =0oder u(A) =1. O
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BEISPIELE. (1) Sei X beliebig, F = idx. Offenbar ist jedes Borelmafs
F-invariant.

BEHAUPTUNG. Sei x € X beliebig. Das Diracmafs 6y ist fiir F ergo-
disch.

BEwErs. Jede Borelmenge A € B(X) ist F-invariant. 6x(A) = 0,
falls x ¢ A und 6x(A) =1, falls x € A.

Das Punktmafl y = 3(6x + 6,) mit x # y ist nicht ergodisch, denn
es gibt A € B(X) mit u(A) = 4.
(2) Rotationsabbildung R, : S' — S!, R,(0) = 6 + 27w, w € R. Das
Lebesgue-Borelmaf auf S ist offensichtlich R ,-invariant.

BEHAUPTUNG: Fiir w € R\ Q ist die Abbildung R,, ergodisch
beziiglich des Lebesgue-Borelmafies.

BewEis. Wir zeigen, dass jede R-invariante Funktion f : St —
R, f € L?(SY) fast iiberall konstant ist. Jede beschrinkte Borelfunkti-

on ist in L*(S'). Die Menge {%} yez ist eine orthonormale Basis in

L*(S'). Zwei Funktionen f,g € L*(S') sind genau dann fast iiberall
gleich, wenn deren Fourier-Koeffizienten gleich sind, d.h.

c _L /znf(e)eikf)de_
ke V27T Jo N
dpim /2” (6)e*dp
ke V27 JOo §

fiir alle k € Z. Setze g(0) := f(Ry(0)) = f(0 4+ 2nw). Dann gilt

1 27 .
dy = N /0 (64 2mw)e *de
T
0-+27w=:0/ 12 27(w+1) f(e/)efikf)’deleﬁnkw
7T J2nw
fist 27T-period. 2 7tkew 1 /27‘( N ,—ik®' 1n/
= e — f(0He "™ de
V27T Jo
i27tkw

= Ccye

Die Koeffizienten ci und dy sind genau dann gleich, wenn 2mkw =
0 (mod 27), ¢y # 0 oder ¢y = 0. Da w irrational ist, gilt ¢, = 0 fiir
alle k € Z \ {0}. Also ist f fast iiberall konstant.

(3) Die Zeltabbildung x = [0,1], To(x) = 2min{x,1 — x}. Wir haben
bereits gezeigt, dass das Lebesgue-Borel-Maf§ Al 1) To-invariant ist.

BEHAUPTUNG. T ist ergodisch beziiglich Al y)-
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Bewers. Sei ¢ € L2([0,1];R) beliebig. Die Menge {e*™} ¢ ist
eine orthonormale Basis in L*([0,1];R), d.h.

: ; 2irtk
Jim [|¢— @il =0 mit gy = ), cee™™,

keZ
[k|<N

1 )
Ck = / e 2 (x)dx =% (¢ reellwertig).
0

Ist ¢ eine Tr-invariante Funktion, so ist sie symmetrisch beziiglich des
Mittelpunktes x = 1/2, denn

¢(1—x) = ¢(Ta(1 = x)) = ¢(Ta(x)) = P(x).
Also gilt

! —2imtkx X=1-y ! 2irtk
o= [ e gy =Y [ A1 —y)dy
1

B / ™ p(y) dy = ¢

0
fiir alle k € Z. Betrachte
(P(Tz(x)) — Z CkBZinsz(x)
kez
_ v ke x e 0,1/2]
- = k e4mkef4mkx, = [1/2’ 1]

47tikx
ch{e , x€l0,1/2]

ez e—47rikx, x € [1/2, 1]

=Y e c, x€[0,1/2]
c_x, x€[1/2,1]

hZCk Z Cke4m'kx, x e [0,1]_
kez

kez

Vergleiche mit
(P(x) — Z Ckezmkx

keZ
_ 4rtikx 27wi(2k+1)x
= ) oxe + ) coppre (2k+1)
keZ keZ

Aus dem Vergleich ergeben sich die Gleichungen co1 = 0 und ¢y = ci
fiir alle k € Z. Somit ist ¢, = 0 fiirallek € Z \ {0}. Also ist ¢(x) = co

fiir fast alle x € [0,1].

Zwei dynamische Systeme (X, F;) und (X, F») seien topologisch kon-
jugiert (siehe Satz 1.27), d.h. es gebe einen Homoomorphismus / : X; —
X, mit ho F; = F, o h. Ein Borelmaf y; sei Fj-invariant. Betrachte pz(A) :=
u1(h~1(A)) fiir alle A € B(X;). Wir haben bereits gezeigt, dass py ein Bo-
relmaf ist.

BEHAUPTUNG. Das Mafs y; ist F-invariant.
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BEwEis. Sei A C X; eine beliebige Borelmenge. Betrachte
B (BA)) = {x € Xaln(u) € B(A) )
={x € Xi|E (h(x1)) € A}
={x € Xi[h (F(x1)) € A}
= {x e Xi|R(n) e 7 (4)}
= {xl € Xy|x; € F[! (h—l(A))}
= [ (h’l(A)> .
Nun betrachte
pa(F () = g (1 (1 (4)
= (F (n7'(4)))

p1 Fy-invariant

Nun sei das Borelmafs y; ergodisch fiir die Abbildung F;.
BEHAUPTUNG. Das Mafs y; ist ergodisch fiir F,.

Bewers. Sei B € B(X;) Fy-invariant, d.h. F; ' (B) = B. Da p; ergodisch
ist, ist #1(B) = 0 oder = 1. Die Menge h(B) ist F-invariant, denn aus (??)
mit A = h(B) folgt

(B (1(B)) = F(B)
= F,'(h(B)) = h(F'(B)) = h(B).
Es gelte y1(B) = 0. Dann ist
p2(h(B)) m((htoh)(B)) = m(B) = 0.

Analog folgt ux(h(B)) =1 aus p1(B) = 1.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Def. von yp

SAt1z 5.5. Seien dynamische Systeme (X1, F) und (X, F») topologisch kon-
jugiert. Ist Fy ergodisch beziiglich eines invarianten Mafles 1, so ist F, ergodisch

beziiglich yp(+) = u1(h=1(-)).

BEISPIEL. Logistische Abbildung F,(x) = ax(1 — x) mit a = 4. Fy und T
sind topologisch konjugiert mit

2
hl(x) = - arcsin y/x.

Ty ist ergodisch beziiglich des Lebesgue-Borel-Mafes Alo . Mit Satz 5.5 ist die
Abbildung Fy ergodisch beziiglich des MafSes

B - B =hly) [ dy
‘u(A) = A(h 1(A)) - /hl(A) dx = /A ﬂ\/m’
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d

2 _
denn 4 £ arcsin \/x = m

Bleibt die Ergodizitdt unter topologischer Semikonjugation erhalten?
Die Antwort ist positiv:

SaTz 5.6. Sei (Xp, Fp) ein topologischer Faktor von (X1, Fy). Ist Fy ergo-
disch beziiglich eines invarianten Mafes i1, so ist F, ergodisch beziiglich p(-) =

pr(h71)).

Der Beweis von Satz 5.5 ldsst sich fast vollstindig auf den Fall iiber-
tragen, wenn die Abbildung h : X; — X; surjektiv aber nicht injektiv ist.
Das einzige Problem besteht darin, dass (??) nur fiir bijektives i1 bewiesen
worden ist. Wir argumentieren nun wie foglt. Aus ho F; = F, oh folgt,
dass (ho F)(h™1(A)) = F(A). Somit gilt fiir die Urbilder F; (h~1(A)) =

h~1(E(A)). Nunsetze A = F;(B) und erhalte F; (h*l(Ff(B))) = h~1(B).
Folglich gilt =1 (F; '(B)) = F~1(h~1(B)).

5.2. Konvergenz von Mafifolgen

Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Sei M(X) die Menge aller
Wahrscheinlichkeits-Borelmafle auf X. Offenbar ist M(X) # 0. M(X) ist
eine konvexe Menge, denn pu + (1 — p)v € M(X) fiir alle p € [0,1] und
alle u,v € M(X).

Da der metrische Raum (X, ) kompakt ist, ist der Banachraum (C(X), || -
||o) separabel. Sei { f, }nen eine dichte Teilmenge von C(X). Betrachte

) = 2 | a0 = [ o dut

BEHAUPTUNG. d); ist eine Metrik auf M(X).

Bewers. Die Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar. Es
bleibt nur zu zeigen, dass aus dp (¢, v) = 0 die Gleichheit u = v folgt.
Es gelte

/fn x) du(x /fn Ydv(x) Vn € N.

Sei f € C(X) beliebig. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein f, mit ||f — fulle < &
Dann ist

| [ f@an) — [ feave| <] [ fae) ants fn<x>dv<x>\

+ [ 1) = )] da(x) + /X o) - \dv ) <2

Da e > 0 beliebig ist, gilt

/f ) du(x /f x)dv(x) ¥ f € C(X).
Mit Lemma 4.16 folgt daraus, dass p = v ist.
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Lemma 5.7. Eine Folge p; in (M(X),dm) konvergiert gegen p € M(X)
genau dann, wenn

J S @) — [ f@dp)

fiir jedes f € C(X).

BEwErs. (=) Sei f € C(X) beliebig. Wahle f, mit ||f — fulle < &
Betrachte

| [ e dux) = [ fx)dn(x /!f (x)| dpj(x)

+ [0~ A)] WA )| dntx) + | [ o) iy /fn )dn(x

]~>oo 0

Folglich gilt
lim sup ‘ / f(x)duj(x / fx)du(x

]—>oo

Da ¢ > 0 beliebig ist, gilt
lim [ fx)dpx / F(x) dy(x

]—)oo
(«<=) Sei € > 0 beliebig. Wahle N € IN so grof3, dass
2 ) 27<e
n=N+1
Dann gilt

Z |ffn x) dpj(x — [ fa(x) ‘

N 2”||fn||oo

<2 ) 27"<eVjeNN.
n=N+1

Wihle L € N so grof3, dass
‘/fn dﬂj /fn )du(x <€anHoo

furallen =1,2,...,N und alle j > L. Folglich gilt
N

" x)du( < e) 27" <.
L g | foinm - [pman] <1
Somit ist dp(pj, p) < 2e. O

BEMERKUNG. Die von der Metrik dpy erzeugte Topologie hiingt nicht von der
Wahl der dichten Teilmenge { f,} ab. Diese Topologie heifit schwachx-Topologie
(vgl. Funktionalanalysis).

LeEmMA 5.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:

d
@ pj—>u;
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(b) limsup u;(K) < pu(K) fiir alle kompakten K C X;
j—roo

(c) liminfu;(U) > u(U) fiir alle offenen U C X;
j—o0
(d) uj(A) — u(A) fiir alle A € B(X) mit p(0A) = 0.

BEwEIs. (a)= (b) Sei K C X kompakt. Bezeichne
uj = {x € X |dx(x,K) < j} jeN.

Die Mengen U; sind offen und U; D Uz D - -+ D K. Nach Satz 4.10 gilt

u(K) =inf{p(U) |U D K, U C X offen}

j—oo
Fiir jedes offene U D K mit p(U) < u(K) + & kann man ein U; finden,
sodass p(U;) < pu(U) ist. Daher gilt

p(K) = lim p(U).

Zu jedem j € IN gibt es nach Lemma von Urysohn ein f; € C(X) mit

0<fj <1, filg = Tund fi[y,, = 0. Folglich gilt

limsup p,(K) < limsup /Xf](x) dpn(x)

n—oo n—oo
= [ fix) ) < p(uy)
fiir alle k € IN. Fiir k — oo erhilt man

lim sup p,(K) < u(K).

n—oo

(b)=> (c) Sei U C X offen. Dann gilt
limsup p, ( X\U ) < u(X\U)
——

n—00

kompakt
und folglich
li]ginfyn(U) =1—limsuppu,(X\U) > 1—pu(X\U) = u(U).
b n—00

(c)= (b) analog.

(b),(c)= (d) Sei A C X eine Borelmenge mit j(dA) = 0. Dann ist

pt(;l) = u(A) = u(A) und es gilt
limsup pia(A) < p(A) = u(A)

n—00

sowie

o o

Hminf 1, (A) > p(A) = p(A).
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Wegen yn( ) < pn(A) < un(A) folgt daraus, dass
lim p, (A) = p(A).

(d)= (a) Sei f € C(X) beliebig. Betrachte

vp i B(R) = Ry, vs(B) = u({x € X| f(x) € B}) = u(f"\(B)).
Also ist v¢ ein Borelmafl mit vf(R) = u(X) = 1. Da f beschrankt ist, ist
vf((—o0, —t)) = v¢((t +0o0)) = 0 fiir hinreichend groBe t > 0.

Betrachte die Vertreilungsfunktion R 3 t — vy ((—0o,t)) des Mafes v.
Diese Funktion ist monoton wachsend und links stetig.

BEHAUPTUNG. Die Funktion t — ¢(t) := vs((—oo,t)) hat hochstens
abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

BEwEIs. Sei ¢ im Punkt ¢y nicht stetig, d.h.

¢(to) < @(to+0).
Dann existiert ein w;, € Q mit ¢(tg) < wy, < @(to+0). Ist t1 > to eine
weitere Unstetigkeitsstelle, so gilt w;, < wy,. Sei D C R die Menge aller
Stellen, wo ¢ nicht stetig ist. Dann ist die Funktion D > t — w; streng
monoton wachsend. Somit ist die Abbildung D > t +— w; bijektiv. Folglich
ist die Menge D hochstens abzéhlbar.
Ist ¢ im Punkt fy stetig, so gilt v¢({to}) = 0, d.h. u({x € X|f(x) =

to}) =0.
Zu jedem ¢ gibt es Zahlen

=ty <t <<ty =
min f(x) = fo < h m = max f(x)

mitt; —t; | <eflrallej=1,2,...,mund
u({x e X|f(x)=t}) =0.
Seien A; = {x € X[t < f(x) < tj}, ] = i,...,m. Die Mengen

Aq,..., Ay sind Borelsch, paarweise disjunkt mit U A]- = X. Ferner gilt

j=1
#(0A;) = 0. Nach der Voraussetzung gilt dann
lim p (Aj) = p(Aj).
Sei nun g(x Z tj—114;(x). Dann st ||f — g[[c < &. Betrachte
\/f ) dpa(x /f ()| < [ () ()] dyun(x)
+ [ 0 ()] dp) + | [ s dyentx —/Xg<x>dy<x>\

<2+ Z 1 (Aj) = p(A)] [tja] — 2e.
j=1
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O

Sa1z 5.9. Der metrische Raum (M(X), dpy) ist kompakt und somit vollstin-
dig.

Bewersskizze. Es gentigt die Folgenkompaktheit zu zeigen. Sei (py)neN
eine Folge in M(X). Sei { fi }xen eine totale Menge in C(X). Betrachte

Cop i= /X Fulx) dyin(x).

Mit dem Diagonalfolgenverfahren erhdlt man die Existenz einer Teilfolge
(Cikn(0))een, die ftr alle k € IN konvergiert. Sei

() 2= lim [ A ()

Das Funktional | lasst sich ganz auf X als stetiges lineares positives Funk-
tional fortsetzen. Somit gibt es ein y € M(X) mit

1) = [ fE)an()

Nach Lemma 5.7 gilt p,(p LN 1. O

BEMERKUNG. (M(X),du) ist kompakt genau dann, wenn (X, de) kompakt
ist. Die Implikation ,,<=" ist Lemma 3.9. Um die Implikation , =" zu beweisen
betrachte die Abbildung X — M(X), x +— 6x. Sei Ms(X) = {6x|x € X}.
Die Menge Ms(X) C M(X) ist abgeschlossen und somit kompakt. Die Abbil-
dung x — 0y ist ein Homdomorphismus zwischen X und My(X). Folglich ist X
kompakt.

5.3. Existenz eines ergodischen Mafses
5.3.1. Konvexe Mengen und Extremalpunkte.

DEerFINITION 5.10. Sei X ein Vektorraum und K C X konvex. Ein Punkt
x € K heifit Extremalpunkt von K, falls

x,% €K, 0<t<l, tyq+(1—-Hxy=x = x3=x=21x.
Die Menge aller Extremalpunkte von K bezeichnet man mit ex(K).

Alle Extremalpunkte einer Menge liegen auf dem Rand dieser Menge,
ex(K) C oK. Ein Randpunkt braucht aber nicht extremal zu sein.

BEISPIELE. (1) Sei X = R. Dann ist ex([a, b]) = {a,b} und ex((a, b)) =
)
(2) Sei X = R". Dann ist ex(B1(0)) = 9B1(0).
(3) Sei X = C([0,1]), K = {x € C([0,1]) |0 < x(t) < 1}. Dann ist

ex(K) ={0,1}.

(4) Sei X = L*([0,1]), K = {x € X |0 < x(t) < 1 fast iiberall}. Dann
ist ex(K) = {1g | E C [0,1], E messbar}.

(5) Sei X = LP(R") oder (¥, 1 < p < oo, K = B4(0). Dann ist ex(K) =
0B1(0). Gilt in einem normierten Raum X die Gleichheit ex(B1(0)) =
0B1(0), so heifst X strikt konvex.

(6) Sei X = L'([0,1]), K = B1(0). Dann ist ex(K) = &.
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Bewers. Es gelte fol |f(t)| dt = 1. Die Funktion's — [, |£(t)| dt
ist stetig. Somit existiert ein so mit [,°|f(t)|dt = 1/2. Setze

f ::2'1[0,s0}fr f2 3:2‘1[50,1]f-
Dann ist
Al =11 =1 fi#frund f= (i + fo)
Il

(7) Fiir jede konvexe kompakte Teilmenge K C R" ist ex(K) # & und
K = konv(ex(K)) (Satz von Minkowski). Hier bezeichnet konv die
konvexe Hiille.

Sarz 5.11 (Krein-Milman). Sei X ein normierter Raum, K C X kompakt.
Ist K konvex, so gilt ex(K) # @ und

K = konv(ex(K)).

5.3.2. Ergodische MafSe als Extremalpunkte. Sei F : X — X stetig. Sei
Mp(X) C M(X) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsborelmafe auf X, die
beziigich F invariant sind. Mp(X) ist konvex, denn aus u1, 2 € Mp(X)
folgt

(tm+ (A=) (F1(B)) = tu(F'(B)) + (1 —t)ua(F~'(B))
= tu1(B) + (1 — t)ua(B)
= (i +(1-Hp)(B)
fur alle t € [0,1] und alle B € B(X).
BEHAUPTUNG. Mp(X) ist abgeschlossen.
BEWEIs. Sei (}y)nen eine Folge in Mp(X) mit Grenzwert y € M(X).
Sei fi(B) := u(F~1(B)) fiir B € B(X). Fiir beliebiges f € C(X) gilt
/ f(X)dﬂ(X) Bew. VonZSatz4.15 / f(F(X)) dy
X X

= dim [ F(FG)dn,

n—0o0

Bew.von:Satz4.15 hm/f(x) dﬂn(x)
X

n—oo
= d .
[ f)dn()
Nach Lemma 4.16 ist ji = p. Also ist p € Mp(X).
LEMMA 5.12. Mp(X) ist kompakt.

BEwEls. Mp(X) ist eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten
metrischen Raumes. 0

LeEMMA 5.13. Ist u € Mp(X) nicht ergodisch, so existieren iy, o € Mp(X),
p1 7 po, und 0 < t <1, sodass pp = tyug + (1 —t)po.
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BeEweErls. Ist p ist nicht ergodisch, so existiert eine Borelmenge A €
B(X) mit F"1(A) = Aund 0 < u(A) < 1. Setze

._ mBNA) _ mBNAY)
u1(B) = A und pup(B) := AT
fiir alle B € B(X). Betrachte
-1 _ ﬂ(Fﬁl(B)mA)
B = )
_ (FB)NF(A)
N n(A)
_ (F(BNA))
M4
_ u(j&)fl) — 1 (B)
Also ist y; F-invariant. Analog zeigt man, dass y» F-invariant ist. Sei t =
#(A). Dann gilt y(B) = tu1(B) + (1 — t)u2(B). O

KoROLLAR 5.14. Ist u € ex(Mp(X)), so ist u ergodisch.

BEWwETIs. Sei y nicht ergodisch, dann ist p ¢ ex(Mp(X)). Widerspruch!
U

AUFGABE 5.15. ex(M(X)) = {6+ | x € X}.

Um die Existenz ergodischer Mafse zu zeigen, gentigt es zu beweisen,
dass ex(Mp(X)) # &. Das wollen wir mit dem Satz von Krein-Milman
machen.

Sei M = lin M(X), der Vektorraum signierter Borelmafle. Setze

Il = & oot | [ onx) dute)

nelN

7

wobei {¢, }nen eine dichte Teilmenge von C(X) ist. || - [|on ist eine Norm
auf dem Vektorraum 1.

Satz 5.16. Sei X kompakt und F : X — X stetig. Dann ist ex(Mp(X)) #
&. Alle y € ex(Mp(X)) sind ergodisch. Somit besitzt jedes stetige F : X — X
ein ergodisches Mafs.

BEwers. Mp(X) C 9 ist konvex und kompakt. Mit dem Satz von
Krein-Milman ist ex(Mp(X)) # &. Mit Korollar 5.14 ist jedes u € ex(Mp(X))
ergodisch. O

KoRroLLAR 5.17. Gilt Mp(X) = {u}, so ist u ergodisch.

BEMERKUNG. Gilt Mp(X) = {u}, so heifit F eindeutig ergodisch.

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 5.16:

SA1z5.18. Sei X kompakt. Ist p € Mp(X) ergodisch, so ist p € ex(Mr(X)).

Dieser Satz wird am Ende des Abschnittes bewiesen.
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DEFINITION 5.19. Zwei Borelmafle y, v heiffen zueinander singulér, wenn
es eine Zerlequng X = AUB, ANB =0, A, B € B(X) gibt, sodass j(A) =0
und v(B) = 0. In Zeichen: y L v.

BErspieL. Sei X = [0, 1]. Dann ist das Lebesgue-Borelmaf§ A| (o 1) und das Di-

racmafl &1 /o zueinander singulir. Um das zu beweisen wihlen wir A = [0,1/2) U
(1/2,1] und B = {1/2}. Dann ist A(B) = 0 mit 6, 2(A) = 0.

DEerINITION 5.20. Seien y, v Wahrscheinlichkeits-Borelmafle auf X.

(1) u heifit absolut stetig beziiglich v, falls u(B) = 0 fiir alle B € B(X)
mit v(B) = 0. In Zeichen: y < v.
(2) Gilt y < vundv < y, so heiffen yu und v dquivalent.

Satz 5.21 (Zerlegungssatz von Lebesgue). Seien i, v Wahrscheinlichkeits-
BorelmafSe auf X. Dann gibt es eine Zahl p € [0,1] und Wahrscheinlichkeits-
BorelmafSe yq und yy, sodass

V:PV1+(1—P)V2, m <Ly, uz Lv.
Die Zahl p und Mafle y1, y2 sind eindeutig bestimmt.

Ohne Beweis.
Satz 5.22. Sind y,v € Mp(X), u # v ergodisch, so ist y L v.
Bewers. Nach Satz 5.21 gibt es ein p € [0, 1] und Wahrscheinlichkeits-

Borelmafse p1, p12, sodass
p=pm+ A —phpz, p <v, 2 Lv.
Da p F-invariant ist, gilt

w(B) = p(F7'(B))
= pia(F7H(B)) + (1= p)ua(F1(B))
= pfa(B) + (1 —p)i2(B) VB e B(X)
mit ji;(B) := u;(F1(B)),i=1,2.
Das Maf v ist F-invariant, d.h. #(B) := v(F~!(B)) = v(B) fiir alle
BeB(X).Aus gy < vund pp L violgtjihm < ¥ =vund fip L 7 = v.
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung gilt:

w=fl, po = flo = p1,p2 € Mp(X).
Da pu ergodisch ist, folgt mit Satz 5.18 p € ex(Mp(X)). Also gilt entweder
p=0oderp=1.
Firp=0gilt y = puo L v.Seinun p = 1. Dann gilt y = 1 < v.
BEHAUPTUNG. (Satz von Radon-Nikodym) Ist 4 < v, so gibt es ein

fell(X,dv), f >0, [ f(x)dv(x) =1, sodass u(B) = [, f(x)dv(x) fiir
alle B € B(X). Die Funktion f heifit Radon-Nikodym-Ableitung von u
nach v.

Sei E := {x € X|f(x) < 1}. Es gilt
pE) = [Sa = [ FEd)+ [ )

ENF-1(E)
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und
pE) = pENE) = [ FEdv()
= Jopre W@+ [ @)
Also ist
6. Jooprge SR = [ Fau(),

d.h. u(E\FY(E)) = u(F~*(E) \ E). Die Mengen E \ F"!(E) und F(E) \
E haben auch das gleiche v-Maf3, denn

v(F"Y(E)\ E) = v(F/(E)) —v(F"'(E) NE)
=v(E) —v(F Y(E)NE) =v(E\ F1(E)).
Angenommen dass v(F~(E )\E) #0.Da f(x) < 1furallex € E\
F~Y(E) und f(x) > 1 fiir alle x € F"1(E) \ E, folgt aus (5.1), dass
v(F1 x)dv(x) = x)dv(x v -1 .
ErENE < [ )\Ef( v = [ FEd() < v(EVFT(E))

Widerspruch! Also ist v(F~}(E) \ E) = v(E \ F71(E)) = 0 und somit
v(EAFY(E)) =0,

wobei AAB die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B bezeich-
net.

BenAUPTUNG. Gilt v(EAF~'(E)) =0, so ist v(E) = 0 oder v(E) = 1.
BEwEis. Setze
E= UF“E)
n=0k=n
Wegen

F"(E)AE C HJP—U‘“)( U F ( AE)

k=0
ist F~"(E)AE eine v-Nullmenge fiir alle n € NQ. Somit gilt

(U F* AE) < Z (F*E)AE) =0
Da die Mengenfolge
n U F*
k=n

monoton fallend ist, gilt

v(EAE) =v <ﬁ G F’%E)AE)

n=0k=n

—nll_r>101°v<UF AE)

k=n
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Weiterhin ist die Menge E F-invariant, denn

FUE=NUFE=N U F e

n=0k=n n=0k=n+1
=NUr*'e=NUFr*"'( =L
n=1k=n n=0k=n
Wegen der Ergodizitit ist v(E) = v(E) = 0 oder v(E) = v(E) = 1.

Ist v(E) =1, so gilt
1= pX) = [ v+ [ f@dv) = [ fdv) <v(E) =1

Widerspruch! Somit gilt v(E) = 0.

Sei nun F := {x € X|f(x) > 1}. Analog zum obigen Beweis erhal-
ten wir v(F) = 0. Somit ist f(x) = 1 v-fast tiberall und folglich y = v.
Widerspruch!

BEwEls VON Satz 5.18. Sei die Wahrscheinlichkeitsborelmafs y erodisch.
Angenommen, y € Mp(X) wire kein Extremalpunkt, d.h. es gébe 1, o €
Mp(X), p1 # p2, und ein p € (0,1), sodass u = pus + (1 — p)p2 ist.
Offenbar ist das Mafd y; beziiglich u absolut stetig, u; < p. Sei f die
Radon-Nikodym-Ableitung von 1 nach y, d.h.

i1 (B) = /B f(x)du(x)  firalle B e B(X).
Setze
E={xeX|f(x) <1} und F={xeX|[f(x)>1}.

Wie im Beweis von Satz 5.22 lasst sich zeigen, dass p(E) = u(F) = 0. Also
ist f(x) =1 fur p-fast alle x € X. Somit ist y; = p. Widerspruch! O

5.3.3. Ergodizitit und topologische Transitivitit.

Sarz 5.23. Die stetige Abbildung F : X — X besitze ein invariantes Wahr-
scheinlichkeits-BorelmafS y, sodass u(U) > 0 fiir jede offene Teilmenge U C X.
Falls F beziiglich p ergodisch ist, so ist

U ({x € X | {F*(x)}ren, ist dicht in X}) =1
Insbesondere ist das dynamische System (X, F) topologisch transitiv.

Fiir den Beweis brauchen wir zwei Hilfsergebnisse.

LEMMA 5.24. Sei u € Mp(X). Sei A € B(X) eine Teilmenge mit F~1(A) C
A. Dann gibt es eine Borelmenge A C A mit u(A\ A) = 0und F~1(A) = A.
(Keine Ergodizitit ist vorausgesetzt!)

Bewers. Wir zeigen zunchst, dass F~1(A) D F~2(A). Angenommen, es
gibeeinx € F72(A) mitx ¢ F~!(A). Dannist F(x) ¢ Aund F(F(x)) € A.
Folglich ist F(x) ¢ A und F(x) € F}(A) C A. Widerspruch!

Also gilt

ADFYA)DF?A) DF3A)....
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Definiere
A= () F*A) cA
kelNp
Diese Menge ist offensichtlich Borelsch. Sie is F-invariant, denn
FYA)=NF"A) =) F"A) =A
keIN k€N

Da die Mengenfolge 1 — N, F¥(A) monoton wachsend ist, gilt

nA) = p ( N F"‘(A)>

kelNg
L —k HeEMr(X)
= lim u(F(A)) "=
— Jlim p(4) = p(A).
—00

|

LEMMA. In jedem separablen metrischen Raum (X,d) lisst sich jede offe-
ne Teilmenge A C X als eine hichstens abzihlbare Vereinigung offener Kugeln
darstellen, d.h. es gibt eine abzihlbare Basis der Topologie.

BEweEis. Sei {x¢|k € Np} mit Np C N eine dichte Teilmenge in X. Setze
Np := {k € No|xy € A}.
Fiir jedes k € Nj setze
U :=min{¢ € N|B, ((x;) C A}.

Dann gilt offenbar B, /(x;) C A fiir alle k € Nj und alle ¢/ € IN mit ¢ > /.
Somit ist

U Bz*“k (xk) C A.
keNy

Sei nun x € A beliebig. Wéhle ein m € IN so, dass B, «(x) C A fiir alle
I > m. Es gibt ein x, k € N, mit x4 € By-n-1(x). Es gilt also sogar k € Nj.
Sei y € By-w-1(xx) beliebig. Dann gilt

d(x,y) <d(x,x;) +d(x,y) <27 g ml = pmm
und folglich
By-m-1(xx) C By-m(yx) C A.
Insbesondere folgt daraus, dass m + 1 > £. Wegen
X € By-m1(xx) C By (k)

gilt x € | J By (%), dh.
keN;

AC | Bys(xx).
keNy
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BEWEIS VON Sat1z 5.23. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.
Sei {B;,}(xn)|n € N} eine Basis der Topologie, d.h. jede offene Menge

kann als | J By, 4 (Xu(r)) dargestellt werden. Setze
keN

U, := By, (x,), n € N.

BEHAUPTUNG. {F¥(x)}en, ist dicht in X gilt genau dann, wenn x €

N U F*U,).

neN kelNg
BEWEIS.
U FRU,) = {xeX|30eNy:F'(x) € Uy}
k€N
=N U F*U,) = {xeX|VneN3leNg:F(x) € Uy}
nelN kelNy
Es gilt

F*l( U F*k(un)) — J FHu,) c | Fru).

k€N keIN keNg
Nach Lemma 5.24 gibt es eine Borelmenge
Ac |J FHu
k€N
mit
FUA) =4 und p(A)=pu( U FHW)).
k€N
Da F ergodisch ist, gilt entweder u(A) = 0 oder u(A) =1, d.h.

entweder y(kg\r F’k(lln)) = 0 oder y(kg\l P’k(un)) =1.
0 0

Wegen der Steigkeit von F sind die Mengen F~¥(U,,) offen. Folglich ist
y( U F_k(lln)) >0

kelNy
und somit
—k o
‘u(keL]IJ\IOF (Un)) =1.
Nun betrachte
w(N U FHu) = 1-p(xv N U Fruw)
n€N kelNg nelN keNy
= 1-p(Ux\ U FRw))
keN keNp

o-Subadditivitat

> 1-y y(X\ U F—k(un)> =1

nelN k€Ng
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Also gilt
U ({x € X | {F¥(x) }ren, ist dicht in X}) =1.

5.4. Der Ergodensatz von Birkhoff
Sei u ein Borelmafs. Man definiert
LY (X, ) := {u : X = R Borelsch ‘ /X lu(x)|du(x) < oo}//\/
wobei
N :={u:X — RBorelsch |u(x) =0 pu — fast tiberall}.

Sarz 5.25. Die Borelabbildung F : X — X besitze ein invariantes Wahrschein-
lichkeits-Borelmaf3 . Sei ¢ € L'(X,u) beliebig. Dann existiert fiir y-fast jedes
x € X der Limes

n—1
(5.2) lim ~ l;)go(Fk(x)) —: or(x).

n—oo N

Die Funktion ¢ ist in L'(X, u) und p-fast iiberall F invariant, d.h. pr o F = ¢r
fast iiberall. Es gilt

[ ordu(x) = [ p(x)du().

Ist u ergodisch, so ist ¢ konstant mit

5.3 = d .
(5.3) or(x) /X ¢(y)du(y)
BEMERKUNGEN. (1) Es gilt auch
1 n—1
Y oF () -9 o0
k=0 LY(X,u)

(2) Die u-Nullmenge, fiir welche der Grenzwert in (5.2) nicht existiert,
hingt im Allgemeinen von ¢ ab.
(3) Fiir ergodische Abbildungen bedeuten (5.2) und (5.3)

Zeitmittel = Raummittel.

In dieser Form wird der Ergodensatz in der Physik angewendet.

(4) Sei A € B(X) beliebig. Fiir ein x € X wollen wir wissen, mit welcher
relativen Hiufigkeit die Punkte x, F(x), F?(x) ... in der Menge A C X
liegen. Wiihle ¢ = 14. Offenbar gilt

S [ = S
Relative Hiufigkeit = nh_r)goa l;)lA(F (x)).

Nach (5.2) existiert dieser Grenzwert fiir y-fast alle x € X. Ist y ergo-
disch, so ist der Grenzwert konstant mit Wert

J 1) dx) = p(a).

Bevor wir den Ergodensatz beweisen, diskutieren wir einige Anwen-
dungen.



5.4. DER ERGODENSATZ VON BIRKHOFF 125

KoroLLAR 5.26. Die Borelabbildung F : X — X besitze ein invariantes
Wahrscheinlichkeits-Borelmaf$ y. Dann ist F ergodisch genau dann, wenn

(5.4) lim — Y u(F*(A)NB) = u(A)u(B)
k

fiir alle A, B € B(X) gilt.
BEwEIs. (=) Sei F ergodisch. Wahle ¢ = 1,4. Nach Satz 5.25 gilt

n—1
fim ~ Y " 14(F*(x)) = u(A) fast iiberall.
k=0

n—co 1
Folglich ist
1 n—1
lim — Y~ 14(F*(x))1p(x) = p(A)1p(x).
n—oo 1 =0
Betrachte

J 1a(Fe) () dn) = [ du(x) = ju(F*(A) NB).

{xeX|x€Bund F¥(x)€ A}
Mit dem Lebesgueschen Satz von der majorisierten Konvergenz folgt nun

n—1

k=0

(<) Sei E € B(X) eine F-invariante Menge, d.h. F"!(E) = E. Setze in
(5.4) A = B = E. Dann gilt

N =
u(E) = lim — ) u(F*(E)NE) = u(E)*.
k=0
Also ist p(E) Null oder Eins. O

Wir beginnen den Beweis des Satzes von Birkhoff mit einigen Vorbe-
reitungen.

LEMMA 5.27. Ist (fu)nen eine Folge von reellwertigen Borelfunktionen, so
sind

x — inf{f,(x)|n € N},
x — sup{fu(x) |n € N},
X = lirrzr_1>io£1ffn(x),

x — limsup f,(x)

n—oo

ebenfalls Borelsch.
Bewers. (1) Sei ¢(x) := inf{f,(x) | n € IN}. Die Menge
§ ' ((—o0,)) = {x € X[g(x) <a} = J{x € X| fulx) <a}
n=1
ist Borelsch. Somit ist g1 (A) € B(X) fiir alle A € B(R). Also ist g eine

Borelfunktion.
(2) Analog fiir Supremum.
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(3) Es gilt
liminf f,(x) = sup gm(x)

n—oo melN
mit
gn(x) = inf f(x).
Nach (1) und (2) ist x — liyrlr_1> glf fn(x) Borelsch.
(4) Analog fiir Limes superior. 0

Sei u € L'(X, u) beliebig. Definiere
n—1
su(x;u) =Y u(F*(x)), x€X, neNundso(x;u):=0.
k=0
Fiir jedes n € INp ist s, (+; 1) eine Borelfunktion. Nach Lemma 5.27 ist die
Menge

Au) := {x € X | supsy(x;u) > O}
n>0

Borelsch.
LEMMA 5.28. Fiir jedes u € L'(X, ) gzlt/ x)du(x) > 0.

BeEwErs. Wir zeigen zunichst, dass s, (;u) € L'(X,u). Dafiir geniigt
es zu beweisen, dass u(F(-)) € L'(X, p) ist. Sei v; eine monoton steigen-
de Folge der Treppenfunktionen, sodass v;(x) — |u(x)| fir alle x € X.
Betrachte

[ EG) () = tim [ o(F) dp(x)

J—oo JX

= lim x) = [ Ju()|dux
J—0 X

Also ist u(F(-) € LY(X, u).
Fiir jedes k € Ny gilt

T
iR

se(F(x);u) = ‘ u(FH(x))

1
o

(%)) —u(x)

I
™~
=
=
el

-
Il
o

= s (xu) —u(x).

Daher gilt fiir jedes x € X:

55 F(x);,u) = .
(5.5) Joax s(F(x);u) = max se1(x;u) —u(x)
Bezeichne

D, (x;u) = Org?gnsk(x;u),

O, (x;u) = max si(x;u).

1<k<n



5.4. DER ERGODENSATZ VON BIRKHOFF 127
Aus (5.5) folgt
D1 —u(x) = D, (F(x);u).
Also ist
66 u(x) = Byi(x;u) — Oy (F(x);10) = B, (x;u) — @y (F(x);).
Betrachte die Mengen
Ay i={x e X|Dy(x;u) >0}, n € N.

Da @, (-; u) eine Borelfunktion ist, sind A, Borelsch. Offenbar gilt ®(x;u) =
P, (x;u), falls x € A, und @, (x;u) =0, falls x ¢ A,. Daher folgt aus (5.6),
dass

/A,,”(x) du(x) > /A D(x; u) dp(x) —/An @y, (F(x);u) dp(x)
_ /A @n(x;u)dy(x)—/nq)n( (x); ) dpu(x)
_ /cp (x; 1) dp(x) — / @, (F(x);u) dp(x)
[t du) — [ @ (Fu) du(x),

BEHAUPTUNG. [y @ (F(x);u) dp(x) = @, (x;u) du(x).

Bewers. Ist u : X — IR stetig, so folgt die Behauptung aus Satz 4.15.
Der Beweis von Satz 4.15 ldsst sich auf allgemeine u € L'(X, i) fast oh-
ne Modifikationen tibertragen. Man approximiert u durch eine Folge der
Treppenfunktionen und zeigt die Gleichheit

/chn (F(x);u) du(x) = /X D, (x;u) dii(x)
mit 7i(B) = u(F~1(B)) fiir B € B(x).
Mit der Behauptung erhalten wir, dass

/ u(x)du(x) > 0.
An
Fir n — oo gilt A, — A(u) im Sinne, dass u(A,AA(u) — 0. Also gilt

/A(u) u(x)du(x) > 0.
U

BEwEIs DES ERGODENSATZES. (1) Beweisstrategie. Setze s, (x) := s, (x; ¢).
Seien a < b beliebig. Betrachte

Eub—{xex‘hmmf El)< a < b <limsup (x)}

n—oo

Wegen Lemma 5.27 ist E,, Borelsch. Wir zeigen, dass u(E,;) = 0 fiir alle
a,b € Q. Offenbar gilt

{xGX‘ lim inf 2" Sn(x );éhmsup (x) } U Eqp.

n—oo
a,beQ
a<b
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Daher ist die Menge

{x € X‘ ligioglfsn(f) # lim sup Snqu)}

Borelsch mit y-Mafs Null.
(2) Betrachte

| e(x)—b fallsx € E,),
§x) = { 0 sonst.

Offenbar ist g € L'(X, u). Mit Lemma 5.28 gilt

(5.7) /, 8@ () 20
fir

A(g) = {xGX‘supsn(x;g)>0}

n>0

= {x € X‘ sup%sn(x,'g) > 0}

n>1

= {xeX‘ sup%sn(x;qo) >b}

n>1

(ué“ ist leicht zu beweisen). Offensichtlich gilt E,, C A(g).
BEHAUPTUNG. Ist x ¢ E,}, so ist s,(x; g) = O fiir alle n € INj.

BEWEIS. Sei x ¢ E, ;. Dann ist g(x) = 0. Betrachte

_ [ ¢(F(x)) —b fallsx € E,p,
“H”)_{o falls x ¢ Eyp.

Rekursiv zeigt man, dass

; _ [ o(F'(x)) —b fallsx € E,,
gG(”)_{o falls x ¢ E, .
Folglich ist s, (x;g) = 0 fiir alle x ¢ E, .
Aus der Behauptung folgt, dass X\E,;, C X\A(g). Also ist A(g) C

E, ;. Somit sind die Mengen E, , und A(g) gleich.
Aus (5.7) erhalten wir

/ 8 dp(x) > 0,

d.h.
[ 9(x)dn(x) > bu(Exy)

a,b
Nun betrachten wir die Funktion

[ a—oe(x) fallsx e E,),
h(x) == { 0 falls x ¢ E, .

Analog beweisen wir die Ungleichung

[ o) an(x) < an(Eyy)

a,b
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Folglich erhalten wir die zweiseitige Abschidtzung

bu(Eas) < [ () du(x) < ap(Eq).

En,b

Wegen a < b kann sie nur dann gelten, wenn p(E,;) = 0 ist. Daher exis-
tiert der Grenzwert

1
or(x) = lim —s,(x; )

n—oo 11

fur p-fast alle x € X.
(3) Nach Lemma 5.27 ist ¢ eine Borelfunktion. Betrachte

. n—1
* [ Isatwoldx < hy [ lo(Fi(x) dn()

1 n—1
T Z(:) HGDHLl(X,y) = HGDHLl(X,y)-
]:
Nach Lemma von Fatou gilt

o1
o) < timint— [ Jsa(xi @) dx < gl

Somit ist ¢r € L1(X, ).
(4) Betrachte

1 R S
Esn(F(X);qD) = ;Z(;)?(F] (x))
]:
= 5 LolF)
]:
1

1
= ESV!+1(X; ¢) — P @(x).
Im Grenzfall n — oo erhalten wir
¢r(F(x)) = ¢r(x) p-fast tiberall.

(5) Zuniéchst sei ¢ beschrankt, d.h. |¢(x)| < M fir p-fast alle x € X.
Dann ist

1
‘Esn(x;go)‘ <M und |@p(x)| < M.
Folglich ist
1
‘E su(x; @) — (P]:(X)’ < 2M.
Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gilt somit
1

L su(i @) —¢r

— 0.
n—o0

LY (X,p)
Nun sei ¢ € L'(X,u) beliebig. Zu beliebigem ¢ > 0 wihle ein g €
L*(X,p) so, dass |[¢ — gllp1(xu) < §- Wahle ein N € N so grof, dass

1
—su(8) — 8F

n

<

| m

LY(X,u)
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fiir alle n > N. Fiir n > N und k € IN betrachte nun

1 1
Hnsn(‘/(f’) T Tk

<

+ Esn(‘?g) —8F

+ || o snek(58) — 8F

|| sk(i8) — =
LY(X,u)

Also ist (% s, (-; ¢))nen eine Cauchyfolge in L (X, 11). Wegen der Vollstén-
digkeit von L!(X, u) ist diese Folge konvergent.

.1 .
BEHAUPTUNG. lim - sn(; @) = @p in LY(X, ).

BEWEIS selbst.
Es gilt

1
n/snxquﬂ /fp ) dp(x

tir alle n € IN. Folglich ist

\/qv ) dp(x /(pp )dp(x

:liml/snxqody /goF ) du(x

n—oo | 1
1
S lim *Sn(',' )— F =0.
e n e LY(X,p)
Also ist
(5.8) / @r(x) du(x / ¢(x) dp(x

(6) Sei nun F ergodisch. Da ¢r F-invariant ist, ist diese Funktion p-fast
tiberall konstant. Aus Gleichung (5.8) erhdlt man

or = [ o(x) du(x).

Eine Anwendung des Ergodensatzes:

Satz 5.29 (Borelscher Satz tiber normale Zahlen). Die relative Hiufigkeit
einer bestimmten Ziffer im Dezimalbruch 0, x1x2x3 ... Lebesgue-fast jeder Zahl
x € [0,1] ist 1/10.
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BEMERKUNG. Betrachte 0,x1xp...x,. Sei a € {0,1,...,9} eine beliebige
Ziffer. Zihle, wie oft die Ziffer a unter x1xz ... Xy zu finden ist und dividiere das
Ergebnis durch n. Betrachte den Limes n — co.

Eine Zahl x € [0,1] heifst normal, wenn die relative Hiufigkeit einer be-
stimmten Ziffer im Dezimalbruch x = 0,x1x2x3... 1/10 ist. Obwohl fast jede
Zahl in [0,1] normal ist, ist es nicht einfach eine solche Zahl zu finden. Einige
Beispiele normaler Zahlen sind

0,123456789101112131415161718192021 ... Champernowne, 1933,
0,235711131719232931374143 ... Copeland-Erdds, 1946,
0,149162536496481100121 ... Besicovich, 1953.
BEWEIS VON SATz 5.29. Sei F(x) = 10-x (mod 1), x € [0, 1]. Das Lebesgue-

MafB A| 0,1] ist F-invariant (siehe das Beispiel am Ende von Abschnitt 4.4). F
ist ergodisch beziiglich des A (BEwEis selbst!). Aus dem Ergodensatz folgt

n—1 . 1
1wy (FY(x)) =
0

107710 _E
furjedesi =0,1,...,9. O

=

lim
n—o0 k

5.5. Der Wiederkehrsatz von Kac

Satz 5.30. Die Borelabbildung F : X — X besitze ein invariantes ergodisches
Wahrscheinlichkeits-Borelmaf$ p. Sei A € B(X) mit u(A) > 0 beliebig. Fiir jedes
x € Asei

na(x) := min{k € N | Ff(x) € A}
die erste Wiederkehrzeit in A und n4(x) = oo falls F¥(x) ¢ A fiir alle k € IN.
Dann gilt ng € LY(A, u) und

/AnA(x) du(x) =1.

BEMERKUNGEN. (1) Nach dem Wiederkehrsatz von Poincaré gilt n(x) <
oo fiir y-fast alle x € X.

(2) Der Satz besagt, dass der Mittelwert der ersten Wiederkehrzeit y(%) ist.
DER ERSTE BEWETS. Setze
Ay = {xe€Aln(x) =k}
{(x cA|Ff(x) c Aund Fi(x) ¢ Afurj=1,...,k—1},
By = {xe€X|F(x)cAund Fi(x) ¢ Afirj=1,...,k—1},
Cr = Bi\Ax, ke N.

Offensichtliche Eigenschaften:
(1) Ag, Bi, Ck sind Borelmengen;
(2) Ag sind paarweise disjunkt;
(3) Bg sind paarweise disjunkt.

BEHAUPTUNG 1. (X\ U Bk> NF/(A) = @ fiir alle j € N.
keN
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Bewers. Sei x € (X \ Ugen Bx) N F/(A) fir ein j € N. Dann ist x ¢ By
fir alle k € N und x € F7/(A). Folglich gilt F¥(x) ¢ A fiir alle k € N und

Fi(x) € A. Widerspruch!

BEHAUPTUNG 2. y( Ej F*f(A)) =1
=1

Bewers. Sei D := | J F/(A). Es gilt F~}(D) C D. Nach Lemma 5.24 ist

j=1
#(D) =1 oder u(D) = 0.
Sei p(D) = 0. Dann ist
u(A) = pu(F1(4)) =0.
Widerspruch! Also ist (D) = 1.
Aus Behauptungen 1 und 2 folgt, dass

P‘(X\ U Bk) =0,

keN
d.h. ‘u(kUIN Bi) = 1. Offenbar gilt F~1(C;) = By;. Foglich ist
€
u(Be) = p(A) + p(Cr) = p(Ap) + u(F'(Cx))
= p(Ax) + 4 (Biya)
= u(By) = (Ak) + #(Ags1) + #(Bri2)
= =) Ay
j=k
Nun betrachte

k=1 k=1
0 o ]
= Z V(A]) = Z ZV(A])
k=1 j>k j=1k=1

Somit ist ny € L'(A, u) und [, na(x)du(x) = 1.

DR zweITE BEwEIs. Fiir alle B € B(A) betrachte

#(B)
B) := —/—=.
4 ist ein Wahrscheinlichkeits-Borelmafs auf A.

Sei
Ali={x € A|na(x) <o} C A.

Nach dem Wiederkehrsatz von Poincaré ist pa(A’) = 1. Fiir jedes x € A’

setze
Fa(x) := F'@) (x).
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Fiir jedes n € IN sei
Ay ={x e A'|ny(x) =n},
By={xe X\ A'|F(x),...,F""Y(x) ¢ A", F'(x)ec A'}.

Die Mengen A, sowie B, sind paarweise disjunkt,

U A=A
nelN
Es gilt A, N B, = & und
(5.9) F YA = A{UB;,, FY(B,) = Apy1UBui1

tiir alle n € IN.
Sei C C A’ eine Borelmenge. Es gilt #(F~(C)) = u(C). Betrachte

FyU(C) = {x € A'|Fa(x) € C} = {x € A’ | F"¥(x) € C}

- U AVl mF_n(C),
nelN

wobei die Mengen A, N F~"(C) paarweise dijunkt sind. Also ist F,*(C)
Borelsch und somit F4 eine Borelabbildung. Ferner es folgt

(5.10) " (P—l(C)) — Y u(ANF(C)).

nelN

Widerholtes Anwenden von (5.9) liefert
u(F1(C)) = p(A1NF1(C)) +u(BiNF1(C))
= u(A1NFYC)) +p (F (B N F(C)))
= (A NFHC)) +u(A2NF2(C)) + u(BaNE3(C))

= % u(A, NEF(C)) + u(ByNFN(C)).
n=1

Da die Mengen B, paarweise disjunkt sind, gilt

1>u < U BnmP—”(C)> =Y u(B,NnF"(C)).

nelN nelN

Also strebt (B, N F~"(C)) mit n — oo gegen Null. Nach (5.10) folgt dann

n(C) = u(F71(C)) = ZH:\IV(An NE(C)) = u(F;1(C)),

WO _mEC)
M@=y =y - mE©)

fuhrt. Also ist 4 invariant beziiglich der Abbildung F4.
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Nun zeigen wir, dass p4 ergodisch ist. Sei B C A’ eine F4-invariante
Borelmenge, d.h.

B=F,'(B)= {J (4:NF"(B))

nelN
(5.11) = (UNF”(B)> nA'
= ( U F”(B)) NA
nelNg
Nun betrachte
F! ( U F”(B)) = JF"B)c |J F"(B).
n€lNg nelN ne€lNg

Nach Lemma 5.24 gibt es eine F-invariante Borelmenge

Dc |J F"(B)
nelNy

mit

],1( U P”(B)\D) =0.

n€lNp

Da F ergodisch ist, gilt somit

entweder y( U F‘”(B)) =0  oder y( U F‘”(B)) =1

n€Ny n€Ny
Wegen (5.11) gilt
entweder  u(B)=0 oder u(A\B)=0,
d.h.
entweder  pa(B)=0  oder  pus(B)=1.

Fiir beliebiges x € A’ betrachte

N
tn:= Y n(Fi(x)), N €No.
n=0

Also ist ty die Zeitdauer, die der Orbit von x under der Abbildung F
benotigt, die Menge A genalu N mal zu besuchen, d.h.

Y 1a(F'(x)) = N.

0<n<ty
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Nun wenden wir den Birkhoffschen Ergodensatz auf F4 und F an:

[ matdnatx) = lim < ¥ na(F4)

e 0<n<N

= lim fN
N—eo Yocpapy 1a(F(x))

_ (/X 1A(x)dy(x)> B
1

u(A)

5.6. Ergodensatz fiir eindeutig ergodische Abbildungen
Satz 5.31. Sei ¢ € C(X;R). Ist F : X — X eindeutig ergodisch, so konver-
giert

n—1

(5.12) - Z cp(Pk(x))

k=0
gleichmiif3ig.
BEwEIs. Angenommen, fiir ein ¢ € C(X;R) konvergiert (5.12) nicht

gleichmaBig, d.h. es gibt reelle Zahlen a < b, Folgen (xx), (yx) in X und
eine Folge n(k) € IN, sodass

LS ) <o Y p(F ) > b
_ X ali
(k) & 7O k) & O

tiir alle k € IN. Mit Diagonalfolgenverfahren konstruiert man eine Teilfolge
n(k(j)), sodass

1 k)1

Y. (F ()

61 (lp) = hm

und
n(k(j))—1

1
Gy) =lim iy L ¢ (F (xi5))

existieren fiir alle ¢ € C(X). ¢1 und ¢, sind beschrinkte positive lineare
Funktionale. Folglich gilt

G() = [ p(x)dp(x) und

L) = | p(x)dpa(x)

fur geeignete F-invariante Wahrscheinlichkeits-Borelmafie y; und p».
Aus l1(p) < a < b < ly(¢) folgt, dass p1 # po. Somit ist F ist nicht
eindeutig ergodisch. Widerspruch! 0
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KOROLLAR 5.32. Sei F : X — X eindeutig ergodisch beziiglich des Wahrscheinlichkeits-
BorelmafSes . Sei U C X offen mit yu(oU) = 0. Dann konvergiert

1 n—1
— Y () = p(U)
" =0

gleichmiif3ig.

BeEwers. Seien u;,, > 1y und v, < 1y, m € IN Folgen stetiger Funktio-
nen, sodass

/xum(x) diu(x) = u(U) und /xvm(x) du(x) = u(U).
Fiir jedes n € IN und x € X gilt

1 n—1 1 n—1
= Y ou(F'(x)) < = Y 1u(Ff(x))
k=0 o
1 n—1
< =Y un(Fi(x)).
>0

Sei 6 > 0 beliebig. Wahle ein m € IN so grof3, dass
/vm(x) du(x) > u(U)—6/2 und

/ wn(x)du(x) < u(U) +6/2.
X
Nach Satz 5.31 ist

SA1z 5.33. Sei Y C C(X) eine dichte Teilmenge. Konvergiert
1 n—1 .
— ) e(F (%)
k=0

gleichmiif$ig gegen eine Konstante fiir alle ¢ € Y, so ist die Abbildung F eindeutig
ergodisch.
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