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1 Die Wellengleichung

Wir suchen eine Funktion u : R x R — R, u € C?*(R?), welche die Wellen-

gleichung
0%u 0%u
o2\ = g (1)

erfiillt sowie das Cauchy-Problem

ou
fir f,g € S(R). f bezeichnet also das Standbild der Welle zum Zeitpunkt ¢ =
0 und g die Anfangsgeschwindigkeit. Das Aussehen einer solchen Funktion u
veranschaulichen wir uns an folgendem Beispiel:

AU(X,t)

T t=3

Abbildung 1: u(z,t) = e~ ==

Bemerkung 1. Wir kénnen ¢ € R wéhlen, da die Wellengleichung und das
Cauchy-Problem auch fiir ¢ < 0 Sinn ergeben. Wéhlen wir fiir ¢ > 0 ndmlich



v(x,t) = u(x,—t), dann erfiillt v die Wellengleichung und die Anfangsbedin-
gungen
v
o(,0) = f(x), S (2,0) = —g(a)
Auflerdem rechnet man leicht nach, dass die Losungsformeln aus dem spéteren
Theorem 2 und Gleichung (4) fir v(z,t) und u(x, —t) ibereinstimmen. Aus
diesem Grund geniigt es auch beim Eindeutigkeitsbeweis, nur den Fall ¢ > 0

zu betrachten.

2 Existenz einer LOsung

Mit Hilfe der Fourier-Transformation wollen wir eine Losung des Cauchy-
Problems der Wellengleichung konstruieren:

Angenommen, es gilt u(-,t) € S(R) gleichméfig in t. Dann kénnen wir die
Fourier-Transformation beziiglich x auf die Wellengleichung anwenden und

da wir in Vortrag 1 gesehen haben, dass @(:U, t) die Fourier-Transformierte

Ox2
(i€)?a(€, t) hat, erhalten wir

01
(1608, t) = 55 (&)

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢t und somit bekommen wir
als Losung

(&, t) = C1(§)e™™ + Ca(§)e™™" = A(€) cos(ét) + B(¢)sin(ét). (1)

A(€) und B() koénnen wir aus den Fourier-Transformationen der Anfangs-
bedingungen beziiglich = bestimmen und mit Gleichung (1) erhalten wir

F(&) = a(&,0) = A(€) cos(0) + B(€) sin(0) = A(E)

sowie

9€) = 91(6,0) = ~€A(€) sin(0) + EBIE) cos(0) = EB(E)

Damit konnen wir 4 schreiben als

R A R sin(&t
il t) = Fe) coster) + 6) .
wobei wir 2269 im Punkt ¢ = 0 auf 1 setzen, sodass es stetig und unendlich

oft differenzierbar auf R ist.
SchlieBllich erhalten wir w durch inverse Fourier-Transformation:



Theorem 2. Fine Lisung des Cauchy-Problems der Wellengleichung ist

~ Sll’l(ft) 1T
u(x,t) \/%/ ) cos(&t) + g(€) : ) et dg.

Beweis. Nach Voraussetzung sind f,g € S(R) und somit nach Vortrag 1,
Satz 1 auch f,§ € S(R). Auerdem gelten

sin(&t)
£

cos(ét)| < 1, | | <1 und [e%] < 1

sowie (et
cos(&t), smg(f), ¢ ¢ C*(R) in €.

Daher ist (f(&)cos(&t) + §(€) %) e € S(R) in £ und wir konnen die

Ableitungen nach x und ¢ mit dem Integral vertauschen. Somit erhalten wir

fiir die Wellengleichung

o (5:0) = = [ (7€) conten) + 5(6) ") (i g

und

6210 . 1 27 2~ sin({t) i
(1) = o= [(SEF©) cos(et)  €9(6) T0) e d

Wegen (i€)? = —£? ist die Wellengleichung erfiillt.
Fir die Anfangsbedingungen finden wir mit Hilfe der inversen Fourier-
Transformation

u(x70)_\/12—7r R(f(ﬁ) 14 §(£) - 0) ¢ de
1 .
= 7 ), J©@e de= 1@
sowie
Ou = L —&f . 0 571 1w
(00 = o [(£f(©) -0+ 9(e) ) e de
1 .
= 5= [, 36 de = g(a)
Daher 16st v auch das Cauchy-Problem. 0



Die Losungsformel aus diesem Theorem ist umsténdlich, da wir fiir «
die Fourier-Transformierten von f und g berechnen miissen und danach die
inverse Fourier-Transformierte von f(€) cos(&t) + §(€) % Daher méchten
wir eine schonere Formel finden, indem wir Sinus und Kosinus zunachst durch

e-Funktionen darstellen:

u(z,t) \/%/ )cos(&t) + (&) Sin(&)) e s d¢
z§t + e—zﬁt wf —zﬁt ixf
Vnz;J/ 2 d”*‘\/agb/ de.

(2)

Fiir den ersten Summanden finden wir durch inverse Fourier-Transformation

th+e &t Zx& _1 z{x t) i§(z—t)
\/%/ et e s = = /f . ) 4 e ) d§
:f(w+t)+f($—t)
5 .

(3)

Der zweite Summand in (2) ldsst sich schreiben als

zf (z+t) _ if(w—t)

T
o ) [ eay e

und da §(£)e®®? € S(R) in £ ist, konnen wir als néchstes den Satz von Fubini
und dann wieder die inverse Fourier-Transformation anwenden:

5= L) [ ey s = 5o [ [ aeve ay

1 T+t
=5/ 9 dy.
r—t

gt _ p—itt

1 .
\/ﬁ/Rg(f) 722.5

€ dg = d

w\»—w\r—*

Mit den Gleichungen (2) und (3) erhalten wir nun insgesamt

ety = EIDETEZD 2™ ) ay (@)

Diese Losungsformel wird auch "Formel von d’Alembert”genannt nach dem
franzosischen Mathematiker und Physiker Jean-Baptiste le Rond d’Alembert.



Bemerkung 3. (Huygens-Prinzip)

Das Huygens-Prinzip ist die empirische Feststellung, dass unsere Losungs-
funktion w im Punkt (x,¢) nur von den Werten von f und g auf dem Intervall
By(x) = [x — t,x + t] abhingt, da Wellen (zum Beispiel Schall oder Licht)
nur endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit haben.

In der Formel von d’Alembert erkennen wir das Huygens-Prinzip, weil
W der Durchschnitt von f iiber den Randpunkten von [z —t, z + (]
ist und der Term % - [2*2 9(y) dy bis auf den Faktor % den Mittelwert von ¢
iiber dem Intervall [x — ¢,z + t] darstellt. Diese Beobachtung legt aufierdem
eine Verallgemeinerung unserer Losungsformeln in hohere Dimensionen nahe.

Bildlich kénnen wir uns das Huygens-Prinzip folgendermaflen veranschau-

lichen:

At

x-t X X+t X

Abbildung 2: Huygens-Prinzip

Das so entstandene Dreieck wird riickwartsgerichteter Lichtkegel genannt
und diesen brauchen wir fiir den Beweis der Eindeutigkeit unserer Losung.

3 Eindeutigkeit der Losung
Definition 4. Der rickwdrtsgerichtete Lichtkegel ist definiert als
Lp, (@) ={(z,t) ERX Ryt |z — o] <tg— 1, 0 <t <t}

Theorem 5. (Eindeutigkeit) Seien u,v € C*(R x Ry) Ldsungen der Wel-
lengleichung auf R x Ry und Léosungen des Cauchy-Problems auf By, (o) fir
(z0,t0) € R X Ry, dann ist u = v auf ganz Lp, (zy)-

Beweis. Sei w := u—wv, dann erfiillt w die Wellengleichung auf R x R, wegen

Pw  O*u B 0% _ 0%u B 9% - 0*w
or2  Ox2  Ox2 o2 o2 O




und w hat auf By, (zo) die Anfangsbedingungen

w(x,0) =u(z,0) —v(z,0) = f(z) — f(z) =0, .
ow ou ov
5 (@.0) = Z(2,0) = 2 (2,0) = g(x) - g(z) = 0.

Weiter definieren wir a(t) := xo—to+t und b(t) := xo+to—t fir 0 <t <t
sowie das Energie-Integral abweichend zu Vortrag 3 als

bt) 0 0
B() = /(t) |Vw|2 dr = /a(t) (8%)2 * (ﬂ)Z dz 2 0. (6)

ot
Mit den Gleichungen (5) und partieller Integration erhalten wir

B0 = [ (o) + (G o) a
zo+to , ()
_ xo_too ((;:5 (x, 0))2 dx )
0 0?
= {(w . %)(m,ﬂ)}a&o(xo) - ~/Bt0(x0) (w 8—::2))(%0) dx
= 0.

Nun wollen wir E(t) ableiten und da die Variable ¢ auch in den Integral-
grenzen vorkommt, verwenden wir folgende Regel:

Lemma 6. (Leibniz-Regel) Sei [t1,ts] C R und seien a,b € C'([t1,1s]), h €
C(R?) und h(zx,-) € C*([t1,ta]), dann gilt auf [t1,ts] :

d rb®
T h(a, ) de = B(b(2), 1) - V(£) — h(a(t +/ —h (z, 1)
dt Ja(t)
Den Beweis dieses Lemmas betrachten wir nach Vollendung des Beweises
von Theorem 5, mit welchem wir nun fortfahren:

2 2
In unserem Fall ist der Integrand (g—‘:) + (%‘f) und b'(t) = —1. Mit der
Leibniz-Regel bekommen wir also

El(t) _ (8711 <8w

(b(0),0)" = (5700,0)" = (5 0.0)" = (5 (), 1)
bt) O 2 ow 2
_|_/ 3( - t)) + (E(x,tﬁ ) dzx.



Das Integral kénnen wir berechnen, indem wir zundchst den Satz von Schwartz
und die Wellengleichung benutzen und dann die Kettenregel riickwérts an-
wenden:

bt) 9 /0w~ 2 Own 2 bt)  Qw O*w ow 0*w
TN e (29 o= [2. 20 0. JWIW
/am 8t<(8a:) + () ) v /a@) oz otz ot oz ™"
[oon s ow i
a(ty Oxr Oxdt Ot Ox?

9 /b(t) 0 (8w0w) do

o 92\t ox
ow 0 x=b(t)

2. (59 @ n]

—9. (%:?;)(b(t),t) -2 (%:?:)(a(t)vt)-

Fir E'(t) erhalten wir mit Hilfe der binomischen Formel nun insgesamt:

B(1) = (S0 0 02 0(6).0) "~ (G at), 0+ 02 a0) 1)) < 0. (8)

Aus den Eigenschaften (6) bis (8) von E(t), das waren
E(t) >0, E(0) = 0 und E'(t) <0,

folgt schlieBlich E(t) = 0 und daher ist Vw = 0, also w konstant auf Lp, (z)-
Durch die Anfangsbedingung w(x,0) = 0 aus (5) ist w = 0 und somit u = v
auf 'CBtO(mo)' UJ

Beweis. (Leibniz-Regel) Wir setzen die Definition der Ableitung ein und er-
halten

d b(t) 1 b(t+k) b(t)
7/ h(z,t) de = lim f(/ h(z,t+ k) d:v—/
dt Ja(t) a

k=0 k (t+k) a(t)

h(z,t) dr). (9)

Das erste Integral der rechten Seite konnen wir aufspalten und zum Teil mit
dem zweiten Integral zusammenfassen:

b(t-+k) b(t)
/ h(z,t+ k) doe — / h(z,t) dx

(t-+k) a(t)
a(t) b(t) [ b(t+k) b(t)
:(/ +/ —I—/ )h(m,t+k) daz—/ h(z,t) dx
at+k)  Jat)y S a(t)

b(t+k) a(t+k) b(t)
= (/ _/ Vh(x,t + k) d:L'+/ h(z,t + k) — h(z,t) dv. (10)
b(t) a(t) a(t)



Wir sehen direkt, dass fiir das letzte Integral in (10) gilt:

o ot -
lim f/ Wz, t+ k) — h(z, ) dx_/ o bt k) = bz, )
k Ja (t) k—0 k

—/ —hxt x,

weil h stetig auf dem beschrankten Intervall [a(t), b(t)] ist.

Auf die ersten beiden Integrale in (10) wenden wir den Mittelwertsatz der
Integralrechnung an und erhalten

dx

(11)

(A:HO_ZZ?M);th+k)dr=h@@t+ky(wt+k>_bun
— h(&a,t + k) - (a(t + k) — a(t))

fir ein &, € [b(t), b(t + k)] und ein &, € [a(t), a(t + k)]. Daraus folgt

(t+k) a(t+k
hm—« / —/ h(z,t+ k) dx
k=0 k b(t)

= lim A(g, ¢ + k) - im (Hk) b®)

k—0 k
: . a(t+ k) —al(t)
il M LR i T

= h(b(t),t) - V' (t) — h(a(t),t) - d'(t), (12)

da &, und &, fur k gegen Null gegen b(t) beziehungsweise a(t) konvergieren.
Aus Gleichung (9) und den Grenzwerten (11) und (12) erhalten wir ins-
gesamt die Behauptung des Lemmas. O]




