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Definition 12.1. Sei f : R — C, ¢ > 0. Eine e-Fastperiode von f ist ein 7 € R mit
sup,|f( - 7) — f(x)] <e.

Beispiel 12.2. 1. 7 =0 ist eine triviale e-Fastperiode fiir alle €.

2. Fiir periodische Funktionen ist die Periode (und ganzzahlige Vielfache davon) fiir
alle € > 0 eine e-Fastperiode.

3. Fiir gleichméfig stetige Funktionen ist jedes hinreichend kleine 7 eine e-Fastperiode.

Definition 12.3. Eine Funktion f ist fast-periodisch auf R wenn sie stetig ist und
fiir jedes € > 0 ein A = A(g, f) existiert, so dass jedes Intervall der Linge A eine
e-Fastperiode von f enthilt. Die Menge der fast-periodischen Funktionen auf R be-
zeichnen wir mit AP(R).

Beispiel 12.4. 1. Stetige periodische Funktionen sind fast-periodisch.

2. Nicht jede fast-periodische Funktion ist auch periodisch:
Betrachte f(x) = cosx + cosmzx. Dies ist fast-periodisch, da es die Summe von
periodischen (also auch fast-periodischen) Funktionen ist, welche wieder fast-
periodisch ist, wie wir spéter zeigen werden. f ist aber nicht periodisch, da
f(x) =2 nur wenn x = 0.

Lemma 12.5. Fiir f € AP(R),a € C, A € R sind auch |f|, f, af, f(\z) € AP(R).
Satz 12.6. Fust-periodische Funktionen sind beschrankt.

Beweis. Sei f € AP(R). Wéhle € = 1 und setze A = A(1, f). Sei = € R beliebig und 7
eine 1-Fastperiode im Intervall I = [x — A, z|. Dann gilt z — 7 € [0, A] und folglich mit
der inversen Dreiecksungleichung

L=e>|f(z) = fle =) > [[f @) = [f(@ = 7| > |f ()| = [f(z = 7)|
Sl+|flz—7) > |f(2)|

=1+ sup [f(y)| > |f(z)]
y€[0,A]

und wir haben eine Schranke fiir f gefunden. O
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Korollar 12.7. Ist f € AP(R), so auch f2.

Beweis. Sei f € AP(R), 7 eine e-Fastperiode von f. Da f beschrankt ist konnen wir

ohne Einschrinkung annehmen, dass || f|| < & (sonst betrachte af). Es gilt

sup Az —71) = f(2)| = sup |(f(z = 7) + f(2))(f(z — 7) = f(@))]
<sw[(If(z =) + |/ (@)DIf (@ = 7) = ()]

BT
B 5 g =g,

also sind fiir alle € > 0 e-Fastperioden von f auch e-Fastperioden von f? und f? ist
fast-periodisch. O

Lemma 12.8. Fast-periodische Funktionen sind gleichmdflig stetig.

Beweis. Sei f € AP(R), e > 0 und A = A(5, f). Da stetige Funktionen auf einem
kompakten Intervall gleichméfig stetig sind, ist f auf [0, A] gleichméfig stetig und es
existiert ein n9 > 0, so dass fiir alle |n| < o gilt

sup | f(z+n) — f(2)] < 3. (12.1)

z€[0,A]

Wl m

Sei y € R, dann gibt es eine §-Fastperiode 7 im Intervall [y — A, y] und es gilt

sgp!f(ern) - fWI< Sgp[!f(yH?) —fy+n—=7+fly+n—7)— fly—7)|

+1fly—7) = fWll

wobei die erste und die dritte Abschitzung durch § gilt weil 7 eine $-Fastperiode ist
und die zweite, weil y — 7 € [0, A] und |n| < no also (12.1) gilt. O

Definition 12.9. Fir f € L>°(R) bezeichnen wir mit Wy(f) die Menge aller Verschie-
bungen von f, Wo(f) = {fy}yer, wobei fy(x) = f(z —y).

Definition 12.10. Sei f € L*°(R). Die konvexe Translationshiille von f, W (f), ist die
abgeschlossene konvexe Hiille von Ujq<;Wo(af).

Lemma 12.11. W(f) ist der Abschluss von

n n
=1 =1



Beweis. Die konvexe Hiille einer Menge X lésst sich darstellen als
n n
conv(X) = {szxz | z; € X,n € N,sz‘ =1,b; > 0} .
i=1 i=1

Fiir die konvexe Hiille von U, <1 Wo(af) gilt also:

conv U Wolaf) | = ibi$i|xi€ UWo(af),nEN,ibizl,biZO
i=1

lal<1 i=1 lal<1

= {Zb’iafyi |y €RJa| < LneN,> by=1,b > 0}

i=1 i=1

n n
_ {zaifyi e Rne NSl < 1}
=1 =1

Damit gilt
W f) = {eg | g e W()} (12.2)
Lemma 12.12. Sei f gleichmafig stetig. Dann ist W(f) der Abschluss der Menge
{oxfleel'(R) lollw <1}

Erinnerung 12.13. Fine Menge ist relativ kompakt, wenn thr Abschluss kompakt ist.
In einem wvollstindigen normierten Raum ist dies genau dann der Fall, wenn sie to-
talbeschrinkt ist, d.h. fir jedes € > 0 von einer endlichen Vereinigung von Bdllen mit
Radius € tiberdeckt werden kann.

Satz 12.14. Fir f € L>®(R) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. f ist fast-periodisch
2. Wo(f) ist relativ kompakt (in der Normtopologie von L>°(R))
3. W(f) ist kompakt.

Beweis. 1.= 2.: Sei f € AP(R), ¢ > 0 gegeben und A = A(5, f). Wegen der gleich-
méfigen Stetigkeit von f existieren 1y ---nar € [0, A, so dass fiir 0 < yo < A gilt, dass
infj || fyo = fojlloe < 5

Fiir ein beliebiges y € R sei 7 eine §-Fastperiode von f in dem Intervall [y — A, y]. Wir
schreiben yg = y — 7 und erhalten 0 < ¢y < A und

1y = Funlloe = sup|f (& ) = (2 = yo)| = sup| f(z —y) — fla—~ (v =7)| <
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und folglich

. . 9 €
Hjlf”fy o fnjHoo < lnf(ny - fyOHOO + ||fyo - fT]JHoo) < 5 +-=¢

J 2
und Wy(f) wird von einer Vereinigung von Béllen mit Radius € und Mittelpunkten f;,
iiberdeckt.
2.= 1.: Sei Wy(f) relativ kompakt, € > 0 und Oy, --- , Oy Bélle mit dem Radius §,
die eine Uberdeckung von Wy (f) bilden. oBdA gilt O; N Wy(f) # 0, daher kénnen wir
fiir jedes j € {1,--- M} ein f,, € O; finden. Die Bélle mit Radius ¢ und Mittelpunkt
fy; sind dann ebenfalls eine endliche Uberdeckung von Wo(f).
Wir wollen zeigen, dass jedes Intervall J der Lange A = 2maxi<j<as |y;| eine
e-Fastperiode enthélt: Sei dazu y der Mittelpunkt eines solchen Intervalls. Dann gibt
es ein jo, so dass [|fy — fy, llc <& und fiir 7:=y —y;, ist 7 € J und es gilt

1fr = fllo = ||f7'+yj0 - fijHOO = ny - fyjo”oo <e.

Wir miissen noch die Stetigkeit von f zeigen. Dafiir zeigen wir, dass

lim, o || fy, = flleo = 0, also die gleichméRige Stetigkeit von f. Fiir ein gegebenes € > 0
seien wie oben Oy, -+, Oy Bille mit Radius §, die eine Uberdeckung von Wy(f) bil-
den. Wir schreiben E; := {7 | f- € O;}. Da Uj=1.... mE;j = R hat mindestens eines der
E;, also ohne Einschrdnkung FEj), positives Maf. Dann ist Ej;, — Fj, eine Umgebung
der 0 in R und fiir n € E;, — Ej, gilt ||f;, — flloo < €.

2.= 3.: Eine Menge M ist kompakt, wenn sie relativ kompakt und abgeschlossen
ist. Da W(f) abgeschlossen ist, ist noch zu zeigen, dass W (f) relativ kompakt ist.
Sei Wy(f) relativ kompakt. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine endliche Anzahl von
Verschiebungen {fy;}j=1.. m, so dass es fiir jede Verschiebung f, ein f, gibt, mit
Ilfe — fy;lloc < €. Also liegt jede Funktion der Form SOV anfr, mit A Jag] <1
(also jede Funktion aus dem Inneren von W(f)) innerhalb einer e-Umgebung einer
Funkion der Form Z]Ail bj fy, mit E;Vil |bj| < 1. Da die Einheitskreisscheibe [b] < 1
kompakt und daher totalbeschréankt ist kénnen wir eine endliche Anzahl von Punk-
ten {ci}r=1,. v auswihlen, so dass jedes b aus der Einheitskreisscheibe maximal den
Abstand eM 1| f HZ(}OOR) von einem der ¢, hat. Dann gilt, dass jede Kombination von
Zj]\/il bjfy, mit Z;‘il |bj/ < 1 innerhalb einer e-Umgebung von einem Zjvil O fy;
Vi € {ck k=1, n liegt, da

M M M
ijfyj - Zb;'fyj = Z(bj - b;‘)fyj
= = Le®) 197 Lo (R)
M
<> 185 = Bl ey
j=1

M
< Z&‘MﬁleyjHZolo(R)nyjHLOO(]R) =&
j=1



Daraus folgt, dass W(f) von M N Billen mit Radius 3e und Mittelpunkten der Form
Zﬁl v fy, tiberdeckt wird, also relativ kompakt ist.
3.= 2.: Sei W(f) kompakt. Da W (f) D Wy(f) ist Wy (f) totalbeschrénkt, also relativ

kompakt. O
Satz 12.15. AP(R) ist eine abgeschlossene Subalgebra von L™= (R).

Beweis. z.z.:
1. f,g€e AP(R)= f+ g€ AP(R)
2. f,ge AP(R)= f-g€ AP(R)

3. fe AP(R)= f e AP(R)

1. Seien f,g € AP(R). Dann sind nach dem vorigen Satz W (f) und W (g) kompakt
und damit auch W(f) + W(g). Offensichtlich gilt W(f + g) € W(f) + W(g),
also ist W(f + g) totalbeschrankt und damit relativ kompakt. Da W (f + g)
abgeschlossen ist, ist es auch kompakt und nach dem vorigen Satz gilt

f+ge AP(R).

2. Seien f,g € AP(R). Dann sind nach Korollar 12.7 f2, g2, (f + g)?> € AP(R) und
daher auch 3 (f+9?—f*-g*)="f-9

3. Sei f € AP(R). Da sich f als Grenzwert von Funktionen aus AP(R) darstellen
ldsst, welche stetig sind, ist f stetig.
Zu gegebenen ¢ > 0 kénnen wir ein g € AP(R) finden mit || f — gloc < § und fiir
7 eine £-Fastperiode von g gilt

1fr = flloo < [1fr = grlloc + l9r = glloo + [lg = flloo

<€ n € n €
STy

-3 3 3
und 7 ist eine e-Fastperiode von f. Also enthélt jedes Intervall der Lénge A(§, g)
eine e-Fastperiode von f und f ist fast-periodisch.

O

Definition 12.16. Ein trigonometrisches Polynom f : R — C ist eine Funktion der

Form
n

fla) =" a;e™",
j=1
wobei {; € R und a; € C.

Bemerkung 12.17. Trigonometrische Polynome und Grenzwerte dieser sind fast-
periodisch, da e®* periodisch und stetig ist, also fast-periodisch, und Summe und Grenz-
wert von fast-periodischen Funktionen nach Satz 12.15 wieder fast-periodisch sind.
Umgekehrt lisst sich jede fast-periodische Funktion als Grenzwert von trigonometri-
schen Polynomen ausdriicken, wie wir im ndchsten Vortrag sehen werden.
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Definition 12.18. Das Normspektrum einer Funktion A € L*(R) ist definiert als
o(h) = {€] € € R,ae®™® € W(h) fiir hinreichend kleine a # 0}.

Lemma 12.19. Fir £ € R, h € L®(R) gilt o(e’**h) =& +o(h) = {E+n|n€a(h)}.

Beweis. Mit (12.2) gilt

o(e*%h) = {\ | A € R, ae™® € W(e*h) fiir hinreichend kleine a # 0}
= {\| A ER,ae® € {¢*%g | g € W(h)} fiir hinreichend kleine a # 0}
= {M| A eR,ae’*"9% € {g| g € W(h)} fiir hinreichend kleine a # 0}
= {£4+ 1|7 €R,ae™ € W(h) fiir hinreichend kleine a # 0}
={{+nlnea(h)}
O

Definition 12.20. Der Tréger supp(h) ist das Komplement der grofiten offenen Menge
O C R, auf der h verschwindet.

Bemerkung 12.21. Fir K der Fejer-Kern K,(z) = nK(nx),n > 0 gilt I/(\n({) =
max(1l — %, 0).

Satz 12.22. Sei h beschrinkt und gleichmdfig stetig, K der Fejer-Kern und K, x h
konvergiere fiir n — 0 gegen einen nicht verschwindenden Grenzwert. Dann ist

0€o(h).

Beweis. Schreibe g, := K, * h, dann gilt g, = K(%)B Also wegen Bemerkung 12.21

supp(gn) C [—n,n] und daher supp(limgn) = {0}. Nach 4.11 im Katznelson ist
lim,_,g g, eine Konstante und nach Lemma 12.12 gilt g,, € W (h) und wegen der Abge-
schlossenheit von W (h) auch lim,_, g, € W(h). Da lim, o g, eine nicht-verschwindende
Konstante a ist erhalten wir 0 € o(h), da ae*** = a € W(h). O

Bemerkung 12.23. Statt des Fejer-Kerns kann jede FPunktion F' € L'(R) betrachtet
werden, und die Forderung nach der Existenz des Grenzwerts lim,_,o Iy * f kann durch
die schwdchere Bedingung der Existenz eines nicht verschwindenden Hdufungspunkts
ersetzt werden, d.h. des Grenzwerts einer Folge F, * h mit n, — 0 .

Satz 12.24. Sei f € AP(R), 0 ¢ o(f). Dann gilt fiir alle F € L'(R)
%1_1% HFT] * fHLOO(R) =0.

Beweis. Sei F € L'(R) und oBdA gelte ||F|| 1) < 1. Dann folgt wegen Lemma 12.12
F, x f € W(f). Angenommen F; x f konvergiert nicht gegen 0 fiir » — 0. Dann hat
F,, x f wegen der Kompaktheit von W(f) einen anderen Héufungspunkt in W (f) und
nach Bemerkung 12.23 und Satz 12.22 gilt dann 0 € o(f), was ein Widerspruch zur
Annahme ist. O



Dieser Satz hat die folgende Umkehrung:

Satz 12.25. Sei f € AP(R), F € LY(R), [ F(z)dx # 0. Gibt es eine Folge mit n, — 0,
limy, o0 || Fy, * fllLoo@) = 0, s0 ist 0 & o(f).

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass fiir jede Verschiebung von f, und daher auch
fiir jede Linearkombination von Verschiebungen und daher fiir jedes g € W (f), nach
dem vorigen Satz gilt limy, oo || £y, * gllo®) = 0. Ist g(x) = ¢ konstant, so ist

(Fy  9)(x) = /R I (1 (z — 1)) g(t)dt

= / M (1 (z — 1)) dt -
R

und folglich gilt

~

0= lim [|Fy, * gl = lim [F(0) - ellpwqry = |F(0)] - |el.

Da £(0) # 0 ist ¢ = 0 die einzige Konstante in W (f), also 0 ¢ o(f). O



