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1 Einleitung

Die Radon-Transformation ist eine Integraltransformation, die im Jahr 1917 von Johann Ra-
don entwickelt wurde. Sie hat zahlreiche Anwendungen in der Mathematik, aber auch in ande-
ren Wissenschaften, besonders in der Medizin. Insbesondere bei medizinischen Bildgebungsver-
fahren spielt sie eine essentielle Rolle. Beispielsweise wird bei der Computertomographie eine
Vielzahl an Rontgenaufnahmen aus verschiedenen Richtungen erstellt und mittels der Radon-
Transformation aus diesen das ”Bildéines inneren Organs erstellt.

Es folgt eine kurze Einfithrung und die Vorstellung des Grundproblems in R2?, dann beschiftigen
wir uns mit der Radon-Transformation in R3. Es existiert zwar eine explizite Losung in R?, diese
ist aber komplizierter als in drei Dimensionen. Hier sehen wir erneut ein Beispiel, bei dem die
Ergebnisse im ungeraden Dimensionsfall leichter sind.

2 Einfiithrung: Die Rontgen-Transformation in R?

Sei O ein zwei-dimensionales Objekt, das in der Ebene R? liegt. Man kann es sich beispielsweise
als planaren Querschnitt eines menschlichen Organs vorstellen.

Sei O zunéchst homogen. Nun wird ein sehr diinner Rontgenstrahl durch das Objekt geschickt.
Er tritt mit Intensitéit Zy in das Objekt ein und mit Intensitit Z wieder aus.

Abbildung 1: Intensitétsverlust eines Rontgenstrahls

Es lédsst sich feststellen, dass sich die Intensitéit exponentiell vermindert und es gilt folgende
Relation:
IT=Ty e %

Dabei bezeichnet d die im Objekt durchlaufene Strecke und p den sogenannten Absorbtions-
Koeffizient, der von der Dichte und anderen physikalischen Eigenschaften von O abhéngt.



Ist O nicht homogen, sondern besteht aus n Materialen, so gilt:

n
= > dipi
IT=1y-e i=0

Dabei bezeichnet d; die in Material i durchlaufene Strecke und p; den jeweiligen Absorbtions-
Koeffizienten.

Fiir ein beliebiges Objekt, bei dem sich Dichte und physikalische Eigenschaften von Punkt
zu Punkt unterscheiden, ist der Absorbtions-Koeffizient p eine Funktion in R? und die obige
Relation ldsst sich folgendermaflen formulieren:

T-Tyc 1’

L bezeichnet hier die Linie in R?, der der Réntgenstrahl folgt und mit f p ist das Linienintegral
L

der Funktion p iiber die Linie L gemeint.

Da bei diesem Beispiel die Intensitéiten Zo und Z beobachtet werden, ist [ p die gewonnene
L

Grofle. Da der Rontgenstrahl uspriinglich in jede Richtung geschickt werden kann, kann der
Wert des Integrals fiir jede Linie in R? bestimmt werden.

Definition 1
Die Réntgen-Transformation (oder Radon-Transformation in R?) einer Funktion p ist definiert
durch

Diese Transformation weifit also einer Funktion p in R? eine andere Funktion X (p) zu, de-
ren Definitionsbereich die Menge der Linien in R? ist.

Die unbekannte Grofle in unserer Betrachtung ist die Funktion p, die die Beschaffenheit des
Objektes O beschreibt. Genau hierin liegt aber unser urspriingliches Interesse. Wir wollen also
nun p aus den gesammelten Daten rekonstruieren. Unser Ziel ist somit die Losung des folgenden:

Rekonstruktionsproblem
Finde eine Formel, die p durch X'(p) beschreibt.

Mathematisch gesehen wollen wir also die Inverse zu p finden.

Die Formulierung des Problems wirft natiirlicherweise die Fragen nach der Existenz der In-
versen und nach der Eindeutigkeit der Rontgen-Transformation auf, also gilt X' (p) = X(p’)
folgt dann auch p = p’ ?

Beziiglich der Eindeutigkeitsfrage gibt es eine verniinftige a-priori Erwartung, dass X (p) tatsichlich
p bestimmt, da beide Funktionen die gleiche Dimensionalitit bzw. die gleiche Anzahl an Frei-
heitsgraden besitzen.

Die Funktion p in R? hingt von zwei Parametern ab, beispielsweise der z;- und der zo-
Koordinate und auch eine Linie in R? wird durch zwei Parameter bestimmt, zum Beispiel
dem y-Achsenabschnitt und der Steigung.

In diesem Sinne iibertragen p und X(p) die gleiche Menge an Informationen und somit ist es
zumindest nicht unverniinftig anzunehmen, dass sich die Funktionen eindeutig bestimmen.



In der Tat existiert in R? eine zufriedenstellende Losung des Rekonstruktionsproblems und
auch die Eindeutigkeitsfrage ldsst sich positiv beantworten.

Wie aber bereits einleitend erw#hnt wollen wir uns hier nicht mit diesem Fall beschéftigen,
sondern betrachten die analoge, aber einfachere Situation in R3.

Da wir uns einleitend ein praktisches Beispiel angesehen haben, hier noch eine kleine Bemer-
kung zur Anwendung in der Praxis. Es ist natiirlich unmdoglich das Integral von p tatséchlich
fir jede Linie in R? zu bestimmen und daher stiitzt sich die Anwendung nicht nur auf die
rein theoretische Losung, sondern greift auf numerische Approximation, Computeralgorithmen,
Probeverfahren, etc. zuriick.

3 Die Radon-Transformation in R?

Zunéchst betrachten wir das selbe Beispiel wie im zwei-dimensionalen Fall.
O sei ein drei-dimensionales Objekt im Raum und p die Funktion in R3, die die Dichte und
die physikalischen Eigenschaften von O bestimmt. Das Senden eines Rontgenstrahls durch das
Objekt liefert wieder die Grofie

1K

L
fiir jede Linie L in R3.

Wenden wir nochmals das heuristische Argument der Dimensionalitéit der Funktionen an. Beim
Vergleichen der Freiheitsgrade fillt auf, dass eine Funktion p in R® durch drei Parameter be-
stimmt ist, beispielsweise wieder die jeweiligen Koordinaten; eine Linie in R? wird aber durch
vier Parameter bestimmt, zum Beispiel zwei fiir die Achsenabschnitte in der z1-/z2-Ebene und
zwei weitere fiir die Richtung der Geraden. In diesem Sinne ist das Problem also iiberbestimmt.
Das selbe Vorgehen wie in R2, also p durch das Wissen iiber seine Linienintegrale zu bestimmen,
scheint nicht der richtige Ansatz zu sein. Stattdessen wenden wir uns der natiirlichen mathe-
matischen Verallgemeinerung des Problems zu.

Haben wir uns in R? Linienintegrale betrachtet, wollen wir nun eine Funktion in R bestimmen
indem wir ihr Integral {iber alle Ebenen in R? kennen.

In diesem Fall stimmen die Anzahl der Freiheitsgrade wieder iiberein, da auch eine dreidi-
mensionale Ebene durch drei Parameter bestimmt wird (betrachte beispielsweise die Hessesche
Normalenform).

Definition 2 (vorliufig)

Ist P eine Ebene in R3, so ist die Radon-Transformation R(f) einer Funktion f definiert durch

RUNP) = 5= [ £
P

Im Folgenden beschréinken wir uns um unserer bisherigen Vorgehensweise zu folgen und der
Einfachheit halber auf Funktionen f € S(R?). Viele der folgenden Resultate kénnen aber auch
fiir groflere Klassen von Funktionen gezeigt werden.

Nun miissen wir uns erst einmal klar machen was wir unter dem Integral von f {iber einer Ebene
verstehen.

Dazu wollen wir erst einmal kliren wie wir eine Ebene in R? verstehen.

Ebene in R?® (Definition)
Sei v € §? ein Einheitsvektor und te R.
Die Ebene Py, ist definiert durch

Piy={reR® :<z,y>=1}



Wir parametrisieren die Ebene also durch einen zu ihr orthogonalen Einheitsvektor v und durch
ihren Abstandt zum Ursprung.

Beachte: Es ist P;, = P_, __ und damit sind negative Werte fiir t zugelassen.

-

Um nun endgiiltig eine Definition fiir das Ebenenintegral aufstellen zu kénnen gehen wir fol-
gendermaflen vor:

Wihle Einheitsvektoren vy, vo € R3, so dass 7, v; und vs eine Orthonomalbasis des R? bilden.
Dann kann jedes x € P; , eindeutig geschrieben werden als:

r=1y + u U =u1v1 + U2V2, Ui, Us cR?

Da ~, v1, v9 eine Basis ist kann jedes x natiirlich als Linearkombination dieser Basisvektoren dar-
gestellt werden und aus der Bedingung < z,v > = t folgt, dass der Koeffizient vor «y t sein muss.

Definition 3
Ist f € S(R?), dann ist ihr Integral iiber die Ebene P, ., definiert als

/f:/f(tv + wivr + ugve) dug dusg
Pt~ R2

oder einfacher

/f(t’y + u)du
RQ

Da wir an die Einheitsvektoren vy, vs keine weiteren Voraussetzungen gestellt haben, ist de-
ren Wahl natiirlich nicht eindeutig und wir miissen iiberpriifen, ob diese Definition unabhéngig
von der Wahl der Vektoren ist. Dies ist Inhalt der folgenden Proposition:

Proposition 4
Ist f € S(R?), dann ist fiir jedes  die Definition von [ f unabhingig von der Wahl von vy, vs.

’Pt,-y
Dariiber hinaus gilt:
(o) [ s
—00 Pt~ R3

Bewets
Seien v}, v5 andere Einheitsvektoren, so dass 7, v], v} eine Orthonormalbasis bilden.
Betrachte die Rotation R in R2, die v; auf v} und vy auf v} abbildet. Dann

/f(t’y + wvr + ugue)duy dug =
RQ

/f(R(t’Y + uv; + Uz?)g))d’u,l dUQ =

Rz

/ FUR(MY) + tR(w1) + usR(vs)) duy dus
R2

/f(t’y + wv] + ugvh) duy dusg

]R2

Dabei wurde benutzt, dass das Integral iiber R? Rotationsinvariant ist und die Rotation linear
ist (siche Vortrag 8).



Um die Identitét zu zeigen betrachten wir nun die Rotation R’, die die Standardbasis von
Einheitsvektoren (e1, e, e3) in R auf v, v, ve abbildet.
Dann gilt

[ o=
J

/f(R’(xlel + Zoeo + xgeg))dxl d.’tg d£E3 =

R3

/f(l‘f}/ + x2v1 + l‘gvg) dry dro drs =
R3

7</f(x17 + xou1 + x3v2)dxs dx3> dz, =
—0o0 ]RZ

7( /f) dt

0 VP

Die Integrationsreihenfolge darf hier vertauscht werden, da f eine Schwartzfunktion ist und im
letzten Schritt wurde nur x; durch t ersetzt. O

Definition 5
Die Radon-Transformation einer Funktion f € S(R?) ist definiert durch

RN =5 [ f
Prrr

Bemerkung

Die Radon-Transformation ist also eine Funktion auf der Menge der Ebenen in R3. Durch die
Parametrisierung der Ebene konnen wir dquivalent von R(f) als einer Funktion auf dem Pro-
dukt R x S? sprechen.

Unser Ziel ist es nun folgende Probleme zu l6sen

Eindeutigkeitsproblem :R(f)=R(g)=f=yg
Rekonstruktionsproblem : Beschreibe f durch R(f)

Fiir die Losung dieser Probleme verwenden wir die Fourier-Transformation. Wie das néchste
Lemma zeigt besteht ndmlich eine sehr elegante Beziehung zwischen diesen beiden Integral-
transformationen.

Lemma 6
Ist f € S(R3), dann ist R(f)(t,v) € S(R) fiir jedes feste v. Weiter ist

R(f)(5,7) = f(7)

Beachte: f ist die drei-dimensionale Fourier-Transformation von f.

R(f)(s,) ist die eindimensionale Fourier-Transformation von R(f)(¢,~) als Funktion von t
mit festem -y.



Beweis
Da f € S(R?) existiert fiir jedes N € N eine Konstante Ay < oo , so dass

o A+ DY+ )M f(ty + w)| < Ay

wobei wie vorher x = ty 4+ u mit v orthogonal zu u.

Dies folgt folgendermafen:
Da f eine Schwartzfunktion ist gilt

) A+ 2D [f (@) = (1 + [ty +uD)™ [£ty +u)| < Ay

Weiter ist [ty +ul? = <ty +u,ty+u>= 2+ |ul?
Damit ist
(1) Aty +ul?)? =0+ +ul?)? > Q+8)1+ [uf)

AuBlerdem gilt

(2a) 1+ YN < 2% @+ t?)*
(20) (14 [uh)N < 2% (1+[ul*)?

denn
(20) & (A +[t)2< 21+ t?) = 142t + > < 2+2t)?

S0 T+t -20t & 0 < (1—[t)?
Analog fiir (1 + |u)
Aus (1) und (2) folgt dann

N
2

(2) N
L+ DN+ )N [fity +u)| < en (L4822 (1+ [u?) 2 | f(ty + u)|
(1)
< en (L4 + PN |fty +u)| =cn (L+ [ty +ulP)N |fty + )|
(0)
< ey (T [ty +ul)® | flty+u)| < Ay

mit Konstante cpn
Damit folgt die Behauptung.

Es gilt somit fiir N > 3

du
1 t t du < A _
(41" /f (7 + u) du N/<1+|u|>N<°°
R2

R(f)(E:7)

Bmerkung: Fiir N > 3 ist das zweite Integral endlich.
Ein gleiches Argument fiir die Ableitungen zeigt, dass R(f)(t,v) € S(R) fiir jedes feste ~.

Nun ist noch die Identitédt zu zeigen.
Es ist

1

7AQ(JC)(SPY) TT(

8\8

<1 /f)emdt
/ /ft’eru Ydu et dt



da < y,u>=0und |y| =1 gilt e = e~is<nivtu>

/ /f t’}/ + u —is<y,ty+u> du dt

—oco R2

r

Sei R die Rotation von 7, vy, vy auf die Standardbasis in R3

/ /f t'y + u)) —i<svy, R(Ety+u)> du dt

W o
_ \/2173 /f(l‘) e—i<s'y,x> dx
Rl}
= f(s7)

Erinnerung/Bemerkung
Mittels Polarkoordinaten lésst sich zeigen, dass

[ f@a= [ ffm)r? dr do ()
R3 S2 0

Dabei bezeichnet do(v) das Oberflichenelement der Einheitssphére.

Als eine Folgerung der im Lemma gezeigten Identitét ldsst sich nun die Eindeutigkeitsfrage
positiv beantworten.

Korollar 7
Sind f,g € S(R?) und R(f) = R(g), dann gilt f =g

Beweis
Mit dem Lemma gilt

-

(f = 9)(57) = f(s7) — 4(s7) = R(f)(5,7) — R(g)(s,7) =0

da
R(f)(s,7) = R(9)(5,7) = R(f)(5,7) = R(g)(s,7)
Damit gilt
fl@) —g(z) = (f = 9)( e <mE> de
z<z ,8Y> 2dsda( ) 0
S2 0 =0
= f(x) =g() O

Nun bleibt nur noch das Rekonstruktionsproblem zu l6sen.



Definition 8

Sei F eine Funktion auf R x S2. Ihre duale Radon-Transformation ist definiert durch

R*(F)(x) = / F(< 2,y >,7) do()
SZ

Theorem 9 (Rekonstruktionstheorem)
Ist f € S(R?), dann gilt
A(R'R(f)) = —8n*f

. _ 02 9? a2
Dabei ist A = 907 + 523 + e der Laplace-Operator

Beweis
Nach vorherigem Lemma gilt

RN = 7= [ o) s
Damit
R*R(f)(z) = / RU)(< 2,7 >,7) do(7)
82
1 7. 4
= [ — [ f(sy) e<""%dsdo(v)
Somit

* _L r As _82 ei<x,’y>s sdo
ARRU) = o= [ [ Jls) (=)< dsdota)

S§2 —oo

hier differenzieren wir unter dem Integral und es gilt

Aei<x,'y>s _ —82€i<x’7>5|’}/| 261<x y>s
_ 1 //f(s’)/) 1<x,y>S 2deU( )
2
Vi 7TS2 s
1 0
_ //JE(S,Y) i<x,87> QdeO' //f 57 z<ms’y> QdeO'( )
\/27‘(‘82 .

Durch Substitution von s zu -s im ersten Integral erhalten wir folgendes

=== [ [ fstm e oty / / F(s7) €< 52 ds do ()
82



Da fiir v € 8% auch —y € 8% und wir iiber ganz S? integrieren macht es fiir den Wert des
gesamten Integrals keinen Unterschied ob 7 oder —v im Integral steht. Also

1 T N .
- 2o 3 //f(S'y) e <7572 5% ds do ()
V2T 20
siehe o 1 / ¢ i<m, &>
= = 2-dm f(&) e="5 dg
Erinnerung \/%3
R3
— — 877 f(a)



