Black-Scholes-Merton-Gleichung

Wintersemester 2019,/2020
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mit S : aktueller Aktienkurs
K : Basiswert (bei Vertragsabschluss festgelegter Preis)
T : Gesamtlaufzeit mit t€[0,T]
r : risikoloser Zins
o : Volatilitdt (Schwankung des Aktienkurses)

C(S,t) : Wert der Kaufoption (Auszahlungsbetrag oder Einkiinfte)

Die Black-Scholes-Merton-Gleichung ist eine finanzmathematische Gleichung zur Bewertung
von Aktien (allgemein Optionen). Mit ihrer Hilfe kénnen theoretische Gewinne durch Aktien
berechnet werden bzw. es ist moglich verschiedene Aktien zu vergleichen.

Betrachte eine européische Call-Option (Auszahlung findet erst am Vertragsende T statt) wes-
sen Kaufwert durch eine stetige Funktion f den Auszahlungswert approximiert.

Dazu verlangen wir : lim C(S,t) = f(5)
t—T
Losung:

Forme BSM-Gleichung in die Warmeleitungsgleichung (Vortrag 3) um mit folgenden
Substitutionen:

1) D(xy) = "™ C(S;t)
2)y=(T-t),S=Ke?

3)x=In(£) + (r- Z)(T-t)

1) D(x,y) = e"T=1 C(S,t) :
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Einsetzen in BMS-Gleichung (1):
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Einsetzen in (2):
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3)x = In(2) + (r- Z)(T-t)
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Einsetzen in (3):
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mit der Bedingung : hH(l) D(z,y) = f(Ke")
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Nach vorherigen Vortragen gilt :
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Da D(x,0) — f(Ke®) ist D(£,0) — f(Ke)

= D(ty) = f(Kef) 7€
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Nutze Faltungseigenschaft : f(f) g(&) = (f*9)(&)
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sowie ﬁ(ﬁ,y) = f(Kef) 6_§52y = 151(5)152(5)

= D(xy) = D1+ Do)(xr) = 7 [ Do~ €.)Da(€)de

wobei die Inverse Fouriertransformierte F~(D;) = Dy = D(z,0) = f(Ke")
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und Beh. : F~1(D,) = Dy = ;Lze 2%

Beweis :
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Sei iw€ — TUE2 = A(E — B)? + C = A€ + 2ABE + C + AB? -

= A = —%, sowie 2AB — ix und AB? + C = 0

=2AB =iz —0*yB=ir & B = -1
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mit a =/ %*(§ — ;3;) folgt :
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= D(x,y) = (D1 x Do)(,y) = \/%7_{0 f(Ke™%) #ge 207y d¢

mit v = x-§ :
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D(x,y) = o2y / f(Ke")e 2 dv

L(*) : Die Umwandlung von komplexen in reelle Integralgrenzen, siehe Vorlesung Funktionentheorie



Funktion 1 : (Vanilla Pay off)

f(S) = max{S - K, 0}

f(Ke*) = max{K (e*-1),0}
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mit ¢ = z — o,/y folgt :
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weil das Gauf-Integral symmetrisch ist :
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= D(x,y) = Ke*™2 N(dy) — KN (ds)
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mit dy = xj"fy, dy = ;%= und N(x) = \%27_{0 ez dt
die Verteilungsfunktion der Standartnormalverteilung.
Somit erhalten wir fiir die Losung C(S,t) schlussendlich :
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Funktion 2 : (Log Pay off)

f(S) = max{ln(%) ,0}

f(Ke") — max{x,0}
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mit z = ;== folgt :
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