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Vorbemerkungen
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gangigen Lehrbiichern zu diesem Thema.
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kostrykin@mathematik.uni-mainz.de.

Ich danke Herrn Patrick Capraro fiir seine hervorragende Arbeit beim
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ihre Korrekturvorschldge.
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Einleitung

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung,
welche die gesuchte Funktion u mehrerer Variablen (xq,...,x,) (n > 1) mit
einigen ihrer partiellen Ableitungen verkniipft. Die hochste Ordnung der
auftretenden Ableitungen heifst Ordnung der Differentialgleichung.

Notation 1. Seia € (No)", schreibe |a| := }.i; aj. Wir notieren die a-te
partielle Ableitung von u als

olly
= TP T
Der Vektor « heifst Multiindex. Dariiber hinaus schreiben wir
DFu = {D"u||a| =k}, keN.
DEFINITION 2. Sei () C R" () = R" moglich), n > 2, offen. Sei

D*u

F:OXRXR'xR” x...xR" R, k>1,
eine gegebene Funktion. Einen Ausdruck der Form
(1) F(x,u(x), Du(x), D*u(x),...,D*u(x)) =0

nennt man partielle Differentialgleichung (der Ordnung k) fiir die unbekann-
te Funktion u : 3 — R.

DEerFINITION 3. Unter einer Losung der Differentialgleichung (1) versteht
man eine Funktion u, welche samt der in der Differentialgleichung auftretenden
Ableitungen in () wohldefiniert ist und dort der Differentialgleichung (1) geniigt.

DEFINITION 4. Die partielle Differentialgleichung (1) heifit linear, wenn sie
als

2) Y. ax(x)D"u(x) = f(x)

la|<k
dargestellt werden kann. Die Funktionen a, : () — R heiffen Koeffizienten der
Differentialgleichung und f : (3 — R heifit der inhomogene Term. Ist f = 0,
so heifit (2) homogen, sonst inhomogen.

Beispiel (x). 837”1 =0, QO = R?, ist eine lineare, homogene partielle Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung. Ihre Losungen sind genau die Funktionen
u auf ), welche nur von x; abhidngen.

Beispiel (p). 887”1 + 5’7”2 =0, Q = R?, ist eine spezielle Form der Trans-
portgleichung. Das ist eine lineare, homogene partielle Differentialglei-
chung 1. Ordnung.
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Sei v € C!(IR) beliebig. Setze u(x1, x2) := v(x1 — x3). Offenbar gilt

E?xul E?xuz =0 (x1 —x2) — 9 (x1 —x) = 0.
Wir wissen aber noch nicht, ob wir alle Losungen dieser Differentialglei-
chung gefunden haben.
Sucht man eine Losung, die eine zusdtzliche Bedingung erfiillen soll,
etwa
u(0,x2) = g(xp) furalle x €R
fiir ein gegebenes ¢ € C!(R), so wahlt man v(x) = g(—x). Es stellt sich
die Frage, ob es wetere Losungen gibt, die diese Bedingung erfiillen.
Beispiel (). Die Laplacegleichung
) n n 52y
Au=0 mit Au:= j;uxjx]. = ]; a—x]Z
ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Sie spielt eine fundamentale Rolle in der Analysis. Fiir (3 = R" sind

u(x) =1,

u(x) = xy,

u(x) = 24 — 23,
u(x) = e cosxy

spezielle Losungen. Losungen der Laplacegleichung heiflen harmonische
Funktionen.

Von Interesse sind Randwertaufgaben fiir die Laplacegleichung. Sei da-
zu () beschrankt und g : 90} — R gegeben. Finde alle Losungen u der
Laplacegleichung in (), welche die Randbedingung

limu(y) = g(x) firalle x€dQ

y—Xx
yeQ
erfiillen.
Beispiel (0). Die Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

ur = Au

beschreibt die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung in einem
Korper durch Warmeleitung oder die Ausbreitung eines gelosten Stoffes
durch Diffusion.

Beispiel (¢). Die Wellengleichung

Ut = Au

beschreibt die Wellenausbreitung in so unterschiedlichen Zusammenhén-
gen wie Wasseroberfldchen (allerdings nur bei leichten Wellen auf ver-
gleichsweise tiefem Wasser), Schwingung von Violinsaiten und Trommel-
fellen oder Schallwellen in der Luft.

Ist die gesuchte Funktion in der Differentialgleichung vektorwertig, so
spricht man auch von einem System von Differentialgleichungen.

Beispiel (0). Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Sei
Q C R? offen. Die Funktion x1 +ix, = u(x1, x2) +iv(x1, x2) ist holomorph
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in () genau dann, wenn u,v : () — R stetig differenzierbar sind und den
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ju  Jv
ox1  oxp’
ou  Jv
oxy  ox

geniigen. Mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen kann
man zeigen, dass u und v harmonische Funktionen sind, sofern x; +ix, —
u(x1,x2) +iv(x1, x2) holomorph ist.

Beispiel (). Die (inkompressible) Navier-Stokes-Gleichung

ur+ (u, Vyu+Vp=RAu, R >0, divu =0,

beschreibt Bewegung zdher, inkompressibler Fliissigkeiten in einem Gebiet
Q) C R3. Dabei ist u : R x Q) — R® die Stromungsgeschwindigkeit und
p: R x Q) — R der Druck. Weiter ist Au der komponentenweise wirkende
Laplace-Operator

Au1

Au = | Aup

Aus

und
(1, V) 1= 110y, + U20y, + 130x,.
Beispiel (). Die Maxwell-Gleichungen

uH; +rotE =0,
div(uH) =0,
eE; —rotH =0,
div (¢E) =0

beschreiben die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in einem di-
elektischen Material mit elektrischer Permittivitdt e und magnetischer Per-
meabilitdt p. Hier bezeichnen E und H die elektrische bzw. magnetische
Feldstarke.

Beispiel (1). Die Schrodingergleichung

0/ = —AP + Vi

beschreibt die zeitliche Verdanderung eines quantenmechanischen Zustands
1§ in einem Potential V.

Beispiel (k). Die Fisher-Kolmogorov-Gleichung (auch FKPP-Gleichung
nach Fisher, Kolmogorov, Petrowki, Piscounov)

Up = Uyy +1u — 13, (t,x) € R?,
ist ein (stark vereinfachtes) Beispiel fiir Reaktions-Diffusions-Gleichungen.
Beispiel (A). Die Burgersgleichung
ur+uu, =0, txeR,

ist eine nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung. Sie besitzt nicht
unbedingt eine eindeutige Losung. Bei geeignet gewdhlten Anfangswerten
konnen StofSwellen beobachtet werden.
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Beispiel (). Die Korteweg-de Vries-Gleichung
U — 66Uy +uyyy =0, tx €ER,

ist eine nichtlineare Differentialgleichung dritter Ordnung. Sie modelliert
die Ausbreitung von Wellen in Wasserkanélen. Spezielle Losungen dieser
Gleichung sind Solitonen, d.h. einzelne Wellen, die sich in Geschwindig-
keit, Grofse und Erscheinungsbild nicht &ndern.

Beispiel (v). Die Platten- oder biharmonische Gleichung

Nu=Au=f u:Q—TR,

beschreibt die Auslenkung u einer eingespannten Platte (). Hier ist f die
Kraftdichte, die auf die Platte ausgetiibt wird.



KAPITEL 1
Die Lineare Transportgleichung

Im Folgenden ist (,x) stets ein Tupel in R x R" = R"*!, wobei wir ¢
als die Zeit und x als den Ort interpretieren. Die lineare partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung

(1.1) u(t,x) + (b(t,x), Vu(t,x)) = f(t,x)

mit b : R xR" = R”, f : R xR" — R heifdt lineare Transportgleichung.
Hier bezeichnet
Uy,
Vu :=
Ux

n

den (Orts-)Gradienten von u und (-, -) ist das Standardskalarprodukt im
R”, d.h. (x,y) := 27:1 xjyj, x,y € R". Das Anfangswertproblem fiir diese
Gleichung lautet: Finde eine Losung u : R x R" — R” von (1.1) mit

(1.2) u(0,x) =g(x), xeR",
zu einer vorgegebenen Funktion g : R" — RR.
1.1. Die lineare homogene Transportgleichung mit konstanten
Koeffizienten

Hier betrachten wir den einfachsten Fall b(t, x) = b = konst, f(t,x) =
0. In diesem Fall hat die Differentialgleichung (1.1) die Gestalt

(1.3) u(t,x) + (b, Vu(t,x)) =0, beR"

Offenbar ist u(t,x) := v(x — bt) eine Losung von (1.3) fiir jedes v €
C}(R"). Die Umkehrung gilt auch:

Sarz 1.1. Ist u € CY(R"!) eine Losung von (1.3), so existiert ein v €
CH(R"™) mit u(t,x) = v(x — bt).

BEwEIs. Zu festem (t,x) € R""! betrachte die Funktion
z:R—=R, z(s):=u(t+s,x+bs).
Es gilt

2/(s) = ur(t +5,x +bs) + (b, Vu(t +5,x + bs)) =

Somit ist z konstant und es folgt
u(t,x) =z(0) = z(—t) = u(0,x — bt) = v(x — bt)
mit v(x) := u(0, x). O
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BEMERKUNG. Jede Losung u(t, x) von (1.3) ist konstant entlang von Ge-
raden
{(t,x) € R"™| x = bt + xp, x9 € R"}.

Solche Geraden nennt man Charakteristiken der Differentialgleichung (1.3).
KOROLLAR 1.2. Fiir ¢ € C}(IR") besitzt die Anfangswertaufgabe

(1.4) u(t,x) + (b, Vu(t,x)) =0, (t,x) e RxR",
' u(0,x) = g(x), x € R",
genau eine Losung. Sie lautet u(t, x) = g(x — bt).

Bewers. Die Existenz ist offensichtlich, denn u(t, x) = g(x — bt) ist tat-
sdchlich eine Losung. Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es

gdbe zwei Losungen u7 und uy. Dann ist w := u; — up eine Losung der
Anfangswertaufgabe

w(t,x) + (b, Vw(t,x)) =0, (t,x) € RxR",

w(0,x) =0, x € R".

Nach Satz 1.1 existiert nun eine Funktion v € C!(IR") mit w(t,x) = v(x —
tb). Dann ist v(x) = w(0,x) = 0 fiir alle x € R". Somit ist w = 0 und
folglich gilt u; = uo. 0

1.2. Schwache Losungen

Hier betrachten wir die Anfangswertaufgabe (1.4) mit g ¢ C'(R"), z.B.
1— x|, |[x| <1,
o) = { %, [

0, sonst,
oder
1, |x| <1,
X) =
8(x) {O, sonst.

Mit | - | notieren wir die Euklidnorm, d.h. |x| := (¥, xl.z)l/z, x € R™

ProprosiTION 1.3. Ist ¢ € C1(IR"), so besitzt die Anfangswertaufgabe (1.4)
keine C1-Losung.

BewEls. Wir zeigen die Kontraposition. Besitzt die Anfangswertaufga-
be (1.4) eine C!-Losung u, so existiert nach Satz 1.1 eine Funktion v €
CYR") mit u(t,x) = v(x —tb). Fiir t = 0 folgt g(x) = u(0,x) = v(x)
Vx € R" und somit ¢ € C'(R"). O

Die Formel u(t,x) = g(x — bt) aus Korollar 1.2 liefert jedoch auch in
dieser Situation einen verniinftigen Kandidaten fiir die Losung der An-
fangswertaufgabe (1.4). Um diesen zu ,legitimieren”, miissen wir unseren
Losungsbegriff abschwichen. Das, was wir bisher als Losung einer par-
tiellen Differentialgleichung bezeichnet haben, nennt man eine klassische
Losung.

DEFINITION 1.4. Eine C'(R"*1)-Losung der Anfangswertaufgabe (1.4) heifit
klassisch.
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Sei u die klassische Losung von (1.4). Mit C{°(R x R") bezeichnen wir
die Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R x R" mit
kompaktem Trager. Multiplizieren wir die Gleichung u; + (b, Vu) = 0
mit einer Funktion ¢ € C§°(R x R") und integrieren iiber x € R" sowie
t € [0,00), so erhalten wir tiber Fubini und partielle Integration

(1.5)
O:/O dt . dxgo(t,x)ut(t,x)+/() dt - dxe(t,x)(b, Vu(t, x))

= | dx/()mdtgo(t,x)ut(t,x)+/()oo dt<b,/}Rn dx(p(t,x)Vu(t,x)>
=[x (Lot 00l — [ atgn(emute ) )

R n

_/Ooodt<b,/w dego(t,x)u(t,X)>

T /om "”/Rn dx (¢:(t, x) + (b, Vo(t, x))) u(t,x) — | dxe(0,x) u(0,x).
N——

Rn
=g(x)

Der letzte Ausdruck ergibt im Gegensatz zu (1.4) auch einen Sinn fiir
Funktionen u, welche nicht stetig differenzierbar sondern lediglich lokal
integrierbar sind (d.h. integrierbar iiber jedes Kompaktum, im Zeichen
u € L} ). Dies motiviert die folgende Begriffsbildung:

loc

DEFINITION 1.5. Eine Funktion u € L}, (R x R") heifft schwache Lésung
von (1.4), wenn

(1.6) /000 dt/n dx (¢i(t,x) + (b, Veo(t,x)))u(t,x) = — | dx¢(0,x)g(x)

RH
fiir alle ¢ € C°(R x R") gilt.

Die obige Rechnung zeigt, dass jede klassische Losung auch eine schwa-
che Losung ist.

Sarz 1.6. Sei g € L}, (R"). Dann ist
(1.7) u(t,x) := g(x — bt)
die eindeutige schwache Losung von (1.4).
BEMERKUNG. Ist g stetig, so ist g lokal integrierbar: Ist K C R" kom-

pakt, so ist ¢ nach dem Satz von Weierstrafd beschrankt auf K, weswegen
Jx g(x)dx in R existiert.

BeEwEls. Zunidchst zeigen wir, dass (1.7) eine schwache Losung von
(1.4) ist. Dies erhalten wir mit Hilfe der Variablensubstitution (t,y) :=
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(t,x — bt) aus
/0 dt /R dx (pi(t,x) + (b, Vo(t,x))) g(x — bt)

:/Ooodt/w dy (¢i(t,y +bt) + (b, Vo(t,y +bt))) g(y)

=G o(ty+ot)
©
= Jen dy/o dt = ¢(t,y +bt)g(y)
=- /IR LAy (0,y)8(y)-

Die Eindeutigkeit wird im nachsten Abschnitt bewiesen. O

1.3. Die inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Nun betrachten wir die inhomogene Anfangswertaufgabe

(1.8)

u(t,x) + (b, Vu(t,x)) = f(t,x), (t,x) e RxR",
u(0,x) = g(x), x € R™

Sat1z 1.7. Esseien g € C(R"), f € C(R x R") und f(t,-) € CY(R") V¢t €
R. Dann besitzt die inhomogene Anfangswertaufgabe (1.8) genau eine klassische
Losung. Diese ist gegeben durch

(1.9)  u(t,x)=g(x—bt)+ /Otf(s,x + (s —t)b)ds, (t,x) € RxR"

Bewers. Existenz: Die in (1.9) definierte Funktion u erfullt

u(t,x) = —(b,Vg(x —bt)) + f(t, x) — /0t<b, Vf(s,x+ (s—t)b))ds,
Vu(t,x) = Vg(x —bt) + /OIf Vf(s,x+ (s —t)b)ds,
(b, Vu(t,x)) = (b, Vg(x — bt)) +/Ot(b,Vf(s,x+ (s — )b))ds

und schliefdlich
ur + <b, Vu) = f

folgern.
Eindeutigkeit: Sind u; und u; Losungen, so 16st w := 11 — u, die homo-
gene Anfangswertaufgabe

we(t,x) + (b, Vw(t,x)) =0, (t,x) € RxR",
w(0,x) =0, x € R",

und Korollar 1.2 impliziert w = 0, also u; = us. O
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Beispiel. Sei n = 1. Betrachte ?}t (t,x)+ gg—u(
Nach Satz 1.7 ist die eindeutige Losung gegeben durch

1
t,x) = Eex” mit ¢ = 0.

I\J\b)

t t
1
u(t,x) =0+ /ex+%(s_t)esds Ee e t/e%

0 0
_1 x —3¢ 54 _ex ,Qt)
—geeZ(eZ 1)-5(e e 2').

Mit Satz 1.7 konnen wir auch den Beweis von Satz 1.6 vervollstandigen.

BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT IN SATZ 1.6. Wir nehmen an, es gibe zwei
schwache Losungen uq und u; der Anfangswertaufgabe (1.4) und setzen
w := uy — up. Kénnen wir zeigen, dass jedes i € C{°(R x R") geschrieben
werden kann als

(1.10) ¢+ (b, Vo) =19y

fiir ein geeignetes ¢ € C5°(R x R"), so erhalten wir

/0°° dt/w dx (t, x)w(t, x) = /Ooodt/w dx (¢i(t,x) + (b, Vo(t, %)) w(t, x) = 0

und mit Lemma A.6 folgt w(t, x) = 0 fast tiberall und somit u; = u fast
tiberall. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir eine C3°(R x R")-Losung ¢
der inhomogenen Transportgleichung (1.10) finden.

Zu beliebigem 1 € C5°(R x R") wihlen wir ty > 0 und R > 0 so grof,
dass supp ¢ C (—to, t9) x Br(0) ist. Sei h : R" — R durch

h(x) = — /Om (s, x + sb)ds

gegeben. Wie man leicht sieht, gilt 1 € C{°(IR"). Betrachte nun die An-
fangswertaufgabe

@i(t,x)+ (b, Vo(t,x)) =19, (t,x) e RxR",
¢(0,x) = h(x), x € R™
Diese wird nach Satz 1.7 gelost durch

@(t,x) = h(x —bt) + /Ot (s, x+ (s —t)b)ds

== /Ofo (s, x+ (s —t)b)ds + /Otgb(s,x + (s — t)b)ds.

Wie oben sieht man ¢ € C*(R x R"), zu zeigen bleibt die Kompaktheit
des Tragers. Fuir alle t mit |t| > ty gilt offenbar ¢(t,x) = 0. Fur |t| < tg
erhalten wir mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

x4 (s = £)b] = |x[ = |s — | [b] > |x| = 2to|D|

——
<2ty
>R fiir |x| >R := R+ 2tb| > 0.

Folglich ist supp ¢ C (—to, to) x Br/(0), also schlieflich ¢ € C3°(R x R").
Damit ist ¢ die gewiinschte Losung von (1.10). U
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Analog zu Abschnitt 1.2 kann man auch schwache Losungen der in-
homogenen Anfangswertaufgabe (1.8) betrachten, was hier jedoch nicht
geschehen soll.

1.4. Allgemeine lineare Transportgleichung, Charakteristiken

Hier betrachten wir die Anfangswertaufgabe fiir die allgemeine lineare
Transportgleichung

ui(t,x) + (b(t,x),Vu(t,x)) =0, (t,x) € RxR",
(1.11) {u(O,x) = g(x), x € R",

wobei b € C(R"*1) mit b(t,-) € C}(R") fiir alle t € R und g € C!(R").
Sei xo € R" beliebig. Betrachte die folgende Anfangswertaufgabe fiir
eine gewdohnliche Differentialgleichung

x(t) = b(t,x(t)),
x(0) = xo.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof (b(t,-) € C!!) existiert eine eindeutige
lokale Losung. Jede Losung besitzt ihr maximales Existenzintervall (T—, T;) >
0 (wobei auch T— = —oo und T = co moglich sind). Im Allgemeinen hin-
gen Ty von xg ab, d.h. Ty = T4 (xp).

Angenommen, u(t, x) ist eine Losung von (1.11). Dann gilt

d
Eu(t, x(t)) = w(t,x(t)) + (x(f), Vu(t,x(t)))
= u(t,x(t)) + (b(t,x(t)), Vu(t,x(t))) = 0.
Also ist u entlang jeder Losungskurve {(t, x(t)) € R*"*! |t € (T-(x0), T+(x0))}
konstant. Solche Kurven heifSen Charakteristiken der partiellen Differential-

gleichung (vgl. Abschnitt 1.1).
Fir t = 0 gilt u(0,x(0)) = u(0,x9) = g(xp). Somit ist

u(t, x(t)) = g(xo) Vte (T-(x0), T+ (x0))-
Wir wollen nun u(f, %) fiir alle (£, %) € R"*! bestimmen. Sei (f,%) €

£,
R"*! beliebig. Angenommen, durch (7, %) geht eine Charakteristik.

BenAUPTUNG: Eine solche Charakteristik ist eindeutig, d.h. Charakteri-
stiken schneiden sich nicht.

BEwErs. Angenommen, x(f) = %(f) = X, wobei x bzw. ¥ eindeutige
Losungen von ¥ = b(t,x) zu den Anfangswerten xo bzw. %y sind. Dann
sind x sowie ¥ auch Losungen der Anfangswertaufgabe

{x b(t, x),

~=|
~—

x(F) =z,

deren Losung jedoch eindeutig ist. Somit gilt x(t) = X(¢) fiir alle Zeiten ¢
aus dem Existenzintervall. Insbesondere ist xg = %. O
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Wir kommen zu dem Schluss, dass

(1.12) u(F, %) = g(x0)
ist, wobei xo der Punkt ist, in welchem die Charakteristik, die durch (¥, x)
geht, die Hyperebene H = {(t,x) € R""! |t = 0,x € R"} schneidet.

Beispiel (1). Betrachte den Fall b(t, x) = b = konst.

K070}y syt st (e

Fiir jedes (£, %) gibt es genau ein xp € R" so, dass ¥ = x¢ + bf, namlich
xo = X — bt. Mit (1.12) erhélt man

u(f, ) = g(x —bk), (£x) € R".
Beispiel (2). Nun sei b(t, x) = x.

xX(t) = x(t) o B
*(0) = xo = x(t) =e'xy Vt € (—o0,400).
Fiir jedes (t, %) gibt es genau ein xop € R" so, dass ¥ = efxp, namlich
xo = e~ 'x. Wieder mit (1.12) erhalten wir

u(f,z) = g(e”'x), (fx) e R™.

Beispiel (3). Nun seien n = 1 und b(t,x) = x>.

tG(—OOl), X()>0,

SF) 2 x 7 Xo
X t) - t) = x(t) — 0 , te (—OO, —|—00), Xg = 0,
x(0) = xo 1 — txg )
te(5,+%), x<0.
x>—1, E>0, i}
_ _ x
Fiir jedes (f, %) mit ¢ ¥beliebig, =0, gibt es genau ein xy = 1o 5
x<—7, [E<O
dass ¥ = x(f), denn
_ fx
txg = —=1- = 1
SR T+t
Pe (—oo, xio), xo >0,
&S (L€ (—0o,+0), x=0,
fe (xlo,-i-OO), x0 <0
_ r<-1 I>o, _
Fir (f, %) mit < N e 0 besitzt die Gleichung * = x(f) keine Lo-
x — =
t/ 7
sung, denn
_ fx 1
t — — =1 1
0TI R 1+i%

L [fE (o), x>0,
té( +00) xo0 < 0.

Ebenfalls fiir £¥ = —1 besitzt die Gle1chung % = x(t) keine Losung.
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Aus (1.12) folgt

x > —%, t>0,

(1.13) u(f,x) =g ( al ) mit *beliebig, =0,
1 ,

T< - t<0.

Die gefundene Losung ist jedoch nicht fiir alle (£, %) € R? definiert! Das
hat weitreichende Konsequenzen.

Wir interessieren uns fiir Losungen von (1.11) mit dem Anfangswert
g = 0 fiir t > 0. Die Losungsformel (1.13) liefert uns

1
u(t,x) =0 fiirx > 7 t>0.

Sei h € C}(R) mit supph C [1,2], supp h # O, beliebig. Setze

.. 1
u(t, x) = h(ﬁ) firx<—1, t>0,
’ 0 firx > -1, t>0.
Wegen
x<—1 t>0=tx+1<0= <0 % 59
t’ tx+1 1+tx
liegt der Tréger von (t,x) — h (1) im Bereich {(t,x) |x < —1,t > 0}

und ist durch die Wahl von & nicht leer. Offenbar ist u(t, x) eine klassische
Losung der linearen Transportgleichung mit b(t, x) = x? auf ganz R. Fiir
jedes x € R gilt u(0, x) = 0. Damit besitzt die Anfangswertaufgabe unend-
lich viele Losungen, da es unendlich viele & € C}(R) mit supph C [1,2]
gibt.

1.4.1. Inhomogene lineare Transportgleichung. Mit der Charakteri-
stikenmethode kann man auch die inhomogene lineare Transportgleichung
16sen. Betrachte die Anfangswertaufgabe

(1.14) {ut(t,x(t)) + (b(t,x), Vu(t,x)) = f(t,x), (t,x) e RxR",
‘ u(0,x) = g(x), x € R

Sei x(t) eine Charakteristik. Nun gilt

du(tx(t)) = F(t,x),
(19 {fmo, x0) = g(x0).

Die Losungen von (1.14) sind nicht mehr konstant entlang der Charakte-
ristiken, sie konnen aber durch (1.15) bestimmt werden. Wir beschranken
uns auf ein Beispiel.

Beispiel. b(t,x) = x, f(t,x) = t. Die Charakteristiken haben die Ge-
stalt x(t) = xpe'. Wir erhalten

s _,
dt
u(0) =

} (t,%) = g(ex) + &
= u(t,x) =gqe tx) + =.
¢(x) s 2
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1.5. Die Burgersgleichung

Wir betrachten Funktionen # : R x R — R, (¢, x) — u(t,x). Die Bur-
gersgleichung
(1.16) ui(t,x) +u(t,x)uy(t,x) =0, t>0,x€R

ist eine nichtlineare Transportgleichung, d.h. sie gehort zu einer Klasse der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung der Gestalt

u(t,x) + (b(t,x,u), Vu(t,x)) = 0.
Wir betrachten die Anfangswertaufgabe fiir (1.16) mit
(1.17) u(0,x) =g(x), x€R,

wobei ¢ € C}(R).Sei u € C}(R x R) eine Lésung der Anfangswertaufgabe
(1.16), (1.17). Wir suchen Charakteristiken der Differentialgleichung (1.16),
d.h. die Kurven {(t, x) € R?| u(t, x) = const}, in der parametrischen Form
t=t(s), x=1x(s), seR.

Offenbar gilt

d

0 = —u(t(s),x(s)) = us(t(s), x(s))t'(s) + ux(£(s), x(s))x'(s).

Diese Gleichung wird mit #'(s) = 1, x'(s) = u(t(s), x(s)) erfiillt. Wird die
Charakteristik gesucht, welche bei s = 0 durch den Punkt (0,x) € R?
verlauft, so erhalten wir

t(s) :(1)} = (s)=s

t0) =
und
xX'(s) = u(t(s), x(s)) x'(s) = g(xo)
x(0) = xo } — { x(0) :io '
= x(s) = xo0+ g(x0)s.
Also ist

Clxo) = {(t,x) €R?*|x = x0+g(x0)t, t € R}

die gesuchte Charakteristik. Ist die Funktion g nicht konstant, so schnei-
den sich diese Charakteristiken (im Unterschied zur linearen Transport-
gleichung, vgl. Abschnitt 1.4)!

Die Losung der Anfangswertaufgabe (1.16), (1.17) lautet u(t, x) = g(xo),
wobei xg der Gleichung x = xo + g(xo)t gentigt.

Beispiel (1). Sei ¢(x) = ax mit a < 0. Hier gilt also
o ox _ax B 1
= Tra u(t,x) = T+ at Vt € (—oo, |a] ™).
Alle Charakteristiken schneiden sich zum gleichen Zeitpunkt t = |a|~! >
0. Somit existiert keine klassische Losung fiir t > |a] L.

Beispiel (2). Seien ¢ > 0 und ¢ € C!(R) monoton mit

£(x) = {1' o

-1, x>¢,

X0
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und —1 < g(x) < 1, x € (—¢¢). Die Charakteristiken C(—¢) und C(e)
schneiden sich zum Zeipunkt t = e. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass
sich fiir t € (0, ¢) keine Charakteristiken schneiden kénnen. Folglich gilt

1
limu(t,x) =4 "’ x <0,
t—e -1, x>0.

Somit existiert keine klassische Losung fiir t > .

Wie fiir die lineare Transportgleichung kann man schwache Losung
der Burgersgleichung definieren: Eine lokal integrierbare Funktion u(t, x)
heifst schwache Losung der Anfangswertaufgabe

ur(t,x) +u(t,x)uy(t,x) =0, t>0,x €R,
(1.18)
u(0,x) = g(x), x € R,

mit ¢ € L (R), falls
/oo dt/ dx (u(t,x)(pt(t,x) + 1u(t,x)2(px(t,x)>
0 R 2
= — [ dxg(0,x)g(x)

fir alle ¢ € C5°(R x R) gilt.

Beispiel (1). Es sei
(x) = 0, x<0,
Y70, x>0

(1.19)

Man kann nun zeigen, dass

0, x<t/2
up(t,x) =

1, x>1t/2,

0, x <0,

up(t,x) =< x/t, 0<x<t, (Verdiinnungswelle)
1, x>t
und
0, x<uat/2,

us(t,x) =qa, at/2<x<(1+a)t/2, a € (0,1],
1, x> (1+a)t/2,
schwache Losungen der Anfangswertaufgabe (1.18) sind.

Beispiel (2). Es sei
(x) = 1, x<0,
970, x>0

Man kann zeigen, dass

up(t,x) = {(1)’ i i :;;’ (Stof3- oder Schockwelle)

eine schwache Losung der Anfangswertaufgabe (1.18) ist.
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Wir diskurieren nun stiickweise stetig differenzierbare schwache Lo-
sungen der Burgersgleichung. Es wird nun ein allgemeines Resultat be-
wiesen, das uns ermoglicht sehr leicht zu tiberpriifen, dass die Funktionen
aus Beispielen (1), (2) tatsdchlich schwache Losungen der Anfangswertauf-
gabe (1.18) sind. Wir beschranken uns auf den Fall, wenn es genau eine
Kurve im (¢, x)-Raum gibt, wo die Ldsung nicht stetrig differenzierbar
ist. Duie Verallgemeinerung auf den Fall endlich vieler derartiger Kurven
stellt keine Schwierigkeit dar.

Wir beginnen mit einem Lemma. Sei R = (0, o).

LEMMA 1.8. Sei

yi={tx)|x=p(t),teRy}, yeC(Ry),

eine Kurve in R2.

(a) Ist u(t,x), (t,x) € Ry X R, eine schwache beschrinkte Losung der An-
fangswertaufgabe fiir die Burgersgleichung mit u € C' (IR x R) \ 7) und es
existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

)= 1 £,
wet)i= limult,x)

auf 7y, so gilt:
(1) In (Ry x R) \ 7y erfiillt u(t,x) die Burgersgleichung im klassischen
Sinne, d.h.

u(t, x) +u(t, x)ux(t,x) =0 fiiralle (t,x) € (Ry xR)\17,
und

Tim u(t,2) = g(x)

fiir alle x # (0).
(2) Fiir alle ¢ € C3(R?) gilt

L[ 07 - s (0)F) e po)

. /O T (s () — () @ (gt (1) )dt

(b) Umgekehrt, gelten (1) und (2) fiir eine beschriinkte Funktion u € C'((R4.

XR) \ 7v) mit Grenzwerten u+ (t) auf v, so ist u(t, x) eine schwache Losung der
Anfangswertaufgabe fiir die Burgersgleichung (1.18).

Bewers. (a) Sei ¢ € C7°(R?) mit supp ¢ € (R4 x R) \ 7 beliebig. Dann
gilt

/R ¢(0,x)g(x)dx =0

und
0—/ dt/dx( (t, x)@i(t, x) + u(t x) gox(t,x)>
— —/O dt/]Rdx(ut(t,x)—I-u(t,x)ux(t,x))qo(t,x).

Nach Lemma A.6 gilt u;(t, x) 4+ u(t, x)uy(t,x) = 0.
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Nun sei ¢ € C(R?) mit suppp Ny = @ und supp ¢ N {(t,x)|t =
0, x € R} # @ beliebig. Dann gilt

_/]Rdxfp(o,x) :/ dt/ dx( (t,x) e (t, x) +;u(f X) fo(trx)>

:—/ dt/ dx (ue(t, x) + u(t, x)ux(t, x)) @(t,x)
0 R

=0
- /IR dx(0, x)u(0+, x).

Mit Lemma A.6 folgt daraus, dass u(0+, x) = g(x). Somit ist (1) bewiesen.
Sei ¢ € C°(IR?) beliebig. Mit der partiellen Integration erhélt man

/]Ru(t,x)zgox(t,x)dx = /_tit)u(t,x)zgox(t,x)dx+/oo u(t, x)?@y(t, x)dx
= u_()2p(t, p(t)) —us (1) (t, (1))
_2/¢t u(t, x)ux(t,x)g txdx—Z/ u(t, x)uy(t, x)p(t, x)dx
= u_()2p(t, p(t)) —us (1) (t, (1))
(t) o0
+2/ ut(t,x)qo(t,x)dx+2/¢(t) u(t, x)@(t, x)dx.

—o0

Also gilt
/ (u(t,x)got(t,x) + ;u(t,x)zq)x(t,x)> dx
< )Pl p(0) — g (6l 9(1)
+/ w(t,X)@i(t, %) + ur(t, )@ (b, x)) dx
+/ w(t, X)@i(t, %) + un(t, )@ (t %)) dx
= S (029t 9(1)) — us (Pp(t, (1)

d e .
+E/_oo u(t,x)(P(t,x)dx—I—tit/lp(t)u(t,x)(p(t,x)dx

—u— ()& PO (1) +ur (Ot p(6) 9/ (1)

Die Integration beziiglich der Zeit t > 0 ergibt

/ dt/ ( (t, x)(t, x) +;u(t X) gox(t,x)> dx
(u- (52 —us (H)?) @(tp(1))dt
(u—(8) = s (£)) @(E, 9 (1) (£)dt

u(0,x) (0, x)dx.

N[ =

%\O\go\
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Also folgt aus (1.19)
L= 2 2
2 [ 0 — e 0?) ol p(o)ar
= [" ()~ s (0) 9 (Dot p(0)ar

Somit ist (2) bewiesen.

(1.20)

(b) selbst! U

Hier ist die erste einfache Folgerung von Lemma 1.8: Eine Funktion
u: Ry X R — R mit

u € C(Ry x R)NCH{(Ry xR) \ )

ist genau dann eine Losung der Anfangswertaufgabe fiir die Burgers-
gleichung, wenn u(t,x) eine klassische Losung der Burgersgleichung in
(R4 X R) \ 7 istund u(0+,x) = g(x) fur alle x € R\ {¢(0)}.

Die zweite Folgerung ist weniger einfach.

SaTz 1.9. Sei

yi={tx)|x=9t)teRy}, peC(Ry),
eine Kurve in IR?.
(a) Ist u(t,x), (t,x) € Ry x R, eine schwache beschrinkte Losung der An-
fangswertaufgabe fiir die Burgersgleichung mit u € C* (R x R) \ y) und es
existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

t) = 1 t,
u=(t) H%w”( x)
auf 7y, so gilt:
(1) In (R4 x R) \ 7 erfiillt u(t,x) die Burgersgleichung im klassischen
Sinne, d.h.
ue(t,x) +u(t,x)uc(t,x) =0 fiiralle (t,x) € (Ry xR)\ 7,
und
lim w(t,x) = g(v)
fiir alle x # (0).
(2) Fiir alle t > 0 erfiillt y(t) die Rankine-Hugoniot-Bedingung
rpy — Eu_(t)) = Fuy (1)) _ 15
P(t) = OO F(u) := U

(b) Umgekehrt, gelten (1) und (2) fiir eine beschriinkte Funktion u € C'((R+

XR) \ 7v) mit Grenzwerten u=(t) auf vy, so ist u(t, x) eine schwache Losung der
Anfangswertaufgabe fiir die Burgersgleichung (1.18).

Bewers. (a) Nach Lemma 1.8 gilt
1 )
2 [ (02 = s 02) gt pe)a

(1.21) N
- /0 (u—(t) —us (1)) Y' (D p(t, y(t))dt.
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BEHAUPTUNG: Sei & € CJ°(R) beliebig. Dann existiert ein ¢ € CF(IR?)
s0, dass

a(t) = (L, p(t))

fiir alle t > 0.

Bewerss. Es gentigt die Funktion ¢(t, x) nur fiir t > 0 zu konstruieren.
Sei tp > 0 so groB3, dass suppa C [—to, to] ist. Sei ¢ > 0 beliebig. Sei
Xe € CF(R) mit x¢(x) =1 fur alle |x| < e und x.(x) = 0 fiir alle |x| > 2e.
Wihle ein ¢, € C*®(R ) mit

sup [ip(t) — e(t)| <¢

tE[O,fo}

und setze
o(t,x) = a(t)xe(x — e(t)), t2>0.
Dann gilt ¢ € CF°(IR?) und

@t (1)) = a(t)xe(P(t) — Pe(t)) = a(t).

Mit der Behauptung folgt aus (1.20), dass
% /Om (1 ()% — uy (£)?) a(t)dt
= [0~ us )y (Dal)a

firr alle « € C°(R). Nach Lemma A.6 ist somit

1
5 (- (B = us()) = (u (1)) — us (£) /()
tiir fast alle t > 0. Da die beiden Seiten steig sind, gilt diese Ungleichung
furallet > 0. O
1.6. Die Entropieldsung

Wir haben bereits gesehen, dass Anfangswertaufgaben fiir die Burgers-
gleichung im Allgemainen mehrere Losungen besitzen.

DerINTTION 1.10. Eine schawache Losung u(t, x), (t,x) € Ry X R, der
Anfangswertaufgbe fiir die Burgersgleichung heif§t Entropielosung, wenn sie
die Entropiebedingung erfiillt

(1.22) u(t,x+z)—u(t,x) < fiiralle t>0,x € R,z > 0.

| N

Satz 1.11. Sei u(t, x) eine Entropieldsung der Burgersgleichung. Sei -y C R?
eine C'-Kurve

y={tolx=9®)}  peC(Ry).

Dann gilt
(a) Fiir alle t > 0 existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von u

ug(t):= lim  u(t, x).
x—=y(t)F0
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(b) Ist die Rankine-Hugoniot-Bedingung erfiillt, so gilt

(1.23) F(“;_(Zi = S(U) >y(t) = F(u;ji)t; :i(Z)), F(u) := %uZ,

fiir alle t > 0 und v echt zwischen u_(t) und u (t).

Ungleichung (1.23) wird ebenfalls als Entropiebedingung bezeichnet.
In Beispiel (1) nach Gleichung (1.19) erfiillt nur die Funktion u, die
Entropiebedingung (1.23) und in Beispiel (2) dort die Funktion 14 (Ubung!).
Bewers. Aus (1.22) folgt, dass die Funktion
x — u(t,x)— %

fir jedes t > 0 monoton fallend ist, denn

u(t,x+z) — XTH —u(t,x)—i—%: u(t,x +z) —u(t,x) —? <0.

BEHAUPTUNG. Jede monotone Funktion besitzt die links- und rechtssei-
tigen Grenzwerte.

BEWEIS. Sei f : R — R im Punkt x( nicht stetig. Die Menge { f(x)|x <
Xo} ist nach oben beschrénkt. Sei A = sup,_, f(x). Sei ¢ > 0 beliebig.
Dann gibtesein d > 0mit A —e < f(xg — &) < A. Folglich gilt f(xo — ) <
f(x) < Afiir x € (x9 — J,xp). Dann ist

A—f(x)<A—f(xp—0)<A—(A—¢)=c¢
fur alle x € (xo — J,x0), d.h. f(xo —0) = A.

Nach der Behauptung besitzt die Funktion x — u(t,x) die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte auf v mit u_(t) > u(t) fiir alle > 0. Aus der
Rankine-Hugoniot-Bedingung

o (92— du (12
Y= =)
= 2 (e () +us(1)
folgt nun, dass
Sl () +0) 2 9/(0) > 2 (i (1) +0)
fur alle v € (uy(t), u_(t)). O

Unter gewifen Voraussetzungen gilt auch die Umkehrung von Satz
1.11: (1.23) impliziert die Entropiebedingung (1.22).

Satz 1.12. Sei ¢ € L®(R). Dann existiert genau eine schwache Losung der
Anfangswertaufgabe fiir die Burgersgleichung, die die Entropiebedingung erfiillt.

Die Existenzaussage ist als Satz von Lax-Oleinik bekannt, die Eindeu-
tigkeitsaussage als Satz von Kruzhkov. Wir beschiftigen uns mit der Exi-
stenz und werden den folgenden Satz beweisen.
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Satz 1.13. Sei g € L®(R).
(a) Sei t > 0 beliebig. Fiir alle x € R gibt es einen eindeutigen Punkt y(t, x)
so, dass

min { (x—y)? I h(y)} _ w +h(y(x,t))

yeR 2t 2t

mit h(y) = /Oyg(x)dx.

(b) x — y(x,t) ist monoton steigend.
(c) Fiir jedes t > 0 und fast alle x € R gilt

amin{(x—y)z —I—h(y)} _ -yt

2t t

(d) Die Funktion

x —y(x,t)
t

ist eine schawache Losung der Anfangswertaufgabe

{ut +uu, =0,

u(t,x) =

u(0,x) = g(x),
die die Entropiebedingung (1.22) erfiillt.

BeEweEIls. Seien x1 € R, t > 0 beliebig.
BenAUPTUNG 1. Es gibt ein y; € R, sodass

X — 2 X1 — 2
%Q{(l%y) +h(y)} - (12}1) +h(y).

Beweis. Offenbar gilt
(1 —y)? yn
ryrgﬂgl{ oy Thy) = h(x)

Wegen der Stetigkeit der Funktion

y {(xlz_ty)z +h(y>}
und

lim {(xl_y)z—i—h(y)} = +o0

y—rFoo 2t
gibt es ein kompaktes Intervall I C IR, x; € I, sodass

{9 )} > b

fiir alle y € R\ I. Nach dem Satz von Weierstraf$ gibt es ein y; € I mit

min {(xlz_tyy + h(y)} — (xlgtyl)z +h(yr) < h(x).
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BEHAUPTUNG 2. Seien x1 < x, beliebig, y; wie oben. Dann gilt:

L2 iy < C2 0 4

fur alle y < y;.

BEWEIs. Sei
T= Nn—y .
Xo—xX1+Y1—Y
Offenbar ist 0 < T < 1. Es gilt

0-y1=1(x1—-y1)+ (1 -7)(x2—-y)

und
x—y=1-1)(n—y)+7(x2—y)
Folglich ist
(2 —y1)* (a1 —wm)? ()2
TR S el U
und ) , )
(x1—y) (x1—11) (2 —y)
57 <(1-1) 5 +7 TE
Addiert man die beiden Ungleichungen, so erhdlt man:
(2 —w1)*  (x1-y)* _ (a—y1)*  (2—p)?
2t R TR 2t AT
Also ist
(2 —wp1)* | (x1—y)?
5 T g Th) +hy)
(x1 —y1)? (x2 —y)?
< T+h(y1) +T+h(y),
< (Xl;ty)z +h(y) nach Behauptung 1
d.h.

) < ),

Nach Behauptung 2 nimmt die Funktion y +— % + h(y) ihr Mi-
numum fiir y > y; an. Zu jedem x € R und jedem t > 0 sei y(t, x) die
kleinste Zahl, sodass

min{ (x ;ty)z +h(y)} = <(x gty)z +h(y))

yeER

y=y(tx)
BEHAUPTUNG 3. Die Funktion x — y(#, x) ist monoton wachsend.

BEWEIs. Sei x1 < x. Angenommen, es wire y(f,x1) > y(t,x2). In Be-
hauptung 2 setze y = y(t,x2), y1 = y(t, x1). Folglich liefert y = y; den

2
kleineren Funktionenwert von (XZZty) + h(y) als y = y(t,x2). Wider-

spruch!
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BEHAUPTUNG 4. Eine monoton wachsende Funktion hat hochstens ab-
zdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

BEWEIs. Zu jedem x € R mit v(x —0) < v(x + 0) sei a, eine rationale
Zahl mit
v(x —0) < ay < v(x+0).
Die Menge {a, € Q|x € R} ist hochstens abzéhlbar.

BEHAUPTUNG 5. Jede monoton wachsende Funktion ist fast tiberall dif-
ferenzierbar. Die Ableitung u’ ist messbar. (Ohne Beweis.)

Aus Behauptungen 3 und 5 folgt, dass die Funktion x — y/(t, x) fiir je-
des t > 0 fast tiberall differenzierbar ist. Da die Funktion h differenzierbar
ist, ist auch die Funktion

)2
x — w(t,x) = Iyréiﬁr{l{@%y)—kh(y)}

X — X 2
= GBI 4y (r,))

fast tiberall differenzierbar und es gilt
(1.24) ow(t,x) x—y(tx) (1 B ay(t,x)> N ah(y(t,x))‘

ox t ox ox

Da der Wert der Funktion y — % + h(y) sein Minimum fiir y = y(f, x)

erreicht, nimmt die Funktion

x —y(t,z))?
GV |y (r,2)

ihr Minimum fiir z = x an. Ist die Funktion z — y(t,z) im Punkt z = x
differenzierbar, so gilt

¥ =yt dy(tx) | ah(y(tx)
B t ox + ox =0

Z

Somit folgt aus (1.24)

(1.25) awzg;, x) _x— yt(t,x)

fir fast alle x € R.

Als néchstes zeigen wir die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion w : R X
R — IR. Zunidchst beschiftigen wir uns mit der Lipschitz-Stetigkeit be-
ztiglich der Variable x. Nach dem Satz von Rademacher (s. Behauptung 9
unten) imliziert das die fast iiberall Differinzierbarkeit von x — w(t, x),
die wir bereits kennen.

BEHAUPTUNG 6. Fiir jedes t > 0 ist die Funktion x — w(t, x)

)2
x— w(t,x) = l’yl’éi][l’{l{(x 2ty) +h(y)}

X — X 2
= GBI gy (r,))
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Lipschitz-stetig, d.h. es gibt eine (unabhéngige von t) Konstante L > 0,
sodass

lw(t,x) —w(t,x')| < Llx— x|  firalle x,x €R.
BEwEIs. Seien x, X’ € R beliebig. Wihle ein y € R so, dass

X — 2 . x—ZZ
( Zty) +h(y):rzré%1{( Zt) +h(z)}'

Betrachte

x/_zz x — 2
w(t,x')—w(t,x):g\{(%)+h(z)}—( Zty) — h(y)

I (! _y 2
< (" —(x Zny)) +h(x/7x+y)
¥ —x+y

SMf—x+w—w@»:L g(z)dz
¥ —x+y
< /y Q(z)dz

< 18l wylx" — x].

Das Vertauschen von x und x’ liefert die Abschitzung
w(t, x) = w(t, &) < [[8llre(w) ¥ — ],

also ist
[w(t,x) —w(t,x")| < lIgllem) 2" — x].

BEHAUPTUNG 7. Sei 0 < s < t beliebig. Dann gilt

Y — )2
w(t,x) = ryréiﬂg{(z(t _yz) +w(s,y)}.

Bewers. (1) Wir zeigen zunéchst, dass

)
w(t,x) Sryrélﬂgl{z(t_s) —i—w(s,y)}.

Sei y € R beliebig. Wahle ein z € R so, dass

w(s,y) = (ygsz)z + h(z).

Wir stellen %= als

i U Ferb i
dar. Bemerke, dass
0< (1—%),§<1 und (1—§)+§:1.

Wegen der Konvexitit der Funktion w — w? /2 erhalten wir

— )2 —_y)2 _ »)2
(xthZ) S@_;) (x—y)”  sly—2)°

200—s)2 "t 252
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Aus der Definition der Funktion w(t, x) folgt nun:
(x —z)° (x—2)
< — =t
w(t,x) < 57 +h(z)=t T
(x—y)? ’
2(t —s)?

+ h(z)

s =2 e

s (k=) 252

¥ — 2 _ZZ
- <2(t —ys)) + )

=w(sy)
_ (x—p)p?
= 20— +w(s,y).
(2) Nun wihle ein z € R so, dass
_)\2
(1.26) wit,x) = & th) +h(z).
Setze

s s
Y= Ex+ (1—;)2.
Nach der Definition der Funktion w(t, x) gilt

(1.27) w(s,y) < (y;sz)z + h(z).

= (1) (1) e s

y—z= ;(x —2z).
Kombiniert man diese Gleichungen, so erhilt man
X—y xX—z Yy—z
t—s t s
Unter Verwendung dieses Resultats sowie (1.26) und (1.27) ergibt sich die
Ungleichung

(x —y)?

Dann ist

und

(x —y)?

20i—s) +w(s,y) = (t—s)m +w(t,y)
<9 U P WD g
x —z)? x —z)? —z)?
N NS N e
—
:(yfé)z
x —z)?
— ( o ) +h(z) = w(t, x).
Folglich ist
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BEHAUPTUNG 8. Sei x € R beliebig. Die Funktion Ry > t — w(t, x) ist
Lipschitz-stetig und gentigt tlirér}r w(t, x) = h(x) gleichmiBig in x € R.
%

Insbesondere ist die Funktion ¢ — w(t, x) nach dem Satz von Radema-

cher (Behauptung 9 unten) fast tiberall differenzierbar.

Bewers. Die Wahl y = x in der Definition der Funktion w(¢, x),

wlt, ) = min {20

yER

liefert die Abschitzung x(t,x) < h(x). Da die Funktion h Lipschitz-stetig
mit der Lipschitz-Konstante L = [|g||~(r) ist, gilt die Anschitzung

h(y) =h(x) = =gl lx = yl-
Daraus ergibt sich die Ungleichung

[ —y)?
wlt, ) 2 min { S 2 1) = gl

[ (x—y)?
() +mip { 550 gl - vl

Z—x;y 2

= z
= ht) — e { gl 21 = 5 }-

=:C1>0

Also ist h(x) > w(t, x) > h(x) — tC; und folglich
lw(t, x) —h(x)| < tCy,
d.h. tl_i)r& w(t,x) = h(x) gleichmaBig in x € R.
Seien nun s, t mit 0 < s < t beliebig. Nach Bechauptung 5 ist
w(s,y) —w(s,x) > ~Llx—y]

fir ein L > 0. Aus Behauptung 7 folgt w(t, x) < w(s,x) und

o)

w(t, x) > w(s,x) + min {—L|x -yl +
yeR

_xy
="

=" w(s,x) — (t—s)max{L|z| - 7‘22}

z€R

=:C>0
Also ist w(t, x) > w(s,x) > w(t,x) — (t —s)C, und folglich
lw(t,x) —w(s,x)| < (t—5)Cy,
d.h. t — w(t, x) ist Lipschitz-stetig.

BEHAUPTUNG 9 (SAaTZ VON RADEMACHER). Eine Lipschitz-stetige Funk-
tion v : R" — R ist fast tiberall differenzierbar. (Ohne Beweis.)
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Nach Behauptungen 6 und 8 ist die Funktion w : Ry x R — R
Lipschitz-stetig:
ot x) — (¥, x')] < [t x) —w(t, )|+ [w(t, x') —w(t, x|
<Llx—x'|+ G|t — ¥
<max{L,Co}(|]x — x| + |t —t']).
Nach Behauptung 6 ist w : R, x R — R fast tiberall differenzierbar.

BEHAUPTUNG 10. Sei w(t, x) in einem Punkt (¢,x) € R} x R differen-
zierbar. Dann gilt:

ow(t, x) +1 ow(t,x) 2 _o
ot 2 0x
Diese Gleichung heifst Hamilton-Jacobi-Gleichung.

Bewers. (1) Seien r > 0, g € IR beliebig. Nach Behauptung 8 ist

— y=x 2
w(t+r,x+rq):min{(x+my)+w(t,y)} < rq—+w(t,x).

yeR 2r 2
Folglich gilt
w(t+r,x+rg)—w(tx) < 7
r -2
Im Grenzfall ¥ — 0 erhdlt man
ow(t, x) N dw(t,x) _ ¢
dx of  — 2
; Jw(t, x) o ey .
Wiéhlt man nun g = 5y 5O ergibt sich die Ungleichung
1 (ow(t,x)\*  ow(tx)
_ < 0.
2 ( ax > o =0
(2) Wéhle z € R so, dass
)2
w(t,x) = (X ZtZ) + h(Z)

Sei r > 0 beliebig. Setze s =t —,
5 15
y—¥x+<1—2)z.

Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass
X—z Y-z

Betrachte

Also gilt




1.6. DIE ENTROPIELOSUNG 31

Im Grenzfall » — 0 erhilt man
_ 2
dw(t,x) X z dw(t, x) S (x —z) .
ot t ox - 212

“2 qZ
>om(o3)

folgt aus dem letzten Ungleichung

dw(t, x) % <aw(t,x)>2

Wegen

ot 0x
~ ow(t, x) ow(t,x) ¢*
o +%?<q x 2
=T ow(t,x) x—zow(tx) (x—z)?
> — > 0.
- ot t dx 212~ 0
B10

BeEHAUPTUNG 11. Die Funktion u(t,x) := ow(t x) erfiillt

ox

/ / ( (t,x) e (t, x)+;u(t x)2 @y (t,x)) dxdt
= — [ 8()9(0,x)dx

fiir alle ¢ € C°(R x R).
Bewers. Nach Behauptung 10 gilt

ow(t,x) dw(t, x)\*
T +< ox ) =0

fiir fast alle (¢,x) € R} x R. Multipliziert man diese Ungleichung mit gz

und integriert beziiglich ¢ und x, so erhélt man

//awtxa(ptxddt+//<awtx>ago( )dxdt:O.
ox ox

=u(t, x)2

Die partielle Integration ergibt

//awtxé(ptxddt // )ddt

ago (¢, x)dx

+
t=0
_/ /awtx agotx)dxdt

—u(t x)

ow(0+, x)
+ ~/IR T(P(O, x)dx.
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Nach Behauptung 8 koneveriert w(t, x) gleichmaBig gegen h(x) fut t —
0+. Da die Funktion  fast tiberall differenzierbar mit der Ableitung g, gilt

lim ow(t, x) = g(x)

t—0+  Ox
fast tiberall. Bl1

BEHAUPTUNG 12. Es gilt:

u(t,x +z) —u(t,x) <

| N

furallet >0, x € R,z > 0.
Beweis. Nach (1.25) und Behauptung 3 gilt

u(t,x) = x —y(t x) 220 x—y(t,x+2z)
’ t - t
_ x—I—Z—yt(t,x—l—z) —%zu(t,x%—z)—?

B12

O



KAPITEL 2

Die Laplacegleichung

Die partielle Differentialgleichung
Au=0 inQ

mit einer offenen Menge Q0 C R" heifit Laplacegleichung. Ein u € C?(Q),
welches dieser Gleichung geniigt, bezeichnet man als klassische Losung
und nennt eine solche Funktion harmonisch. Die zugehorige inhomogene
Gleichung

(2.1) Au=f inQ
heifst Poissongleichung.
2.1. Die Fundamentallésung

Wir suchen eine radialsymmetrische (klassische) Losung der Laplace-

gleichung, d.h. eine Losung der Form u(x) = v(r) mit r := |x|. Wegen
dr X; .
-— = — =1,...
o x#0, i=1...,n
erhalten wir
x‘
Uy, = Z)/(r)f,
x? 1 x?
n = OO (5 )
und damit
n " nx2 , n 1 x2
Bu() = Youen(r) = /Y 3+ Y (5%
i=1 i=1 i=1
= Vo) (2 5) = v e
ror r

Also gilt Au(x) = 0 mit u(x) = v(r) genau dann, wenn
o (r) + n

erfillt ist. Mit der Substitution w = v’ ergibt sich die gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung w’ + “~1w = 0, deren allgemeine Losung
gegeben ist durch w(r) = 5% mita € R. Also ist

dr alogr +c, n=2,
Z)(?’) = 11/ n—1 = a 1
r [ — +c, n 2 3/

_10/(r) =0

mit a,c € R.
33
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DEFINITION 2.1. Die Funktion ® : R" \ {0} — R mit
1
—2—10g|x|, n=2,
(2.2) D(x) := T 1
n(n—2)V, |x|*=2’

heifst Fundamentallosung der Laplacegleichung. Hier ist

7.[71/2
Vi :=|BJ(0)| = NG
2

das Volumen der Einheitskugel im n-dimensionalen Raum.

>3,

Wie die obige Rechnung zeigt, ist die Fundamentallosung ® harmo-
nisch in R" \ {0}.

BEMERKUNG: nV,, ist der Oberflicheninhalt der Einheitskugel im n-
dimensionalen Raum, d.h. nV,, = [9B}(0)].

Satz 2.2. Sei f € C5(R"). Definiere

@3 ux)i=— [ OE—yf(dy=-@xf(x), reR"

Dann gilt
(a) ue CZ(]R”),
(b) Au = fin R™
BEMERKUNGEN:

(1) Der Satz beinhaltet keine Aussage iiber die Eindeutigkeit der Lo-
sung der Poissongleichung. Diesen Aspekt werden wir spéter stu-
dieren (vgl. Korollar 2.25).

(2) Das Integral

/Rn D(x —y)f(y)dy

konvergiert fiir alle x € IR". Insbesondere ist u in (2.3) wohldefi-
niert.

BeEwers. Sei x € R" beliebig. Da f nach Voraussetzung einen
kompakten Trager besitzt, finden wir ein R > 0 so, dass supp f C
Bg(x). Damit gilt

foo-nrwn| < [ el el

- /B LCE RO

<
< max f(W)l / y)ldy
z=x—Yy

= max 1f ()] / z)|dz.

Im Fall n = 2 erhalten wir unter Zuhllfenahme von Polarkoordi-
naten

1 R
/BR(O)|q)(Z)|dZ = 277-'/BR(0)‘10g |Z|‘dz — /0 7’|10g7’|d7’
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und der letzte Ausdruck ist endlich, da der Integrand in O stetig
fortgesetzt werden kann, wie man zum Beispiel mit der Regel von
L'Hospital zeigt. Im Fall n > 3 erhalten wir

1 dz
P dz = / < 00,
fono 12O = o [ <

da die Potenz im Nenner kleiner ist als die Raumdimension. [

(3) Da die Fundamentallgsung iiberall aufier in einem Punkt und so-
mit fast tiberall definiert ist, konnen wir sie dem soeben gesehe-
nen Beweis entsprechend als Element aus L}, _(R") auffassen.

(4) Satz 2.2 bleibt richtig unter schwécheren Voraussetzungen an den
inhomogenen Term f. Es geniigt zu verlangen, dass f kompakten
Trager hat und Holder-stetig ist, d.h. dass fiir ein s € (0,1) eine
Konstante C > 0 existiert mit

[f() = fW < Clx =y, YxyeR™
Auch dann ist die Funktion u aus (2.3) zweimal stetig differen-
zierbar und gentigt der Poissongleichung. Dabei sind die zwei-
ten Ableitungen von u Holder-stetig mit demselben Exponenten.
Unter der noch schwécheren Voraussetzung f € Co(IR") ist (2.3)
im Allgemeinen keine klassische Losung der Poissongleichung,
u ¢ C2(R").

BEWEIS VON SA1z 2.2. (a) Die Faltung ist kommutativ (Transformati-
onsformel!), d.h. es gilt

u(x) == [ Sx—y)f)dy = [ o)f(x=ydy.

n

Sei xy € R" beliebig. Ist R > 0 so gewihlt, dass supp f C Br(xp), so lassen
sich die partiellen Ableitungen des Integranden in B.(xp) fiir alle |a| < 2
abschétzen durch

D@ (y)f (x0 — )| < D(Y)XBr(xo)(y) sup [D*f(2)],

z€BR(x)

sie sind also allesamt durch eine wegen f € C*(R") und ® € L} _ inte-
grierbare Funktion majorisiert. Mit majorisierter Konvergenz (vgl. Lemma
A7) folgt nun bereits (a), wobei

Du(xo) = — [ ®(y)Df(x0—y)dy

(b) Fiir beliebige x € R"” und € > 0 ist nun

Bu(x) = = [ @)Aaf(x = y)dy

= oy POy = [ @) (- y)iy
=:Ie+ Je.
Es gilt

L] < sup [Axf(x—y g¢_0>0
p
y€B(0)
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denn der vordere Faktor ist wegen f € C3(IR") beschrinkt und wie in der
Bemerkung vorm Beweis gesehen ist ® {iber Kugeln um den Ursprung
integrierbar. Andererseits ist

= L W) A y)ay
=Dy f(x=y)
o —y))dy - ofx—y)
= AH\BE(O)<Vy®(y),Vyf(x y))dy /BBS(O)cb(y) ) W
=: K;—L,.

Die Greensche Formel ist hier anwendbar, da wegen supp f C Bg(0) ef-
fektiv nur tiber eine Kugel integriert wird, wobei das Integral tiber den
dufleren Rand verschwindet, da f selbst dort verschwindet. Es bezeichnet
a% die Normalenableitung, d.h.

If (x —y)

T(y) = (Vyf(x—y),v(y)),

wobei v(y) der Normaleneinheitsvektor ist, der senkrecht auf dB,(0) im
Punkt y steht und nach aulen bzgl. R" \ B.(0) zeigt, d.h. y + tv(y) ¢ R"\
B¢(0) fiir alle hinreichend kleinen t > 0 (vg. Anhang). In diesem Fall zeigt
v(y) in Richtung des Ursprungs. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

folgt
’ If (x —y)
v(y)
fiir ein C > 0, denn f € C3(R"). Daher ist

< |Vf(x—y)| <C VxyeR"

L|<cC O (y)|d
|Le| < ch(0)' (v)ldo(y)
_ {zcn\ log e|e|0Be(0)| = Celloge|, n=2,

< v €279B(0) 2 e InV, = € n >3,

— C
n(n—2) ‘ — n(n-2)Vy n—27

insgesamt gilt folglich L, 2% 0. Nun betrachte

Ko = o (o) Vuf (= y)dy

Green 0P

= - AP x—y)dy + - x —y)do(y).

Jeo0 22wy + [ SR~ y)ioty)
=0

Zur Benutzung der Greenschen Formel gilt dasselbe wie oben. Um die

normale Ableitung von ® zu bestimmen, errechnen wir

11y 1y
VeW) = ~onxlyliyl = " "
1 n—2y 1 vy
= — 7 = — >
VW) = vyl T vy M2
also
(2.4) Vo(y) = - Y
. y) = Vn > 2.

SV, yl -
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Fiir jeden Punkt iy € dB,(0) folgt wegen v(y) = —‘i—' nun

8<I>(y)_< 1y y>_ 1 P 1 1

ov(y)  \ nVulyl"" lyl/  naVilyl™'  nV,ert
Damit erhalten wir schliefllich
1
K. T o))

x—y=z 1 Lemma A.8
Y /aBS o [E)e(z) FES (),

e—0
Unterm Strich haben wir nun gezeigt, dass
gilt mit I, = 0 und J; — f(x). Die linke Seite hdngt aber von ¢ nicht ab,
weswegen Au(x) = f(x) ist. O
2.2. Distributionen

Unter C°(Q)) verstehen wir die Menge aller K-wertigen (K = R oder
K = C) Funktionen ¢ € C*(Q)) mit kompaktem Trager supp ¢ C Q.

DEFINITION 2.3. Sei () C R” offen. Als Testfunktionenraum D(Q)) be-
zeichnen wir die Menge Ci°(Q)) ausgestattet mit der folgenden Konvergenz: Fiir

@j, ¢ € D gelte @; LA @, falls es ein Kompaktum K C Q) gibt mit supp ¢; C K
Vj € N und

Jim sup [D*(;(x) — ¢(x))| =0
(d.h. D*¢; st D*¢) fiir alle Multiindizes & € (INg)".
Offensichtlich ist D(Q)) ein K-Vektorraum.
DEFINITION 2.4. Die Menge
D'(Q) ={T:D(Q) — K| T ist linear und stetig}

heifit Raum der Distributionen tiber Q). Ausfiihrlicher: Ein lineares Funktional
T : D — K heifit Distribution, wenn T(¢;) — 0 fiir jede Folge (¢;); C D mit

@; 20 gilt.
Offenbar ist D’ ein K-Vektorraum, denn
(MTh+ A Ta)(p) == MTi(g) + A Ta(e).
Beispiel (1). Sei f € L] (Q), d.h.
/ |f(x)]dx < o0
K

tir alle Kompakta K C Q). Betrachte das Funktional

Ty D(Q) 3 ¢ — /Qf(x)<p(x)dx.
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Das Funktional Ty ist offensichtlich wohldefiniert und linear. Sei ¢; 20
beliebig. Dann gilt

o)l = | [ F0edx] < [ 100l oyl

< suplg;(x)| [ F(x)ldx 0.

xeK

Also ist Ts eine Distribution. Distributionen, die eine solche Darstellung
besitzen, nennt man regulir. Um die Schreibweise zu vereinfachen, schreibt
man manchmal f statt Ty, d.h.

1) = [ ez
Beispiel (2). Betrachte
0:D(Q) 3 ¢ — ¢(0).

Das Funktional ¢ ist offensichlich linear. Sei ¢; 20 beliebig. Dann gilt

6(pj)l = 19j(0)] < sup|gj(x)| — 0.
K ]—>OO

xe

Also ist ¢ eine Distribution, die sogenannte J-Distribution oder -, Funktion”
oder Dirac-Distribution.

Satz 2.5. Die 6-Distribution ist nicht regulir.

BEWEIS. Angenommen, es gibt ein f € L{_(Q) mit

o(9) = [ Fx)p(x)dx = ¢(0) Vo e D).

Fiir jedes ¢ € D(Q) ist die Funktion x = (x1,...,x,) — x1¢(x) auch in
D(Q). Folglich ist

/Qf(x)xlq)(x)dx =0p(0) =0 V¢ € D).

Nach Lemma A.6 ist dann x; f(x) = 0 fiir fast alle x € (), also verschwin-
det f fast tiberall und wir erhalten

5(g) = ./QO-(p(x)dx — 0 VYgeDQ)

Das ist ein Widerspruch. g

Dennoch schreibt man manchmal formal
o(9) = [ s(x)p(x)dx,

obwohl §(x) wie gerade gesehen nicht im Sinne einer Funktion definiert
werden kann. Allerdings kann man ¢ beliebig gut durch reguldre Distri-
butionen approximieren, wie sowohl an spiterer Stelle als auch in den
Ubungen gezeigt wird.

Das Produkt zweier Distributionen, z.B. J - J, ist im Allgemeinen nicht
definiert. Im Falle reguldrer Distributionen T,, Ty € D'(Q)) mit f € L}, .(Q)

loc
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und a € C*(Q) erscheint es hingegen ganz nattirlich, das Produkt T,T
als

(LT (g) = [ a(0)f(x)p(x)dx

zu definieren. Offenbar gilt ap € D(Q) und folglich ist (T,Tf)(¢) =
T¢(ag). Diese Relation gibt Anlass zur folgenden allgemeineren Defini-
tion, in der nur eine der Distributionen reguldr sein muss:

DEFINITION 2.6. Fiir a € C*(Q)), T € D'(Q) setzen wir
(T.T)(¢) :=T(ag), ¢ D(Q).
Beispiel. T,0 = a(0)J, denn
(a6)(¢) = 6(ag) = a(0)¢(0) = a(0)é(¢).

Eine andere Schreibweise dieser Gleichung ist a(x)d(x) = a(0)d(x).

2.2.1. Ableitungen. Sei f € CP(Q)) mit einem p € IN. Dann gilt fiir
alle Multiindizes « € (INp)" mit |a| < p und alle ¢ € D(Q)

LD @g@ds = (~1)" [ (x)(D*g)(x)dx.

Dies wird durch folgende Definition konsistent auf Distributionen fortge-
setzt.

DEFINITION 2.7. Sei T € D'(Q)). Das Funktional
(D*T)(¢) := ()" T(D"p), ¢ € D(Q),
heifit die a-te Ableitung von f.

LEmMA 2.8. D*T ist eine Distribution. Insbesondere ist jede Distribution
beliebig oft differenzierbar.

BEwEIs. Linearitit: Fir alle ¢, ¢ € D(Q) und A,y € K gilt
(D*T)(Ag + py) = (=1)'T(AD*¢ + uD*y)
= M=1)MT(D*) + (DT (D)
= MD*T)(¢) + (D T) ().

Stetigkeit: Sei @y B0 fiir k — oo beliebig. Folglich gilt auch D* ¢y 2, 0 und

somit
k—00

(D*T)(gx) = (=1)*'T(D*gx) = 0.
]

Beispiel (1). Es sei n =1 und ) = R. Sei f € C(R) nirgends differen-
zierbar auf dem Tréager supp f, z.B.

[ee]

f= Y (1)) tsin((r)2t), te€ [-m, 7,
— ) r=0
0, sonst.

Da C(R) C L} _(R) ist, existiert die von f erzeugte reguldre Distribution
T¢, welche nach dem Lemma im distributionellen Sinne dennoch beliebig oft

differenzierbar ist.
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Beispiel (2). Es seien n = 1 und () = R. Betrachte die Heaviside-
Distribution

0(p)i= [ plx)dx.

8 ist offensichtlich eine reguldre Distribution, denn

0(p) = /lRG(x)Q(x)dx mit  0(x) = {(1): iig'
Es gilt
(558 () ==8) == [ x)x = —g(x)|"_T = 00,

d.h. 4 ist die distributionelle Ableitung der Heaviside-Distribution. Weiter
gilt

550) @) = (£9) (9)=9(9) = ~29) = ~4'0)

dxz (P - dx (P - (P - (P - qp .

Beispiel (3). Es seien wieder n = 1 und () = R. Dann definiert

(10g |x[)(9) := | log|x|p(x)dx

eine regulidre Distribution, denn log | - | ist lokal integrierbar. Ihre Ablei-
tung ist

(x1oslsl) (9) = — [ toglxlg'(xdx

= — lim [/_: log(—x)¢' (x)dx + /:o log x¢'(x)dx

e—+0
€
+/ log|x|(p’(x)dx} :
—e

Dabei gilt fiir die einzelnen Integrale

X=—¢

/%log(—x)go/(x)dx = 2 e g (—x)g ()

_ —o00 X

_— gDgcx)dx—|—logesgo(—£),

x——00

X—»00

logx ¢'(x)dx = - /Oo q)gcx)dx +log x¢p(x)
= - /Oo (chx) dx —logeg(e),

e—0

sup\qo’(x)\/ | log |x||dx — 0.
x€R —¢

X=¢&

IN

‘ log |x| ¢’ (x)dx

Insgesamt erhalten wir

(r0glal) (0 =tim [ ¥ 1 timtoge(p) ~ o)

e—0 |x|>g X
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Der hintere Limes ist 0, denn mit dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung gilt

e—0

|loge(g(e) — ¢(—e))| < [loge|max ¢'(¢)[2e — 0.
Wenn der vordere Limes existiert, bezeichnet man ihn als

(2.5) v.p./}R (P(x)dx = lim (P(x)dx

X e—0 |x‘>g X

und nennt ihn den Hauptwert (franzosisch: valeur principale) des Integrals

Jr @dx, welches im Allgemeinen selbst nicht konvergiert.

Wir untersuchen nun (2.5) auf Konvergenz. Betrachte

/ qv(X)dx:/ ¢(X)dx+/ o(x)
|x|[>e X J1>|x|>e X Jx|>1 X

Das hintere Integral ist endlich, da der Integrand stetig ist und ¢ einen
kompakten Trager hat. Das vordere Integral zerlegen wir weiter in

/ qo(X)dx:/ ¢(x) —(P(O)dx+/ 2O 4 — 14 )
1>|x|>e X 1>|x|>e X 1>|x[>e X

Um zu zeigen, dass der Grenzwert von [, fiir ¢ — 0 existiert, gentigt es,
das Integral

/1 o(x) —¢(0) ;.

zu betrachten. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist der
Integrand auf ganz [0, 1] beschrankt durch maxgc(o 1) |[¢'(¢)| und I somit
konvergent. Auf der anderen Seite ist der Integrand von ], beschrankt auf
{e <|x| <1} und dariiber hinaus punktsymmetrisch zum Ursprung, also
ist Jo = 0. Der Hauptwert (2.5) existiert also.

Schliefilich definieren wir die Distribution

<7331C) (¢) :=v.p. /]R (Pix)dx = lim . de.

e—0 |x|>g X

Die obige Rechnung zeigt, dass P1 die distributionelle Ableitung von
log |x| ist.

ProrosITION 2.9 (Leibnizformel fiir Distributionen). Seien a € C®(Q)),
f € D'(Q). Dann gilt

D*(af) = Y CEDPaD* Py

p<u

mit geeigneten Konstanten C,f .

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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2.2.2. Integrale. In diesem Teilkapitel sei stets () = IR.

DEerINITION 2.10. Eine Distribution § € D'(Q) heifit Stammdistribution
von f € D'(Q), wenn g’ = f gilt. Man schreibt

g(x) = [ flx)dx.

LeEmMA 2.11. ¢ € D'(Q) ist genau dann eine Stammdistribution von f €
D'(Q), wenn fiir alle ¢ € D(Q)) gilt

g(¢") = —f(9).

Bewers. ¢'(¢) = f(¢) Vo e D(Q) & —g(¢') =f(p) Vo€ D(Qé

Satz 2.12. Jede Distribution f € D'(Q) besitzt eine bis auf eine additive
Konstante eindeutige Stammdistribution, d.h. fiir beliebige Stammdistributionen
g1 und g von f existiert ein ¢ € K mit

s1(9) —g2(9) = ¢ [ p(x)dx, 9 € D(Q).

Bewers. (a) Existenz: Betrachte die Testfunktion (Ubung!)

1
n(x) = {Ce"p<|x2—1)' T [ ndx =1

0, x| > 1,
Definiere zu ¢ € D(Q) die Funktion
* oo ! !/
26 vwi= [~ (@ @ [ o)) e

BEHAUPTUNG: € D(Q)).
Bewers. Offenbar ist i € C®°(IR) (vgl. Lemma A.7). Sei R > 0 so grof,
dass supp ¢ C (—R, R). Offensichtlich gilt

P(x) =0  furalle x < —max{R,1}.
Fiir alle x > max{R, 1} gilt
(¢S] ~+o0 o
) = [ _e@d— [ g@hae [ y@dz=o.
Folglich ist supp y kompakt.
Betrachte das lineare Funktional g : D — K mit

(2.7) g(p):=—f(¥)+a /1R(P(€)d€ mit ¢; € K Dbeliebig.
BEHAUPTUNG: g ist stetig (also g € D'(Q))).
Bewers. Sei (¢;); C D(R) mit ¢; j_%> 0. Sei R > 0 so grof, dass
supp ¢; C (—R,R) fiir alle j € IN. Dann definiert
0= [ (0@ 10 [ oerae) ac
wie oben gesehen fiir alle j € IN eine Testfunktion ¢; € D(IR) mit supp ¢; C
K := [-max{R,1},max{R,1}], j € N. Wir wollen zeigen, dass 1; HLOJ 0.
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Da ¢; und alle Ableitungen auf K O (—R, R) gleichméBig gegen Null
konvergieren (vgl. Definition 2.3), gilt auch

sup 9y()| < ([ loy@ldz + [ n(@)a [ lo,@ae’) =0

und ferner fiir jedes k € IN unter Verwendung des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung

sup |4y = sup | £ (0 -0 [ gi@ae)
xeg dxk ! xeg dxkil (P] 1 - 90]
1 . / ;=
< sup |2 94(x)| +C [ 1gy(@)lde’ 0.
xek | 4X K

Damit gilt ¢; L 0.
]—00

Da f nach Voraussetzung stetig ist, folgt nun aus g, L 0 und

]
l[)j L 0
j—ro0
o j—oo
glo) =) +e [ @@ =S,
Folglich ist g stetig, also eine Distribution.

Sei nun ¢ die Testfunktion, die man durch (2.6) aus ¢’ erhilt, d.h.

v = [ d@dc- [ g@de- [ o@dc = o).
\_:0

Hiermit gilt

g(0) = —fW)+ar [ ¢/@d = f(p)

—0o0
=0
fir alle ¢ € D(R) und aus Lemma 2.11 folgt, dass g eine Stammdistribu-
tion zu f ist.
(b) Eindeutigkeit: Sei g, € D'(R) eine Stammdistribution zu f. Aus (2.6)
folgt

o) = ¥+ [ o)
$2(9) = gz<¢’>+gz(77)/Rqo(€)d€
salp) = —1() +gln) [ oz

~
=—0C

g ist linear
—

Lemma 2.11
—

Ein Vergleich mit (2.7) liefert ¢ — g» = ¢1 +¢2 :=c. O

BEMERKUNG. Aus Satz 2.12 folgt, dass die allgemeine distributionelle
Losung der Differentialgleichung

u'=f mit feD(R)
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die Form u = g + c hat. Hier ist g eine Stammdistribution von f und c eine
Konstante. Insbesondere folgt aus u’ = 0, dass u € D'(R) eine regulére
Distribution

ug) =c [ glx)dx.

—00

2.2.3. Fundamentallésung als Distribution. Betrachten wir die allge-
meine Form linearer partieller Differentialgleichungen k-ter Ordnung

(2.8) Y aD'u=f inQCR"

|| <k
mit konstanten Koeffizienten a,.

DEFINITION 2.13. Eine Distribution ® € D'(Q), welche der Differential-
gleichung

(2.9) Y a,D*® = -5

la|<k
geniigt, heifst Fundamentallosung.

Gleichung (2.9) definiert die Fundamentallosung nicht eindeutig: Sei
u € D'(Q) eine Losung der homogenen Differentialgleichung. Dann ist
® + u auch eine Fundamentallésung. Dennoch spricht man haufig von der
Fundamentallosung, sobald man eine geeignete gefunden hat.

SATZ2.14. Sei f € D'(Q)). Dann ist die distributionelle Faltung (vgl. Ubung)

u(x) = = [ @(x=y)fdy
eine Losung von (2.8) in D' (Q)).

Beispiel (1). Sei QO = R? Wir zeigen, dass die Funktion ®(x) =
- % log |x|, die wir im Zusammenhang mit der Laplacegleichung als Fun-
damentallosung bezeichnet haben, auch im Sinne von Definition 2.13 eine
Fundamentallosung von —Au = f ist.

Da log | - | lokal integrierbar ist, ist ® eine reguldre Distribution. Wir
wissen weiterhin, dass log|-| € C*®(R?\ {0}) und dass Alog|x| = 0 fiir
alle x € R?\ {0}. Sei ¢ € D(R?) mit supp ¢ C Br(0). Dann gilt

(Aloglx[)(¢) = loglx|(Ag) = /B(O)IOgIXIM(X)dx
R
= i log |x|Ag(x)d
A, e er og |x|Ag(x)dx
= i log |x|Ag(x) — @(x)Al d
Jim s<\x\<R( og [x|Ag(x) — ¢(x)Alog |x|)dx
Green  Jim log 12|22 (x) — (x) 2 log |x| ) dor(x)
T 0 e OB Gy PGy 08
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wobei man beachte, dass im Integral tiber die e-Sphére der Einheitsnorma-
lenvektor in Richtung des Ursprungs zeigt. In Polarkoordinaten erhalten
wir

_ 2 dp(r, ) d
lim e/o duc< — long +o(r,a) arlogr)

e=+0 ~—— 7 r=¢
. 27T a(p(i’, zx) . 27
- - fimctoge [0t [ gt
=0
27T

= lim (p(e, ) — 9(0))da + 27Tp(0)

e—=+0.J0
= 27g(0).

Damit ist in der Tat —A® = 4. Analog sieht man
. 1 1
—ADP =06 mit O(x) = n > 3.

n(n—2)V, |x|*=2’
Beispiel (2). Betrachte die lineare Transportgleichung
ur(t,x) + (b, Vu(t,x)) =0, (t,x) € RxR",
mit konstanten Koeffizienten b € IR”. Dann ist die Distribution
D(g) =~ (0(6(x — 1) (9) = — [ glt,br)dt, ¢ € DR™Y),
eine Fundamentallosung, denn es gilt
(@:+ (D, VD)) (¢) = —P(p:+(b, Vo))
_ /0 (¢u(t,bt) + (b, Vo (t, bt)))dt
o
= [ Gotenat = —g(0) = ~é(e).

BeMERKUNG. Mit Hilfe der Distributionentheorie kann man alle distri-
butionellen Losungen der Differentialgleichung

Y axD*u=—6, a, €R,

la| <k

finden. Dafiir benutzt man die Fouriertransformation von Distributionen.

2.3. Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen

Satz 2.15 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen). Sind () C R”
offen und u € C?(Q)) harmonisch, so gilt

1 1
w) = g [ dey) = g [ )y

fiir jede Kugel B,(x) mit B,(x) C Q.
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Jede harmonische Funktion ist also gleich ihrem Mittelwert auf um-
hiillenden Kugeln bzw. Kugeloberflachen (man beachte: 1V, 1
= |9By(x)]n—1 und V1" = |B,(x)/|n).
BEMERKUNG. Aus der Funktionentheorie ist der Mittelwertsatz von Gauf3
bekannt (hier gilt n = 2): Ist f : Br(a) — C, Br(a) C C holomorph, so ist
1

27 io
fa) = 27 Jo f(a~|—re )dq), 0<r<R.

BewEis. Betrachte zunédchst fiir ein beliebiges x € () die Funktion

L 1 y=x+rs 1
FO) = s [, o w0 =7 [ o),

definiert fiir alle hinreichend kleinen r. Hierfiir gilt mit majorisierter Kon-
vergenz

ron 1 / 1 / ou
F'(r) = i aBl(())(Vu(x—I—rs),s)da(s) = Vs b0 v (x +rs)do(s)

T G TP S ]
VL Jag,(x) av(y)da(y) - nVurl Br(x)Au(y)dy—O,

also ist F konstant. Daher ist

1 1

nVrn—1 /BBr(x) u(y)doly) = lslﬁ)lW /E)Bg(x) u(y)do(y) = u(x),

wobei Lemma A.8 benutzt wurde. Somit ist die erste Gleichung bewiesen.
Hieraus folgt auch die zweite Gleichung via

1 1 r
d — / / d )d
Vit /B,(x)u(y) 4 Var™ Jo ( aBp(x)u(y) o(y) | dp
1. Gleichung 1 r n—1
— Vnr"/o (nVnp u(x)) dp

= nu(x) /r 0" ldo = u(x).

" 0

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 2.15.

Satz 2.16. Ist Q C R" offen und gilt fiir u € C*(Q)) die Identitiit

1
u() = g [, H0d0w)

fiir beliebige Kugeln B,(x) mit B,(x) C ), so ist u harmonisch.
x)

BEwEIs. Angenommen, Au(x) # 0 fiir ein x € ), ohne Einschrankung
gelte Au(x) > 0. Wegen Au € C(Q) gibt es ein r > 0 so, dass Au(y) > 0
fir alle y € B,(x). Betrachten wir wieder die Funktion F aus dem Beweis
von Satz 2.15, so folgt daraus

1
() —
F'(p) = AVl /Bp(x) Au(y)dy > 0 Vpe (0,r).
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Also gilt
1 .
T " = F0) > By FC) = ()
Dies ist jedoch ein Widerspruch. Daher folgt Au = 0 in Q. ]

BEMERKUNG. Es gilt auch die folgende Variante der Umkehrung von Satz

2.15: Ist Q C R" offen und gilt fiir u € L, () die Identitit
1

ue) =g [ u)dy

fiir beliebige Kugeln B, (x) mit B,(x) C Q, so ist u harmonisch.

2.4. Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

Satz 2.17. Sei QO C R" offen und beschrinkt und sei u € C2(Q) N C(Q)
harmonisch auf Q).

(a) Es gilt maxu(x) = maxu(x), d.h. u nimmt sein Maximum iiber Q)
xeQ x€dQ)

S
auf dem Rand an (schwaches Maximumprinzip).

(b) Ist Q) ferner zusammenhingend und gibt es ein xo € Q mit u(xp) =
max u(x), so ist u konstant auf Q) (starkes Maximumprinzip).
xeQ)

BEMERKUNGEN. (1) Ist u harmonisch, so ist —u ebenfalls harmonisch.
Dabher gilt mit (a) auch
Ixré%l u(x) = min u(x).

(2) Eine Menge () C R" heifst zusammenhiingend, wenn sie nicht in zwei
disjunkte nichtleere in () offene Mengen zerlegt werden kann. Dies ist
offensichtlich dquivalent dazu, dass jede nichtleere in () sowohl offene als
auch abgeschlossene Menge notwendig ganz ) ist. (Erinnerung: Eine
Menge A C Q) heifit offen in ), falls eine offene Menge B C R”"
existiert mit BN Q) = A, und abgeschlossen in (), falls QO \ A offen
ist in ().)

BEwEIs. Zunidchst beweisen wir (b), danach folgern wir (a) aus (b).
Dazu setze

M :=maxu(x), S:={yeQ|uly)=M}.
xeQ)

Nach Voraussetzung ist xo € S, insbesondere ist S also nichtleer. Wir
zeigen nun, dass S in () sowohl offen als auch abgeschlossen ist, wor-
aus S = () folgt, da () nach Annahme zusammenhéngend ist. Wegen
u € C(Q) impliziert dies die Behauptung.

Abgeschlossenheit: {M} C R ist abgeschlossen und u : () — R ist stetig.
Damit ist S = u~1({M}) in Q abgeschlossen.

Offenheit: Seien x € S und 0 < r < dist(x,0()). Angenommen, es gibt
ein yo € B,(x) mit u(yo) < M. Aufgrund der Stetigkeit von u gibt es dann
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eine offene Umgebung U von yo in B, (x) so, dass u(y) < M fir alle y € U.
Folglich gilt

1 1
_ dy = / d / dy | < M
ux) =y /By(x)u(y) Y= G | Sy g W+ uy)dy
<M <M

und somit x ¢ S, ein Widerspruch. Fiir alle yo € B,(x) gilt daher u(yo) =
M, also B,(x) C S. Somit ist x ein innerer Punkt von S und da x beliebig
war, ist S offen.

Damit ist (b) bewiesen.

(a) folgt aus (b), denn eine offene und beschrankte Menge (2 ldsst sich
darstellen als disjunkte Vereinigung

o=,
iel
offener, beschrankter, zusammenhéngender Mengen ();, wobei I irgendei-

ne Indexmenge ist. Offenbar gilt stets

max u(x) > max u(x).
_xeﬁ xeoQ)

Angenommen,

M := maxu(x) > maxu(x),
xeﬁ x€0Q)

dann existiert ein y € Q) mit u(y) = M. Es gibt genau ein i € [ mit
y € O; und mit (b) folgt u = M auf ganz ();. Insbesondere ist u = M auf
0Q); C 92 und folglich

max u(x) > M.
x€0Q)

Das aber ist ein Widerspruch zur Annahme, also gilt auch (a). 0

Wir sehen nun eine Anwendung des Maximumprinzips:

KoROLLAR 2.18. Sei Q) offen und beschrinkt. Sind g € C(0Q) und f €
C(Q), so gibt es hichstens eine Losung u € C>(Q) N C(Q) des Randwertpro-
blems

Au=f inQ,
u=g auf Q.

BEweErs. Seien up,u; € C2(Q)) N C(Q) zwei Losungen des Randwert-

problems. Fiir tw := u; — up gilt dann

Aw =0 1in (),
w=20 auf 0Q)

und mit Satz 2.17 folgt w(x) < 0 Vx € Q. Dieselbe Argumentation zeigt
auch die umgekehrte Ungleichung und somit letztlich u; = u,. O
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2.5. Regularitdat harmonischer Funktionen
Sarz 2.19. Sei QO C R" offen. Besitzt u € L} (Q)) die Mittelwerteigenschaft
1
u(x) = ———= u(y)do
O = RIOLL )
fiir jede Kugel B,(x) mit B,(x) C Q, soist u € C®(Q).

Ist u € C?(Q) harmonisch, so besitzt u nach Satz 2.15 die Mittelwert-
eigenschaft. Mit Satz 2.19 erhalten wir also:

KOROLLAR 2.20. Ist u € C2(Q) harmonisch, so ist u € C*(Q).

Das folgende Korollar ist eine Verscharfung von Satz 2.16: Anders als
dort wird hier nicht gefordert, dass u zweimal stetig differenzierbar ist,
sondern lediglich lokal integrierbar.

KOROLLAR 2.21. Ist QO C R" offen und erfiillt u € L}, (Q)) die Mittelwert-
eigenschaft
1

nV,rn-1 /aB,,(x) u(y)do(y)

fiir jede Kugel B,(x) mit B,(x) C Q, so ist u harmonisch.

u(x) =

Bewers. Da u die Mittelwerteigenschaft erfiillt, ist mit Satz 2.19 u €
C*(Q). Dann ist insbesondere u € C?(Q)) und nach Satz 2.15 ist u harmo-
nisch. U

BEWEIS VON SAT1z 2.19. Wir verwenden die aus den Ubungen bekannte
Methode der Gldttung durch Faltung mit dem Friedrichsschen Standard-
glétter 1. Sei 77 : [0,00) — R mit 77(|x|) = #(x), x € R". Dann gilt fiir jedes

x € Q)
/ 7 (y iy = 5 [ 7 ('y’> u(x — y)dy
B(0) "\ €

=y 1 (‘ |> u(x +2)dz
e BE(O)

Nach Ubergang zu sphiarischen Koordinaten (r,s), r = |z|, s € 9B,(0),
erhalten wir also unter Ausnutzung der Mittelwerteigenschaft

ue(x) = el” 0817 (g) </<93,(0) u(x —I—s)da(s)) dr

=nV,r" lu(x)

— LZ(X) /0817 (g) " dr = u(x) /5(0) e (z) dz = u(x).

€

Wegen u, € C®(()) ist damit auch u € C®((),). Da aber ¢ beliebig klein
gewdhlt werden kann, ist u € C®(Q). O

Als Nachstes wollen wir Schranken fiir die Ableitungen harmonischer
Funktionen angeben.
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Sarz 2.22. Sei (O C R" offen und beschrinkt. Ist u : O — R harmonisch,
so gilt

N C
|D*u(x)| < rn%HMHLl(B,(x))

fiir jede Kugel B,(x) C Q mit B,(x) C Q und jeden Mutliindex « der Ordnung
|a| = k. Die Konstanten sind gegeben durch

on+1,, 1 \k
Ce = ﬂ, k € Ny (00 = 1).
Va

Hier bezeichnet
= d
i m e = [, 1u(w)ldy
die L'(B,(x))-Norm von u.

BeEweEils. Induktion tiber k. Fiir k = 0 erhalten wir mit dem Mittelwert-
satz 2.15 sofort

1 Co
1) @l < g [ )y = g s )

Aus technischen Griinden betrachten wir noch den Fall k = 1 gesondert,
bevor wir zum Induktionsschluss kommen, welcher jedoch von der Idee
her im Wesentlichen genauso geht. Wegen |a| = 1 ist D*u = u,, fiir ein
ie{l,...,n}.Da Auy, = a%Au, ist diese Funktion harmonisch und mit
dem Mittelwertsatz 2.15 und mit partieller Integration folgt

1 A
D*u(x :7,1/ uy, (y)dy| = / u(y)v;(y)do
D) = | f o 8] = 5 [ W) <y>‘
2" 2" ryn-1
< < r
< G g, M) < G5 max )] (3)" e
2n
= 7y€g13a%>§x) |u(y)l-

Fiir jedes y € 9B; (x) ist B: (y) C B,(x) C Q, hierfiir gilt also wie in (2.10)
n

. 2
) = 3 s, w)

r
2

1
luy)| < ——wllulls
Vu (5) (

und die obige Abschidtzung setzt sich fort durch

2n 2" C]
|D*u(x)| < T Vo H”HLI(B,(x)) = mH”HLl(B,(x)),

womit die Behauptung auch fiir k = 1 gezeigt ist.

Es sei also nun k > 2 und die Aussage des Satzes gelte bereits fiir
alle Multiindizes, deren Ordnung hochstens k — 1 ist. Sei « € (INp)” mit
la| = k. Dann ist D*u = (DPu),, fiir einen geeigneten Multiindex B der
Ordnung k —1und eini € {1,...,n}. Es gilt AD*u = D*Au, also ist D*u
harmonisch. Vollkommen analog zur Rechnung im Falle k = 1 erhalten

wir dann L
n
D~ < = DF )

|D*u(x)| < . yerng?x)! u(y)|
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Nun ist fiir jedes y € 9B: (x) auch Bk%r(y) C B,(x) C O und nach Induk-
tionsvoraussetzung erhalten wir

Cr_ Cr—
DPu(y)| < —— s llullis,, wy < e oo
k-1 k7 k-1
() ()
womit sich die obige Abschitzung fortsetzt zu
kn Cr_1 knCy_q

ID*u(x)| < — ——— g lullEm) = -
r (%r)n+k 1 (Br(x)) (kiTl)i’l-‘rk 1rn+k

||“||L1(B,(x))-

Wegen % < 2 ist hierbei

knCe1 kn 2" n(k—1))1  kn(2"ink)k1 < k )”
o\ k-1 - o\ k-1 V. - \V k—1
)T |
S kn(2n+1nk)k—12n+1 _ (2n+1nk)k _ Ck
und der Beweis ist vollendet. O

Satz 2.23 (Liouville). Jede beschrinkte harmonische Funktion u : R" — R
ist konstant.

BEweEis. Seien x € R” und |a| = 1. Mit 2.22 erhalten wir

G G
IDu(x)] < Sl m e = gy [, 10(0)ldy
< E v sup fu(y)| = S sup Ju(y)] 0.
r
yeR" yeR"
Damit ist Vu = 0 und u folglich konstant. O

SATz 2.24. Es sei f € C3(R"), n > 3. Dann hat jede beschriinkte (klassische)
Losung der Poissongleichung

Au=f inR"
die Form
u(@) =~ [ ®(x—y)fy)dy+c
mit einer geeigneten Konstante ¢ € R.

Bewess. Sei u € C?(R") eine beschrinkte Losung der Poissonglei-
chung. Nach Satz 2.2 ist

i(x) = — [ @(x=y)f )y

ebenfalls eine Losung der Poissongleichung. Sei R > 0 so grof3, dass
supp f C Bg(0). Dann gilt

3 maxyern |f ()| dy
<m d(x —y)|dy = ye

li(x)| < yeﬁlg,f\f(y)\ 5e(0) |@(x —y)|dy nn—2V,  Jseo) x—y]" 2
_ maxyern |f(y)| dy

n(n—=2)Vy  Jg(x) ly["%
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BEHAUPTUNG: / % < / d;:/_z < 00,
Br(v) [V x(0) [l

Bewels. Mit

= [Br(x) N Br(0)| = [Br(x)* N Br(0)]

ly|>R <R
/ dy y|§ M \y\g / dy
Br(x)NBR(0 ‘y’n -2 =2 Br(x)*NBg(0 ‘y’n -2

Somit erhalten wir

/ dy :/ dy +/ dy
JBgr(x) |y|n_2 Br(x)NBg(0 |y|n 2 Br(x)NBr(0 ’y|n 2

dy dy
<o o
ﬁBR |y|n 2 Bgr(x)¢NBg(0 ’y|n 2

_/ ww
5]

Also ist @ beschrankt. Die Funktion w := u — # ist folglich ebenfalls
beschrankt und harmonisch in IR”, nach dem Satz von Liouville (Satz 2.23)
also konstant. Das war zu zeigen. O

gilt

Als eine Anwendung von Satz 2.24 erhalten wir die folgende Eindeu-
tigkeitsaussage fiir die Poissongleichung.

KoORrROLLAR 2.25. Es sei f € C(Z)(IR”), n > 3. Dann besitzt die Poissonglei-
chung
Au=f inR"
genau eine Losung mit

lim u(x) =0.
|x| =00

Diese ist gegeben durch

@11) u(x) = = [ O(x—y)f)dy.

BEwEIs. Zunichst zeigen wir, dass (2.11) der Bedingung lim,|_,, u(x) =
0 geniigt. Mit R > 0 wie im Beweis von Satz 2.24 und mit der dortigen
Rechnung erhalten wir fiir x € Br(0) dann

dy 1 |x|—o0

< < n
MO C Jyo) ey ? = Cdistle B 2N

0.

Ist u; eine weitere Losung mit lim_,o #1(x) = 0, so hat diese nach Satz
2.24 die Gestalt u; = u + c fiir ein ¢ € R. Aus der Limesvoraussetzung
folgt jedoch ¢ = 0 und damit u = u;. O
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2.6. Die Harnacksche Ungleichung

Sarz 2.26 (Harnacksche Ungleichung). Sei () C IR" offen und beschriinkt.
Zu jeder zusammenhingenden offenen Menge V. C Q mit V. C Q gibt es eine

Konstante Cy > 0 so, dass fiir jede nichtnegative harmonische Funktion u : Q) —
R gilt
(2.12) supu(x) < Cy inf u(y).

xeV yev

BEMERKUNGEN:
(a) Die Harnacksche Ungleichung (2.12) ist d&quivalent zu
Cylu(y) < u(x) < Cyuly), xyeV.

(b) Wir diskutieren den Fall n = 1, O = (—1,1), um die Aussage des
Satzes intuitiv zu verstehen. Hier hat offenbar jede harmonische
Funktion die Gestalt u(x) = ax + b und ist genau dann nichtnega-
tiv, wenn b > |a|. Betrachten wir beispielsweise V = (—1/2,1/2),
so ist

4|

=b+ ', inf =b—
Swput) =b+g

la|

2

und die Harnacksche Ungleichung gilt mit Cy = 3, denn
|a|
2 )

(c) Fur V = Q gilt die Harnacksche Ungleichung im Allgemeinen

nicht: Die Funktion u(x) = x + 1 ist harmonisch auf Q = (—1,1)
und es gilt

|tl| a
LSRN — — —

supu(x) =2, infu(x) =0,

xeQ) xeQ)

eine Konstante C > 0 mit 2 < C -0 existiert jedoch nicht. Die
Voraussetzung V C Q in Satz 2.26 darf also nicht weggelassen
werden.

BEWEIS VON SATZ 2.26. Sei r := %dist(V, 9Q)) > 0 und seien x,y € V
mit [x —y| < r. Mit dem Mittelwertsatz 2.15 folgt
1 1
U(x) = ——— u(z)dz > / u(z)dz
() Vi (2r)" /Bzr(x) (2)dz 2 Viu(2r)" JB,(y) )

2*71

= u(z)dz =27"u(y),

G fy v v)

wobei in der Ungleichung die Nichtnegativitdt von u ausgenutzt wurde
sowie die Tatsache, dass By,(x) D B,(y). Dieselbe Rechnung funktioniert
auch mit vertauschten Rollen von x und y, insgesamt erhalten wir also

(2.13) 2"u(y) > u(x) >27"u(y) Vx,y € Vmit|x—y| <r.

Um dies einsetzen zu konnen, zeigen wir zuerst die folgende

BEHAUPTUNG: Es existiert eine endliche Uberdeckung von V aus offe-
nen Kugeln B,(z;) C Q,i =1,...,N, mit B,(z;) N B,(z;—1) # O fiir alle
i=2,...,N.
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Bewkis. Da V kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung von
V mit offenen Kugeln By von Radius r. Sind By und Bj_; disjunkt, so
schlieflen wir mit folgender Konstruktion die Liicken: Da V offen und
zusammenhingend ist, gibt es einen stetigen Weg v : [0,1] — V, der
die Mittelpunkte dieser Kugeln miteinander verbindet. Da das Intervall
[0, 1] kompakt ist, ist ¢ gleichm&Big stetig und folglich existiert ein 6 > 0
so, dass |y(t) —y(¥)| < r fir alle t,#' € [0,1] mit |t — | < 4. Sei nun
0=t <t < ... <ty =1 eine Zerlegung des Intervalls [0,1] mit
ti—tig <6,i=1,...,M. Dann ist B,(y(t;)) N B,(y(ti—1)) # D fiir alle
i = 1,..., M. Betrachtet man alle Paare By, By_1, so erhilt man also mit
diesem Verfahren durch Hinzunahme endlich vieler weiterer Kugeln eine
endliche Uberdeckung von V mit der geforderten Eigenschaft.

Seien nun x,y € V beliebig. Es gibt k,] € {1,...,N} mit x € B,(z),
Yy € B,(z;), wobei ohne Einschréankung k < [ sei. Sei Z; € B,(zj) N B,(zj11)
fiir j = k,...,I — 1. Dann erhalten wir duch sukzessives Anwenden von
(2.13)

u(x) >27"u(zg) >27"27"u(2g) > 27"27"27 " u(zp41)
2 . 2 2—112—2(1—k)71u(zl) Z 2—2112—2(1—/()711/[(]/)'

Da die gewiahlte Uberdeckung von V endlich ist, gilt I —k < N — 1, also
2-2(=k)n > 2=2(N=-1)n ynd somit
u(x) > 272y (y).

Wieder funktioniert dasselbe Argument auch mit vertauschten Rollen von
x und y, insgesamt erhalten wir also

22Ny (y) > u(x) > 27N "u(y) Vx,yeV

und somit die Behauptung. U

2.7. Greensche Funktion

Das Ziel dieses Abschnittes ist, das Dirichletproblem fiir die Poisson-
gleichung

Au=f inQ,
u=g aufodQ),

zu losen.

LEMMA 2.27. Es sei QO C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand. Ist u €
C%(Q) N CY(QY) eine Losung der Poissongleichung

Au=f inQ
mit f € C(Q) N LY (Q), so gilt

_ ) =)
u() = [ (06— 5 — ) " ) dot) - [ @G- w)riy

fiir alle x € Q).
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BEwEIs. Zu beliebigem x € () wihlen wir ¢ > 0 so klein, dass B.(x) C
Q). Mit der Voraussetzung f = Au und unter Zuhilfenahme der Green-
schen Formel erhalten wir

/Q\@D(x —y)f(y)dy

Be(x)

= [ |- y)duly) - uly) 8,0(x ~y) | dy

Jo\B.(x) ~

B ou oP(x —y)
[y (@ =950 =) Y doty
B ou oP(x —y)

= [ (06— 05500 —ut) G ) oty

du oP(x —y)
- /3B£(x) (CI)(x - y)g(y) - u(y)ay(y)> do(y),

wobei sich das Vorzeichen im letzten Schritt aus der Orientierung des du-
Beren Normaleneinheitsvektors ergibt. Wir treffen die Unterteilung

o w2l )
[ (2605t - 52 doy)

w(y)
- /asax)q"x‘y)gﬁ(y)dv(y) - /aBg(x)u(y)EWda(y)
= IS - Ie

und berechnen einzeln

y—x

Ll = / d(x—y) (vu, L= Vg
I 2B, () x y>< ! !y—X\> U(y)‘

< max |®(x— - max |Vu nV,e" 1 ﬂ>0,

< yeaBe(x)\ (x—y)| yeBg(x)l )]

beziehungsweise
oY / u(x — 2)(V,0(2), v(z))do(z)
2B, (0)
2

ey _ 1 e _
= PR /33S(0)u(x z)do(z)

y=x—z _i 1 LemmaAg8
2 e o H)o(y) B ().

e—0

Also erhalten wir insgesamt

/Q<D(x —y)f(y)dy :/a

(06—t —utn) G ) dotw
- (Ie - ]s)
ho\/_/

—ru(x)

[§)

und da die linke Seite nicht von ¢ abhéngt, folgt die Behauptung. O
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DEFINITION 2.28. Sei () C IR" offen. Betrachte zu jedem festen x € Q) die
Randwertaufgabe

AyF(y) =0, yeqO,
F(y) =P(x—y), yeQ.

Falls diese eine Losung Fy(-) € C?(Q) N C(Q) besitzt, so nennt man

G: O\ {(xy) e Plx=y} >R Gxy):=D(x—y) — F(y)
die Greensche Funktion fiir ().

Offenbar gilt G(x,y) = 0 fiir alle y € Q).

Satz 2.29. Es sei QO C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand. Ist u €
C%(Q) N CY(Q) eine Losung der Randwertaufgabe

Au=f inQ,
u=g aufodQ),

mit f € C(Q)NLYQ), ¢ € C(BQ) N LYIN), und existiert die Greensche
Funktion G(x,y) = ®(x —y) — F(y) fiir Q mit Fy(-) € C1(Q), x € O, so gilt

ux) = = [ s G dotw) - [ £

Bewels. Da u die Randwertaufgabe 16st, gilt mit der Greenschen For-
mel

/Q Fe(y) f(y)dy = /Q Fe(y)Au(y) —u(y) Any(yg) dy

_ (B@ﬁ“”—uwf“@)dﬂw

oo\ W50 M 500)
_ _oaouy) o 0E(y)
~ [ (o -05 —s Ty ) dotw)

Setzen wir dies in die aus Lemma 2.27 bekannte Darstellung von u ein, so
erhalten wir

() "G Y doty) - [ @) fdy

_ y dG(x,y) | 9F(y)
- ma<¢““‘)awy> s (ol B) ) oW
/Q (x,y) + Fe(v)) f(y)dy

=
—~
=
N—
Il
o\
o}
N
o
—
=
|
[«BJ 5]
=
<
N—
:

0

Satz 2.30 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei () C R" offen und
beschriinkt mit C'-Rand. Existiert die Greensche Funktion G(x,y) = ®(x —



2.7. GREENSCHE FUNKTION 57

y) — Fe(y) fiir Q mit Fy(-) € CH(Q), x € Q, so ist sie symmetrisch, d.h. fiir
alle x,y € Q mit x # y gilt

G(x,y) = G(y, x).

BEwEIs. Seien x,y € () mit x # y beliebig. Setze v(z) := G(x,z) und
w(z) := G(y,z). Dann ist

Av(z) =0 firz #x,
Aw(z) =0 furz#y,
v(z) =w(z) =0 firz € Q.

Sei ¢ > 0 so klein, dass |x — y| > 2e und B¢(x) sowie B¢(y) komplett in

Q) enthalten sind. Setze V := Q) \ B¢(x) U B¢(y). Dann erhalten wir mit der
Greenschen Formel

/ (0(2) Aw(z) —w(z) bo(z))dz
! > =

ow v
=/ (\Q Sz —u(z) av@) do(2)

=0 =0

und somit

(2.14) /a - (w(z)gz(z) _ v(z)?;j(z)> do(z)

-/ . (ZJ(Z)?)Z’(Z) _ w(z)Si(z)) do(z).
G

Die Funktion w ist harmonisch in B(x) und es gilt v(z) =
®(x — z) — Fy(z). Daher ist

< Ce! sup |v(z)]
2€0B,(x)

< Ce'! (C'+ sup |d>(x—z)|>
2€0B,(x)

ow
/aBE 705, (2o )

e " fiirn >3,

< CC/ n—1 Cc// n—1
- e ‘ {|logs|, furn =2,

fur geeignete Konstanten C, C/, C”. Dieser Ausdruck konvergiert gegen
Null fiir e — 0.
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Schliefilich betrachte
. v
113(} 5.0 w(z)a(z)do'(z)
L oD(x —z) . oF,
= ll_l’)% 5.0 w(z)T(Z)da(z) £1_1>I(} 5.0 w(z) 5 (z)do(z).
Im Beweis von Lemma 2.27 wurde bewiesen, dass
_ oP(x —z) B
lg% 5.0 w(z)T(Z)dU(z) = —w(x)
und aufserdem ist
lim [ w(z) 2 (@)do(z) = 0
0 /3B, (x) v -

denn w(z)aa%(z) ist beschrankt. Daher konvergiert die linke Seite von

(2.14) fur ¢ — 0 gegen —w(x) und analog konvergiert die rechte Seite
gegen —v(y). Somit erhalten wir

Gy, x) = w(x) = v(y) = G(x,y).

2.8. Die Greensche Funktion fiir den Halbraum

Sei O := R = {x € R" | x, > 0}. Diese Menge ist nicht beschrankt
und die Ergebnisse des vorigen Abschnittes sind daher nicht anwendbar.
Fir x = (x1,...,x,) € R’ definieren wir die Spiegelung am Rand
oR? =2 R"! als
X:={x1,...,Xp—1,—Xn}.
Setzen wir fiir x,y € R}

so gilt wegen
y=9, |x—yl=[x-yl VyeIR]
folglich
Py—x)=P(y—x) VyedR.
Deshalb erhalten wir
AyFi(y) =0, yeRY,
F(y) = ®(x —y), y€IRY,

d.h. die Greensche Funktion des Halbraumes IR"} ist gegeben durch
Glx,y) =@y —x) —E(y) = ®(y —x) Py - %), xyeRL
Man bemerke, dass sie aufgrund von
y—x[=ly—x ly—%=[y-x=|x-7

symmetrisch ist, auch wenn die Voraussetzungen von Satz 2.30 nicht ge-
geben sind. Es gilt

IG(x,y)  oP(y—x) oP(y—x) 1 (yn—xn B yn+xn>
9Yn 9Yn Y nVy \ |y —x[" |y—x["
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und fiir y € JR"]. folgt

0G(x,y) _  9G(x,y) _  2xy

w(y) o v =y o =y 0)

Nun sei u € C2(R%.) N C(R™) eine beschrankte Losung der Randwertauf-
gabe

— 1 n
(2.15) {Au =0 inRR%,

u=g aufdR".
Man kann hoffen (und wir werden es gleich auch zeigen), dass die Formel

aus Satz 2.29 auch fiir die unbeschriankte Menge () = R’} gilt, d.h. wenn
eine Losung u von (2.15) existiert, kann sie als

(2.16) u(x) = 22 W) —dy
nVi SR (g — y1)2 4o+ (X1 — Yno1)2 +23)2

dargestellt werden. Diese Darstellungsformel heifst Poisson-Formel fiir den
Halbraum. Der Integralkern

2xy _n
K(x,y) = v ((x1—y1)*+ oo+ (X1 —Yn1)? +x3) 2

mit x € R, y € R"! heift Poisson-Kern fiir den Halbraum.

Der folgende Satz ist nicht nur ein Analogon zu Satz 2.29 fiir den Halb-
raum R’} , sondern er liefert auch die Existenz einer Losung der Randwert-
aufgabe (2.15).

SA1z2.31. Sei g € C(0R".) NL®(IR") und sei u gegeben durch die Poisson-
Formel fiir den Halbraum (2.16). Dann gelten
(a) u € C*(R%) NL*(RY),
(b) Au=0inR",
. B o "
() xlgg{lo u(x) = g(xo) fiir jedes xg € OR"..
xeR
BEMERKUNG. Der Satz macht keine Aussage tiber die Eindeutigkeit der
Losungen von (2.15). Man kann aber zeigen, dass (2.16) in dieser Situation

die einzige beschrinkte Losung ist: Ist 7 eine weitere beschrankte Losung,
so ist w := u — i eine beschrankte Losung der Randwertaufgabe

Aw=0 inR7%,
w=20 auf JR’}.

Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip (vgl. Ubung) ist die beschrankte
Funktion

w(xl/ ceer Xn—1, xn)/ Xn > O/
w(x) =<0, x, =0,
—w(x1,. ., Xp—1, —Xn), Xy <0,

harmonisch in R” und infolge des Satzes von Liouville 2.23 ist sie kon-
stant. Wegen @(0) = 0 ist also @ = 0 und damit 7 = u.
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BEwEls. Sei x € R’ beliebig. Wir unterteilen den Beweis in mehrere

Schritte.
Schritt 1: Als Erstes zeigen wir, dass

(2.17) /aRn K(x,y)do(y) = 1.
Dazu betrachte
K(x,y)d
AM (x,y)do(y)
2y / do(y)
nVi JORL ((x1 —y1)2 4o+ (Xpo1 — Yuo1)2 +22)2
z=X—Yy an dz

NI=

nVa JRU (22 4422 4 a2)
Im Falle n = 2 erhalten wir

2x, dz x>0 1 1 z 177°°
— -5 — = |Xp_—arctan— =1.
27w JR 2% 4 x5 T Xy Xn e oo

Sei also nun n > 3. Dann gilt

2 d _ 2 ) and
Xy / Z i p=lz| Xy (n — 1)Vn_1/ pipn
nVu Jro-t (3 4...+22_ +x2)? nVy 0 (p>+x2)2

‘g;?nor 2(n—1)V,1 /°° " 2dr
0

B nVn (1"2—{—1)%,
wobei
/oo 1’”72611’ s:_rz 1 o gh—3 ds
0 (r241)2 2Jo (s+1)2
t=32 1 ,
= Loyt
2 Jo
1 (1 n—1> _1r@)rig) _var(y)
20\ \2 2 2 T(3) 2 I(%
Unter Verwendung der Identitit V, = r(fii) und der Funktionalglei-
2

chung der Gammafunktion rechnet man leicht nach, dass

2n -1V, 1 VAT (55Y)
W, 2 T(2)

Damit ist (2.17) bewiesen. Wegen

|u(x)] < sup Ig(}/)l/ , K(x,y)do(y) = sup |g(y)]
yeR} IR’} yeR
folgt nun hiermit aus der Beschréanktheit von g auch die von u.
Schritt 2: Fiir y € R"! setze 7 = (y,y,) € R". Hiermit gilt
aG(x,7) d

AK(x,y) =0y | ———= = —AG(x,7
(o =a: (P50 ) = 5-a6(0)

%4:0.
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Aufgrund der Symmetrie von G erhalten wir
AG(x,7) = DxG(F,x) = Ay ®(F — x) — AyFy(x) =0
und somit schliefslich
AK(x,y) =0,

d.h. die Funktion R, > x — K(x,y) ist harmonisch. Ihre partiellen Ab-
leitungen sind lokal durch eine integrierbare Funktion majorisiert (Details
als Ubung) und da g beschrénkt ist, folgt u € C*(R".) und

du(x) = | s(n)AK(x)do(y) = 0.

Schritt 3: Um noch (c) zu beweisen, wihlen wir zu beliebigen xg € dR",
und € > 0 ein 6 > 0 so, dass

Ig(y) — g(x0)| < e fiiralle y € OR', mit |y — xo| < J.

Fiir jedes x € R”. mit |x — xo| < § schliefen wir

() =gl = | [ K)o - gt [ K p)do(y)

| Kw)ig) - g(xo)ldo(y)
S e KOV IE0) ~ gG0ldo)

—l—/ K(x, — ¢(xp)|do
sy KEEDIS) — s(0) do(y)
= I4].
Fiir die einzelnen Integrale gilt
I< e/ K(x,y)do(y) < e/ K(x,y)do(y) = ¢
8R1035(x0) a]Ri
bzw.

T [y K (8] [8G0)) o)

<2 sup [g(y)| K(x,y)do(y).

yeR" IR \B; (x0)

Aus den Ungleichungen |x — xo| < 3 und |y — xo| > ¢ folgt
0 1
y— x| <y —x[+]x—x0| < |y —x[+ 5 < [y —x[+ 5]y — xol,

also |y — x| > 3|y — xo|. Damit ist nun

_ 2 doly)
K yoly) = 5 /am\m(m |x —y|"

< 2y, / do(y)
N nVy Jor\Bs(xo) ly — xo|™

/BIRi\Bo‘(xo)
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Sei zundchst n > 3. In sphérischen Koordinaten (p,s) mit p = |y — xo| und
s € §"~2 ausgedriickt ergibt sich
2n+1xn S pn—de
K(xy)doly) < S5 (n=1V, [ =
— 2”+1xn7(n —DVis /oo dp
B

/E’]Ri\Ba(xo)

nVy P2
2y, (= 1)V €
5 WV, = 2sup,cg, 18(Y)]

tir alle hinreichend kleinen x;,, > 0. Fiir n = 2 erhalten wir mit z = y — x

xy ([ =0\ dz

K(x,y)do(y) < =2 / v / )

/aRi\Bg(xo> Coy)doty) < 5y, (5 )2
€

8xz
6Va = 2sup,cpy [8(y)]

Damit ist I 4+ | < 2¢ fiir alle x in einer hinreichend kleinen Umgebung von
xp. Damit ist auch (c) nachgewiesen und der Beweis abgeschlossen. U

2.9. Die Greensche Funktion fiir eine Kugel

Zunichst betrachten wir die Einheitskugel um den Ursprung. Durch
geeignete Transformation konnen alle Ergebnisse auf eine beliebige Kugel
tibertragen werden. Man bemerke, dass die Resultate aus Abschnitt 2.7 in
dieser Situation wieder anwendbar sind.

Fir x € R"\ {0} definieren wir die Inversion an der Kugeloberfldche
0B1(0) durch

x

x:zw.

Diese hat offenbar die Eigenschaften
@) [x] = ||,
(b) X € Bl(O) =X € ]Rn\Bl(O),
(c) x e R"\ B1(0) = X € B1(0),
(d) x € 90B1(0) = X = «x.

Wir wollen fiir x € B1(0) das Randwertproblem

{Ayw) =0, v € Bi(0),

Fe(y) =®(y—x), y€aBi(0),

16sen, um die Greensche Funktion fiir die Kugel zu bestimmen.

Es sei zunédchst n > 3. Fiir x € B1(0) \ {0} ist ¥ € R"\ B1(0) und die
Funktion

B1(0) 2y — ®(y —X)
somit harmonisch. Offenbar ist damit auch

B1(0) >y = [x[PT"@(y — %) = @(|x|(y — 7))
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harmonisch, aulerdem gilt fiir jedes y € dB;(0)

1/2
1
x[(y—%)| = |« 2 _2(y,x FER)? = |x 2—2<y’x>—i——
x[(y —%)| = || (Jy]* = 2(y, %) + [7]?) x| | |yl AE TR

=1

1/2
= (x22<3/IX>+\ 1 ) =[x =yl

=[yf?

und somit @(|x|(y — X)) = P(y — x). Setzen wir also

{<D<|x|<y—x>>, x € By (0) \ {0},

F, =
) P(z) mit |z =1, x=0,

so ist G(x,y) := ®(x —y) — Fx(y) die Greensche Funktion fiir B;(0) mit
n> 3.
Analog behandeln wir auch den Fall n = 2. Hier ist die Funktion

Bi(0) 2y @(y —T) — 5 log x| = @(|x](y ~ 7))

harmonisch und dieselbe Rechnung wie oben zeigt

_ 1
P(y—%x) — Elog |x| =®(y—x) ,y € dB1(0).
Wir setzen also

— %) — 5= log |x|, «x
F(y) :== {gi(y ) — 3z log |x], xig/l(O)\{O}

und finden G(x,y) := ®(x —y) — F¢(y) als die Greensche Funktion fiir
B1(0) mit n = 2.
Ist g € C(9B1(0)) und ist u € C2(Q) N C'(Q) eine Losung der Rand-

wertaufgabe

Au=0 in B1(0),
u=g aufdBi(0),
so kann man u nach Satz 2.29 darstellen als
aG(x,y)
u(x) = — do(y).
(== [, o 8050 W)

Um die Normalenableitung der Greenschen Funktion zu bestimmen, be-
rechnen wir

oG oD 0 _
aTy{(x/y) = afyi(y —Xx) — a—yicb(lx\(y— X))
und

a9 1 xi—y

—X) = ,
ayi(y ) nVy [x —y|
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d 1 |x|x — |x|y;

aiyzq)(|x|(y_y)) = nVn(|x|-|y—i|)”‘x’

KP=x 1 x— x|y
nVy (|x| - |y —x[)"

_ 1 xi — |x[2yi
WV |x|" (ly[? = 20x|2(x, y) + |x]72)?
_ 1 xi — |xyi
Vi (|2 = 2(x,y) + [yl?)?
_ 1 x — x|’y
oV x—ylr
wobei wieder verwendet wurde, dass |y|*> = 1 ist. Damit ergibt sich
9G(x,v) = dG Yi
= (Vy,G(x,y),v =) —(x,y)=
_ 11 & xi—yi _xi—|x\2yi> ,
[yl nVn§<!x—y\" =yl )
1 1 1 » 22
= — ((x,y) — —(x,y) +|x .
T Ty () = 7 = (o) + xPlyP?)
Folglich gilt
9G(x,y) 1 |x>-1
X, =
) Y| T =y

und wir erhalten die Poisson-Formel fiir die Einheitskugel

1—|x\2/ g(y)
— S g (y).
u(x) nV,  Ja(0) |x —y|" W)

Der Integralkern

1— x> 1
K = ,
AT

heifst der Poisson-Kern fiir die Einheitskugel.

x € B1(0),y € 9B;1(0)

64

Wir wollen nun die Poisson-Formel auf beliebige Kugeln tibertragen.

Lost u die Randwertaufgabe

{Au =0 in B,(0),

2.18
218) u=g aufdB,(0),
so ist ii(x) = u(rx),x € B1(0) eine Losung von

Ai=0 in By(0),
i=¢ aufdB(0),

mit ¢(x) := g(rx). Folglich gilt

1_‘7(’2/ 8(ry)
d
u(rx) WV om0y Jx =y o(y)
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und mit der Transformation B;(0) > x — x’ := rx € B,(0) erhalten wir
die Poisson-Formel

N 1—r‘2\X’|2/ 8(ry)
ux) = nVu  JoB(0) Ir”X’—yl”da(y)

y=ry 1—r2x]? / g —(n—1)
_ R b B d
3B,(0) | ' W)

nVn Tflx’ _ rfly/|n
r?—|x'? s(v)
= —— =1 SV do(y).
nVyr /aBrw) |x" —y'|" o)

Somit ist der Poisson-Kern fiir die Kugel B,(0) gegeben durch
- x> 1

WVer g x € B,(0),y € 9B+(0).

K(x,y) =

Zur Herleitung der Poisson-Formel haben wir die Existenz einer Lo-
sung zur Randwertaufgabe (2.18) vorausgesetzt. Dass eine solche tatsdch-
lich existiert, liefert uns der folgende Satz:

SATz 2.32. Es sei g € C(0B,(0)) und u(x) sei definiert durch das Poisson-

Integral
r?—|xf? 8(y)
= do(y).
u(x) nVyr /&)BV(O) [x —yl" )

Dann gelten
(a) u € C*(B,(0)),
(b) Au = 0in B,(0),
() xlggo u(x) = g(xo) Vxo € 9B,(0).
x€B,(0)

Beweis. Diese Aussage beweist man analog zu Satz 2.31. U

2.10. Fourier-Methode

Hier untersuchen wir im Fall n = 2 die Randwertaufgabe

Au=0 in B;(0),
u=g aufadB(0).

In Polarkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung
1 1

Wir machen einen Ansatz mit Trennung der Variablen als u(p, ¢) = R(p)P(¢)
und erhalten so

p°R"(0)@(¢) + pR'(0)® () + R(0)P" (¢) =0
_ P°R'p)+pR(p) _ P"(9)
R(p) D(¢)
In der letzten Zeile sind die Variablen getrennt, die Terme auf beiden Sei-
ten sind folglich konstant. Nennen wir diese Konstante A € IR, so erhalten
wir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen:

(1) p*R"(p) + pR'(p) — AR(p) =0, p € (0,1),
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@) @"(p) +1D(g) =0, ¢ € [0,27).
Zuniachst betrachten wir (2). Die Funktion ® muss 27r-periodisch sein

und aus der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen wissen wir
dann

VAeNy und ®(¢) = asin(vAg) + bcos(VAp).

o ( ) _ bO/ k = 0/
)= ay sin(kg) + by cos(kp), k € IN.

Nun kommen wir zu (1). Zunichst sei (VA =)k # 0. Mit dem Ansatz
R(p) = p* erhalten wir
‘020((06 _ 1)pzx—2 +P(¥Pa_1 _ k2pzx -0
= (®—at+a—K)p*=0 Voe(0,1)
= wy=k und ar, = —k.

Setze

Die allgemeine Losung lautet dann Ry(p) = cxo* + dip*. Im Falle k = 0
wird (1) zu

p*R"(p) +pR'(p) = 0.
Mit V(p) := R'(p) gilt

0*V'(0) +pV(p) =0 = V(o)

d
= R'(p)= ;0 = Ro(p) = dolog(p) + co.

Da die von uns gesuchte Funktion in 0 keinen Pol haben kann, ist dy = 0
fuir alle k € Ny und wir erhalten letztlich

ok, keN,
Rk(P):{kP

Co, k=0.
Damit 1ost
0,9) =Y Re(p)®(p) = Y_ p*(axsin(kg) + by cos(ke))
k=0 k=0

die Laplacegleichung, sofern die Reihe konvergiert (hier haben wir ¢ =1
gesetzt fiir alle k € INy).
Auf dem Rand des Einheitskreises erhalten wir so

[ee]

= ¥ Ru(1)4(g) = ) (acsinkg) + bycos(kg)
k=0 k=0

Besitzt ¢ eine absolut konvergente Fourier-Reihe, so ist diese eindeutig
und die Koeffizienten sind gegeben durch

27

a = —/ @) sin(kp)dp, ke N,
27T

b = f/ ¢)cos(k)dp, keN,

bo = 27'(/0 g(p)de, ag=0.
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Satz 2.33. Seien n = 2 und ¢ € C(dB1(0)). Die Fourier-Reihe

[oe]

l;)(ak sin(k¢) + by cos(ke))

von g sei absolut und gleichmiifSig konvergent gegen g(¢). Dann ist

219) u(o, ) = 3 p¥(axsin(kg) + by cos(kg))
k=0

harmonisch und es gilt

lim u(x) = g(xo) fiiralle xy € 0B1(0).

X— X0
xX€B; (0)

BEMERKUNGEN.

(a) Fiir jedes p € [0,1] und jedes ¢ € [0,27] ist die Reihe (2.19) abso-
lut konvergent, denn

[ee]

) ‘pk(ak sin(kg) + by cos(kq)))‘ < Y |agsin(kg) + by cos(kg)| .

k=0 k=0

(b) Fiir den Beweis der gleichméfiigen Konvergen einer Funktionen-
reihe ist oft das Kriterium von Weierstraf8 niitzlich: Gilt | f,(x)| <
a, Vx und ist }_a, ist konvergent, so konvergiert }_ f,(x) gleich-
mafig.

BEwEls. Wir zeigen zunichst, dass u € C?(By(0)) ist. Da g stetig ist,
gilt mit dem Lemma von Riemann-Lebesgue (s. Anhang)

i b 17 0.

Somit ist
C :=max | sup |ak|, sup |bg| | < co.

kelNg kelNp
Betrachte
Y [30*(axsin(kg) + bicos(kp))| < Y ke* (|agsin(kg)| +[bicos(kg))
k=0 k=0

< 2C) kot
k=0

Aus

(k + 1)pk+1 k—o0
ko*
folgt mit dem Quotientenkriterium, dass diese Reihe absolut konvergiert
fiir alle p € [0,1). Mit dem Majorantenkriterium von Weierstraf ist dann

o<1

Y 8," (ag cos(kg) — by sin(kg))
k=0
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absolut und gleichméfig konvergent in (p, ) € B1_(0) mit beliebigem
e > 0. Somit ist u(p, ¢) beziiglich ¢ differenzierbar und die Reihe (2.19)
lasst sich gliedweise nach ¢ differenzieren, d.h.

dpu(p, ) = kf%)aq,pk(ak sin(kg) + by cos(kg)) Y(p, ¢) € B1_¢(0).

Da € > 0 beliebig ist, folgt

3,1(p, @) = ki 9,0 (s sin(kg) + b cos(kg))  V(p, @) € By (0).

Mit den gleichen Argumenten erhalten wir aus

3 . © d 1
) ‘appk(ak sin(k¢) + by cos(kgo))’ <2C) ] ko*~t = 2CcTi’
k=0 k=1 pl—p

dass u beziiglich p differenzierbar ist mit

pit(p, 9) = Y 9pp"(axsin(kg) + by cos(kg)) V(p, ¢) € B1(0).
k=0
Analog zum bisherigen Vorgehen kann man die Existenz beliebiger parti-
eller Ableitungen beweisen. Somit ist insbesondere u € C?(B1(0)). Durch
gliedweises Differenzieren erhalten wir dann

/(0 10 10
Au = ~—S+t-5+t535
k;) (802 pop  p*9¢?
fur alle (p, ¢) € B1(0), d.h. u ist harmonisch.

Zu zeigen bleibt die Randbedingung. Sei hierzu € > 0 beliebig. Wahle
N € N so grof3, dass

> oF(ay sin(kg) + by cos(kg)) =0

[e0]

Y olagsin(ke) + brcos(kg)| < Y |agsin(ke) + by cos(kg)| < ¢
k=N+1 k=N+1 3

fir alle ¢ € [0,271), p € (0,1). Die Funktion

N
Fy :Bi(0) 3 (p, 9) kZ(pk — 1) (ag sin(kg) + by cos(k¢))
=0

ist stetig und verschwindet auf 9B;(0). Daher gibt es ein pg > 0 mit
€
IEn(e @)l < 5 Vp € (po, 1], ¢ € [0,271).

Fiir beliebige p € (po,1) und ¢ € [0,27) gilt

u(p, @) —g(@)| < |Fn(o, @)+ Y. p"laxsin(ke) + by cos(kg)]
k=N+1

+ Z |ag sin(k¢) + by cos(kg)|
k=N-+1

< 3-%28.

und es folgt die Behauptung. O
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2.11. Existenz und Eindeutigkeit der Losungen
von Randwertaufgaben

Sei O C R" offen und beschrénkt, sei ¢ € C(9Q2). Schreibe () =
R" \ Q). Man betrachtet die folgenden Randwertaufgaben fiir die Laplace-
gleichung;:
RWA (1) Inneres Dirichlet-Problem: Finde ein u € C?(Q) N C(Q) mit

Au=0 1in (),
u=g aufodQ.

RWA (2) Auferes Dirichlet-Problem: Finde ein u € C*(Q)') N C(QY) mit

Au=0 in (Y,
u=yg aufo).

RWA (3) Inneres Neumann-Problem: Sei 9 € C'. Finde ein u € C*(Q) N
CH(Q) mit
Au=0 1inQ),
% =g auf Q.
RWA (4) Aufleres Neumann-Problem: Sei 90 € C!. Finde ein u € C?(QY) N
CH(QY) mit
Au=0 in (Y,
I =g aufoQ).
RWA (5) Inneres Robin-Randwertproblem: Seien 9Q) € C! und & € C(30)).
Finde u € C?(Q) N CY(Q) mit
Au=20 in (),
u—l—zxg—z =g aufoQ.

RWA (6) Aufleres Robin-Randwertproblem: Seien und 9Q € C! und & € C(9Q)).
Finde u € C2(QY) N CY(QY) mit
Au=0 in (Y,
u+adl =g aufoQ).

Man benutzt auch die folgende Terminologie:

Dirichlet = 1. RWA
Neumann = 2. RWA
Robin = 3. RWA.

Unsere bisherigen Ergebnisse zu diesen Randwertaufgaben fassen sich
wie folgt zusammen:
e zu (1): Eindeutigkeit (Korollar 2.18), Existenz fiir B,(0) C R" (Satz

2.33).
e zu (2): Existenz fiir B,(0) C R? (Ubungsaufgabe).
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e zu (3): Notwendige Existenzbedingung
/BQ g(x)do(x) =0 (Ubungsaufgabe).
e zu (4) bis (6): Nichts.
Wir konnen die Liste leicht um eine Eindeutigkeitsaussage erweitern.

Satz 2.34. Sei Q) C R" offen, beschrinkt und zusammenhiingend mit C'-
Rand. Dann existiert bis auf eine additive Konstante hochstens eine Losung u €
C2(Q) N CYQY) der Neumann RWA (3).

BewEis. Sind uj,up; € C2(Q) N C'(Q) Losungen der RWA (3), so lost
wi=Uy — Uy die RWA

% =0 auf Q.

Mit der Greenschen Formel erhalten wir daraus

/ \Vw|dx:/<Vw,Vw)dx:/ wawd(r(x)—/ wAwdx =0
0 0 20 oV Q

{Aw:O in O,

und es folgt |Vw| = 0. Damit ist w lokal konstant und somit auch in
ganz () konstant, denn () ist nach Annahme zusammenhingend. Daher
ist u1 = up 4 konst. O

2.12. Das Perronverfahren

DEFINTTION 2.35. Sei Q) C R" offen. Eine Funktion u € C(Q) heifSt sub-

harmonisch, falls
1
<
u(x) < g [ u o)

fiir alle v > 0 und x € Q mit B,(x) C Q.

BEMERKUNG. Ist u € C?(Q)) subharmonisch, so gilt Au > 0 (Ubungs-
aufgabe!).

Satz 2.36. Seien Q) C R" offen und beschriinkt und u € C(Q) subharmo-
nisch. Dann gilt
max u(x) = max u(x).
xe) x€0Q)
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Sei g : 02 — R stetig. Definiere
S¢ :={u € C(Q) | u subharmonisch in Q und u < g auf 0Q}.
Diese Menge ist nicht leer: Ist ¢ := JI{IE%I(\) ¢(x), so ist die konstante Funk-
tion u = ¢ subharmonisch und es gilt u < ¢. Somit ist u € S,.
Unter dem Perronverfahren versteht man das folgende Ergebnis:
LemMA 2.37. Die Funktion

u(x) :=supo(x), xeQ.

vES,

ist harmonisch in Q).
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Den Beweis hierfiir werden wir an einer spéteren Stelle fithren (s. Ab-
schnitt 2.14). Zundchst wollen wir zeigen, dass

limu(x) =g(y) vy €.
xeQ

LeEMMA 2.38. Seien u wie in Lemma 2.37 und

Ty :={v € C(Q) | — v ist subharmonisch in O und v > g auf 9Q2}.
Dann gilt u < w auf Q fiir alle w € Ty,

BEwErs. Zu beliebigen v € So,w € Tg betrachte ¢ := v — w. Dann ist
¢ subharmonisch in ) und aus ¢|yq < ¢ — ¢ = 0 folgt mit Satz 2.36, dass
¢ < 0 und damit v < w auf ganz Q. Folglich ist

u(x) = supv(x) < w(x)
vES,

fiir alle x € Q. O

DEerFINITION 2.39. Eine offene, beschrinkte Menge () C R" geniigt der du-
Beren Kugelbedingung, falls fiir alle x € Q) eine Kugel B C R \ Q) existiert
mit QN B = {x}.

LEmMA 2.40. Es seien (3 C IR" eine offene, beschrinkte Menge, die der
aufleren Kugelbedingung geniigt, g € C(0Q)) und

u(x) := sup v(x).

vES,
Dann gilt u € C(Q) und
(2.20) Jl(l_)l’l; u(x) =g(y) VyeoQ.
xeQ)

BewErs. Nach Lemma 2.37 ist u € C(Q2), zu zeigen ist also nur noch
(2.20). Seien dazu y € 9Q) und Bg(x() hierzu eine duflere Kugel, d.h. QN

Br(x0) = {y}. Betrachte die Funktion

RZ" — |x — x|, n>3,
H(x) := _
( ) h)g LXIQXO|’ n=2.

Wir halten fest:

(a) H ist harmonisch in einer Umgebung von Q).
(b) H> 0auf oQ\ {y} und H(y) = 0.

Zu einem beliebigen ¢ > 0 wihlen wir nun ein § € (0,1) mit

lg(x) —g(y)| <& Vx € Bs(y) NoQ.
BEHAUPTUNG. Es gibt ein C; > 0 mit

1g(x) — g(y)| < e+ CcH(x) Vx € aQ.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Ist [x — y| < J, so gilt

9(x) — ()| <€ < e+ CH(x)
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fiir jedes C, > 0. Sei also noch |x — y| > ¢ mit x € 9Q). dann ist

86— 801 < 801+ 80| < 2lglieoey 7o

mit
, ®)
H; := min H(x) > 0.

x€0Q)

x—yl=o
Folglich gilt

2 w
80— 8(9)| < €+ () mit Ce 1= 21514000

und die Behauptung ist gezeigt.

Es folgt nun
g(y) —e—CeH(x) < g(x) < g(y) +e+ C.H(x) Vx € Q.

Daher und wegen (a) ist

(2.21) g(y) —e—CeH(-) € S
und
(2.22) gy)+e+CH(:) € Ty

Nach Definition von u ist wegen (2.21) dann
¢(y) —e—CH(x) <u(x) VxeQ
und Lemma 2.38 zusammen mit (2.22) impliziert
u(x) < g(y)+e+CeH(x) Vxe€Q.
Aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir
lu(x) —gly)| < e+CeH(x) VxeQ.

Da ¢ beliebig klein sein darf und H stetig ist und in y verschwindet, folgt
hieraus

0

Als unmittelbare Konsequenz aus den Lemmata 2.37 und 2.40 erhal-
ten wir im folgenden Satz die Existenzaussage, die Eindeutigkeit wurde
bereits in Korollar 2.18 gezeigt.

Sarz 2.41. Seien (3 C R" eine offene, beschrinkte Menge, die die dufSere Ku-
gelbedingung erfiill, und g € C(9Q). Dann besitzt das Dirichlet-Randwertproblem

Au=0 nQ,
u=g aufdQ),

genau eine Losung u € C*(Q) N C(Q).
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2.13. Nichtexistenz klassischer Losungen

Wir bezeichnen Punkte im R3 als (x,z) mit x = (x1,x) € R%, z € R
und betrachten die Funktion

v(x,z) = /1 sds > 0.
0 VI[x[P+ (s —2)?
Wir berechnen
v 1 (z —s)sds
I

%z %+ (s =22

(2.23)

aiv B 3/1 (z —s)?sds _/1 sds
0z* N0 (x4 (s =222 Jo (32 + (s —2))*"?
und
1 |x|sds x 1 sds
Vio(x,z) = —/ » 23/2 x| - —x/ 2 2)3/2’
0 (|x[*+ (s —z2)?) 0 (|x[*+ (s —z2)?)
1 sds 1 x|?sds
Aw(xz) = _2/ 2 23/2+3/ 2 L 2\5/2"
0 (|x[*+ (s —z2)?) 0 ([x[*+ (s —2)?)

Somit erhalten wir
1 d 1 2 —35)?) sd
(224) Ao — _3/ sds 3/2+3/ (|x]* 4+ (z —s) );/25 _ 0
0 (|x|>+ (s —2)?) 0 (|x[2+ (s —2)?)

fiir alle (x,z) € R®\ {(x,z) e R® | x =0,z € [0,1]}.
Das Integral in (2.23) kann in geschlossener Form ausgerechnet wer-
den, dazu schreibe

0(5,2) = ([Pt (1-2)2 /x4 |2

=0

+zlog [(1 —z)+/|x]>+ (1 —z)z} . [z+ \/ x| +zz]
=02
—2zlog |x|.
=03
Es gilt
1' ’ = 1/
e 1 2)
lim vy(x,z) = 0,
(x,2)—0
(2.25) .
[x|=e” 2
z>0,v>0
und daher
lim o(x,z) = 1+7,
(x,z)—0
x|=e 2

z>0,v>0
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d.h. v ist nicht stetig im Punkte (0,0) € R>.
Nun seien ¢ > 0 beliebig und

O:={(x,z) € R® | v(x,z) <1+c}NBy(0).
Dieses () erfiillt nicht die dufsere Kugelbedingung, denn es gibt keine Ku-
gel BC R*\ Qmit ONB = {(0,0)}.
Sei nun

_ Jo(x), x€0Q\ Bi(0),
g<x)_{1+c, xeaﬂﬂBll(O).

Offenbar ist ¢ € C(9Q)).
BEHAUPTUNG: Das Dirichlet-Problem

{Au —0 inQ,

2.26
( ) u=g aufodQ),

besitzt keine klassische Losung, d.h. es gibt kein u € C2(Q)) N C(Q), das
(2.26) gentigt.

Bewers. Nach (2.24) ist v harmonisch in Q). Ferner gilt v(x) = g(x) fir
alle x € 90\ {(0,0)}. Da (0,0) € 9Q ist, ist jedoch v ¢ C(Q). Somit ist v
keine klassische Losung von (2.26).

Angenommen, u ist eine klassische Losung von (2.26). Dann ist u €

C(Q) und folglich ist |u(x, z)| beschrankt. Weiterhin wissen wir, dass 0 <
v(x,z) < 1+c furalle (x,z) € Q gilt, und daher

(2.27) Jcq > 0mit |u(x,z) —o(x,z)| <caq V(xz)eQ.
Sei € € (0,1) beliebig. Betrachte
Q::=0nN{(x,z) € R®||(x,2)| >e}.

Die Funktionen u und v sind harmonisch in ), und stetig in Q.. Bertachte

die Funktionen

w(x,z) :=cq

+ (u—v).

|(x,2)]

Sie sind harmonisch in (). Es gilt

wt(x,z) = CQK;Z)’ >0 VY(x,z) €U\ dB:(0).

Sei nun (x,z) € 00 N 9B(0) beliebig. Dann ist

(2.27)
wf =cq+(u—0v) > 0.

Aus dem Maximumprinzip folgt w= (x,z) > 0 fiir (x,z) € Q) und somit

I3
co————Ft(u—0v)>0 V(xz)e O
Oy T 20 V)
€ €
= > u—v > —c V(x,z) € O
10, y)] Yyl )
= |lu—v9| < cof V(x,z) € Q.
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Nun wihle (x,z) € Q) beliebig (Bemerke: 0 ¢ )). Dann ist

ce
u(x,z) —ox,z)| < —
) ol [y
tir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Folglich ist u = v, jedoch ist v wie
gezeigt keine klassische Losung von (2.26). U

2.14. Beweis von Lemma 2.37

LEMMA 2.42. Sei OO C R" offen, beschrinkt und zusammenhingend. Sei

u € C(Q) subharmonisch. Fiir beliebige Kugeln B,(y) mit B,(y) C Q) setze
u(x), x € Q\ Bi(y),
ul¥(x) =

2

LTy O
AV 5 do(z), x € By(y).

w) [x—z|"
Dann gelten

(@) u <ul¥)inQ,

(b) u¥") ist subharmonisch in Q).

BEMERKUNG. Die Funktion u(¥") ist harmonisch in B, (y) und stetig in
(), denn sie ist die Losung der Randwertaufgabe

Av=0 inB(y),
v=u aufdB,(y).

BEWEIS VON LEMMA 2.42. (a) u — u¥") ist subharmonisch in B, (y). Aus
dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen (Satz 2.36) folgt
u(x) —u(x) < max (u(z) — ) (z)) =0, x€B(y)
2€0B,(y)
und somit u < uW") in Q.
(b) Angenommen, u¥") ist nicht subharmonisch. Dann gibt es ein x €
Q und ein R > 0 mit Br(xp) C Q und

1
(vr) - \Z)
(2.28) u¥r (xo) > AV R /BBR(XO) u(z)do(z).

BEHAUPTUNG: X € B,(y).
BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Angenommen, xg € )\ B,(y). Dann gilt
a
nVﬁ?”l /BBR(xo) u(y'r)(z)da(z) (Z) nV,j%”l /83R(x0) u(z)do(z)
> u(xg) = u¥)(x),
doch dies steht im Widerspruch zu (2.28).
Betrachte
un) (x), x € O\ Br(x),

'Z/U(X) = R2 _ |x _ x0|2 / u(y/r) (Z)
nVyR aBr(x) |x — z["

do(z), sonst.
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Wegen (a) ist
(2.29)

" {u(x), x € O\ Br(xo),
w(x) >

R? — |x — xo|? u(z)
BT — /63R(x0) do(z), x € Br(xo)

fir alle x € Q).
Da w harmonisch in Bg(x) ist, erhilt man aus (2.28) die Ungleichung

1
—_— w(z)do(z) = w(xp).
nV,R*-1 /BBR(xo) (2)do () (x0)
Der Rand der Schnittmenge Br(xo) N B, (y) ldsst sich schreiben als Ver-
einigung

3(Br(x0) N B, (y)) = (8BR(xo) mm) U (aB,(y) N BR(xo)) —: Ry UR,.

Die Funktion u(¥") — w ist harmonisch in B,(y) N Bg(xp) # @ und u") —
w = 0 auf Ry. Mit dem Maximumprinzip erhalten wir aus (2.30) die Exi-

stenz eines Punktes x; € Ry mit u¥")(x1) > w(x;). Da ul¥") = u auf
9B, (y) ist, gilt

— u(XO/R) (x)

|x — 2|

(2.30) u¥ (x0) >

(2.29)
u(xr) > w(xg) > uloR(x).

Das jedoch ist ein Widerspruch zu (a). O

BEMERKUNG. In (2.30) wurde die folgende Variante des Mittelwertsat-

zes fiir harmonische Funktionen benutzt: Sei w € C?(Bg(xq)) N C(Br(x0))
harmonisch in Bg(xp). Dann gilt

1

—— w(z)do(z) = w(xo).

nV,Rn-1 /BBR(xO) (2)do(2) = w(xo)

Beweis. Ohne Einschrankung sei R > 1. Nach Satz 2.15 gilt fiir p < R

1 1
— _ w d = / w d .
w(xo) nV,p'—1 /E)B,,(xo) (z)do(z) 1V a8, (x0) (ps)do(s)

Da u in Bg(xg) gleichmiaBig stetig ist, gilt

lim w(ps) = w(Rs)
p—R

gleichmaBig in s € dB;(xp) und wir erhalten

1
1i dor(s) = / Rs)do(s) = —— / do(2).
lim, —_— w(ps)do(s) aBl(xo)W( s)do(s) R aBR(xo)w(Z) o(z)

0

LemMA 2.43 (Konvergenzsatz von Harnack). Sei 3 C IR" offen, be-
schriinkt und zusammenhiingend. Sei u; : O — R, j € IN eine monoton steigende
Folge von harmonischen Funktionen, d.h. ujy1(x) > u;j(x) fiir alle x € Q. Es
gebe ein 'y € Q) so, dass die Folge (u;(y))jen beschrankt ist. Dann konvergiert
(4j)jen lokal gleichmiifSig gegen eine harmonische Funktion u : O — R.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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LEMMA 2.44. Seien vy,...,on € C(Q) subharmonisch. Dann ist die Funk-
tion

v(x) = max v;i(x)

ebenfalls subharmonisch.
Bewers. Ubungsaufgabe. O
BeEwEls voN LEMmA 2.37. Es ist zu zeigen, dass

u(x) = sup v(x)

veSg
harmonisch in () ist. Infolge des Maximumprinzips gilt
u(x) <maxg(y) VxeQ.
yeoQ)
Zu einem festen y € () konnen wir nach Definition von u eine Folge
(v)jen in Sg wéhlen mit
(2.31) lim v;(y) = u(y).

]

Nach Lemma 2.44 ist 7;(x) := maxy—,. ; vx(x) subharmonisch, auflerdem
ist die Folge (9;);cv offenbar monoton steigend und

(2.32) ‘gg@W)qu)

wegen v;(y) < u(y) und (2.31).
Sei r > 0 mit B,(y) C Q. Betrachte

{@@y x € O\ B/ (y)

2 =[x —y|? 9j(2)
W/E)B,(y) do(z), x € By(y).

[x —z|"
Die Folge (5](y ’r)) jeN ist monoton steigend und beschrénkt. Nach Lemma

2.42 ist 7;(x) < ﬁ](y ) (x) fir alle x € (), aulerdem ist ﬁ;y ") subharmonisch
in ) und harmonisch in B,(y). Weiter gilt

5]@’) €Sy = u(x) > 5](y'r)(x) > 0j(x),

und wegen (2.32) ist
lim 5" (y) = u(y).
]—00
Aus Lemma 2.43 folgt nun, dass
lim 8" (x) =: 6i(x) Vx € By(y)
j—oo ]
punktweise existiert und dass i : B;(y) — R harmonisch ist. AuBerdem
ist 1(y) = u(y).
BEHAUPTUNG: 7i(x) = u(x) fiir alle x € B,(y).
BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Sei xg € B,(y) mit xy # y beliebig. Sei
(v})jen eine Folge in Sg mit

(2.33) lim 0’ (xg) = u(xp)-

j—oo J
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Setze 0j(x) := max{ﬁj(x),v’l(x),...,v;.(x)} fir alle x € Q). Da 9; € S; ist,
gilt fiir alle x € Q) die Ungleichung 9;(x) < u(x). Aus (2.33) folgt, dass
lim ﬁj(Xo) = M(XQ)
]—00

ist.
Betrachte

{z@(x), C e x €0\ B, (y)
rr—lx—y 0;(z
_— /BB,(y) ! do(z), x € By(y).

nVyr |x — z|"

Die Folge (ﬁ](y ’r)) jeN ist monoton steigend und beschrénkt. Nach Lemma

2.42 ist 9;(x) < z?](y ) (x) fir alle x € (), aulerdem ist ﬁ;y ") subharmonisch
in Q) und harmonisch in B,(y). Weiterhin gilt

o) € 8¢ = u(x) > 01" (x) > 9(x).
Mit (2.33) folgt daraus, dass

lim 5% (x0) = u(xo).
j—oo ]
Mit Lemma 2.43 folgt schliefslich, dass
lim %7 (x) =: 4(x) Vx € Bi(y)
j—oo ]
punktweise existiert, dass i : 3 — R subharmonisch und 7 : B,(y) — R
harmonisch ist. Aulerdem gilt (x) < u(x) fiir alle x € Q und (x) =
u(xp).
Es gilt
0(x) 2 5(x) = 0" (x) > 0 (x) = a(x) > ax) Va € Bi(y),
und daher ist
w(x):=1d(x)—d(x) >0 in B.(y).

Mit ﬁ(y’r)(x) < u(x) ist aber

]
u(y) = aly) < aly) < u(y),
und daher w(y) = 0. Aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funk-
tionen (vgl. Satz 2.17) folgt dann, dass w(x) = 0 in B,(y) ist.
Da y € Q beliebig war und i : B,(y) — R harmonisch ist, folgt mit
der soeben gezeigten Behauptung, dass u harmonisch ist in (). O



KAPITEL 3

Schwache Losungen elliptischer
Differentialgleichungen

3.1. Elliptische Differentialgleichungen

Wir betrachten zunichst die allgemeine lineare partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(3.1) AUyy + 2buyy + cuyy + duy +euy + fu = g.

Der Einfachheit halber seien die Koeffizienten g, . . ., f konstant. Die Matrix

e (1)

ist symmetrisch mit reellen Eintrdgen und besitzt daher zwei reelle Eigen-
werte Ay, Ay (A1 = A; ist moglich) mit Eigenvektoren

(5). () eme anna ()= (k). =12

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass a? + 7 = 1 ist und die
Eigenrdume senkrecht zueinander sind, d.h.

() () =0
u= (G 5

., (1 0
UU—(O 1).

()= (o)

dann ist Vu(x,y) = UVo(x',y’). Somit erhalten wir

Die Matrix

ist orthogonal, d.h. es gilt

Setze u(x,y) = v(x’,y’) mit

Jd d P
(32) AU xx + Zbux,y + Cuy]/ = <axay> M&ay) lj

=Vu
9 9
(3.3) - <ax/ay/> u’ Mu (%%) .

79
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Weiterhin ist
ap @ a1 o A0
MU=M =
(5 & )=(h 5 ) (5 %)

und daher
T (M0
u-mu = ( 0 A )

In Gleichung (3.2) eingesetzt liefert das

9
Jd 0 A O o

AlUyxy + Zbe,y + Cilyy = (ax,ay/> < 01 )\2> (;) U= AMUyy + /\zl)y/y/
ay’

und die partielle Differentialgleichung (3.1) erscheint in der Form
AUy + /\zvy/y/ + (Dcld + ,Ble)vx/ + (Dézd + ﬁz@)l)yl +fU =gq.

Hier unterscheidet man die drei wichtigsten Falle:

(1) detM >0 < AA2 >0
Die PDGL heifst elliptisch, z.B. tiyy + uyy = 0.

(2) detM <0< AA, <0
Die PDGL heifst hyperbolisch, z.B. die Wellengleichung .,y — u,,, =
0 oder uy, = 0.

(3) det M = 0, aber entweder A; = 0 und a1d + B1e # 0 oder A, =0
und axd + Bre # 0
Die PDGL heifst parabolisch, z.B. die Warmeleitungsgleichung u, =

Uyy.
Sei nun n > 2 beliebig und sei (3 C R".

DEerINITION 3.1. Der Differentialausdruck

n

Lu(x) := — i ai,j(x)uxix].(x) + Zbi(x)uxi(x) + c(x)u(x)

ij=1 i=1
heifit (gleichméfig) elliptisch, wenn ein 6 > 0 existiert mit

¢1
n
Y a(x)&E > 015 Vi=|:|eR, xeq
b=l Gn
oder dquivalent alle Eigenwerte von (a;;(x)); —1,.,, von unten beschrinkt sind
durch 0 (man sagt auch ,,von Null weg beschriinkt”).

Das einfachste Beispiel eines elliptischen Differentialoperators ist L =
—A.Hierista;;=1,i,j=1,...,n und man kann 6 = 1 wihlen.

DEFINITION 3.2. Sei L elliptisch. Dann heif$t die Evolutionsgleichung u; +
Lu = 0 parabolisch und die Evolutionsgleichung uy + Lu = 0 heif$t hyperbo-
lisch.
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3.2. Sobolev-Raume

3.2.1. Banach- und Hilbertraume. Wir erinnern uns an die folgenden
Begriffe und ihre Eigenschaften, welche aus der Linearen Algebra bekannt
sind:

Ein Vektorraum B iiber R (bzw. C) heifst Banachraum, wenn er mit
einer Norm || - || ausgestattet und beziiglich dieser vollstindig ist. Ein
Banachraum H tber R heifst (reeller) Hilbertraum, wenn die Norm hier-
bei von einem Skalarprodukt (-,-)y : H x H — R induziert wird, d.h.
llul|l3 = /{u,u)y fir alle u € H. Nicht jeder Banachraum ist auch ein
Hilbertraum, betrachte z.B. C([0,1]) mit ||u|| = max{|u(x)| | x € [0,1]}. In
Hilbertraumen gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(u, o) < ullllolln, woeH,
wobei genau dann Gleichheit eintritt, wenn # und v linear abhédngig sind.

Wir erinnern uns an einige aus der Analysis III bekannte Beispiele. Im

Folgenden ist stets (3 C R".

(1) Der Raum LP(Q)) der Aquivalenzklassen von zur p-ten Potenz
iiber Q) Lebesgue-integrierbaren Funktionen, p € [1,00). Formal
definieren wir diesen also als den Faktorraum

LP(Q) = LP(Q)/NP(Q)
mit
Lr(Q) = {u .05 R ( /Q lu(x)|Pdx < oo},
NP(Q) :={u € LP(Q) | u = 0 fast {iberall in O}

und )
P
= Pd .
Il = ( [ 1Pz

Dann ist L?(Q)) ein Banachraum und im Falle p = 2 sogar ein
Hilbertraum, denn die Norm wird dann induziert von dem Ska-
larprodukt

(,9)12(00) ::/ uvdx, u,v€ L*(Q).
0

(2) Der Raum L®(Q)) der wesentlich beschrénkten messbaren Funk-
tionen auf (). Formal erhalten wir diesen als

L®(Q) := LZ(Q) /N (Q)).
mit
L7(Q) := {u 0 —R ‘ ess-sup |u(x)| < oo} ,
xeQ)
N®(Q) :=={u € L2(Q) |u = 0 fast iiberall in O}
und

[t = () := ess-sup [u(x)].
xeQ)

Auch L*(Q)) ist ein Banachraum.
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(3) Es gilt die Holder-Ungleichung, d.h. fiir u € LP(Q) und v € L7(Q)
mit % + % =1(1:=0)ist uv € L}Y(Q) und

[uvll iy < lullr@ ol

(4) Analog konnen wir so auch vektorwertige Funktionen betrachten.
Hierbei ist

LP(O;R™) :=4u= (uq,...,Um) | t1,...,uy € LF(Q)},

[l Lo ummy := (Z Hujl\fp(@)>
j=1

und wieder erhalten wir im Falle p = 2 sogar einen Hilbertraum
mit

==

m

(1,0) 20rm) = Y (1}, V) 120 :/Q(u,v)dx.
j=1

3.2.2. Sobolev-Riume. Seien () C R" offen, p € [1,00], u € LF(Q)
und a € (INp)" ein Multiindex. Ist die Distribution D*u regulir, so heifst
D*u die schwache Ableitung von u. Fiir u € Cl*/(Q) stimmt die schwache
Ableitung D*u mit der klassischen Ableitung iiberein. Im Gegensatz zur
klassischen Ableitung folgt aus der Existenz einer schwachen Ableitung je-
doch nicht die Existenz der schwachen Ableitungen niedrigerer Ordnung
(Ubungsaufgabe!).

DEFINITION 3.3. Fiir k € INg und p € [1, 0] definieren wir den Sobolev-
Raum

WrP(Q)) := {u € LY (Q) | fiir |a| < k existiert die schwache Ableitung D*u
und sie liegt in L (Q) }.
Fiir p = 2 schreibt man auch H*(Q)) := W*2(Q).

DEerINITION 3.4. Wir definieren die Sobolev-Norm als

1
el = { (Duiee Ja D u(x)rax) ", p e f1,00),
Yja|<k €ss-sup [D*u(x)|,  p=oo.
Fiir p = 2 schreibt man auch || - ||y := || - ||k 2-
In der Ubung wird gezeigt, dass W*? (Q) beziiglich || - ||y, ein Banach-
raum ist.

BEHAUPTUNG. Der Sobolev-Raum Hk(Q), k € NN, ist ein Hilbertraum
mit dem Skalarprodukt

(u,0) := Y _ (D*u, D"0) ;>
|| <k

BeEwEls. Symmetrie und Bilinearitdt folgen unmittelbar daraus, dass
(+,+)12 ein Skalarprodukt ist und Differentiation linear ist. Ist (u, u); = 0,
so folgt auch
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also ist (u,u);2 = 0 und damit auch u = 0 fast tiberall in (). So ist mit
der Definitheit auch die letzte Eigenschaft eines Skalarproduktes nachge-

wiesen. Offensichtlich induziert \/ (-, -)x auch die Sobolev-Norm und mit
dieser ist H*(Q) in der Tat vollstandig. O

BEMERKUNG. Offenbar ist
<1/l, U>1 = <1/l, 'U>L2(Q) + <Vu, VU>L2(Q;1R”)
und
lullf = Nl + Vil T2 qrm-

Insbesondere folgt aus Konvergenz u; — u in H'(Q) auch u; — u in L?*(Q2)
sowie Vu; — Vu in L?((; R").

3.2.3. Sobolev-Riume Wg’p (). Um schwache Losungen zu Randwert-
problemen zu finden, bendtigen wir Sobolev-Funktionen, die auf dem
Rand 9Q) bestimmte Werte annehmen. In den meisten Situationen ist 9Q)
jedoch eine Nullmenge und im Sinne einer Aquivalenzklasse von Funk-
tionen ist eine Vorgabe wie z.B. u|yn = 0 folglich ohne Bedeutung. Ab-
hilfe schafft die in diesem Abschnitt beschriebene Begriffsbildung, welche
durch den folgenden Satz motiviert wird.

Satz 3.5. Seien k € N und p € [1,00]. Ist QO C R" offen und beschriinkt, so
liegt C™(Q)) dicht in WrP(QQ).

Mit anderen Worten existiert zu jedem u € W*?(Q) eine Funktionen-
folge (u;); C C®(Q) mit u; — u in WkP(Q)), d.h.

tim [l — ul = 0.
DEeFINITION 3.6. Sei Q) C R" offen. Dann setzen wir
wit(@) = (@),

d.h. Wg’p(ﬂ) ist der Abschluss von Cg°(Q)) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||y, . Fiir
p = 2 schreiben wir H5(Q)) := W(')"Z(Q).

BEMERKUNGEN.
1) W(l)c,p(0> (ausgestattet mit der Sobolev-Norm || - ||y ,) ist per Defi-
nition ein abgeschlossener Teilraum von W*?(Q)) und als solcher

ein Banachraum.
(2) In einem gewissen Sinne gilt hiermit in der Tat

Wy (Q) = {u € WH(Q) | D*u = 0 auf 90 Va| < k—1}.

Um diese Eigenschaft zu prézisieren, braucht man den sogenann-
ten Spuroperator, der eine Verallgemeinerung der Restriktionsab-
bildung f — f|sq darstellt. In diesem Sinne ist H}(Q2) die Menge
aller Funktionen aus H!(Q)), deren Spur auf dem Rand 9Q) ver-
schwindet. Mit Hilfe des Spuroperators lassen sich auch Sobolev-
Funktionen mit allgemeineren Randbedingungen festlegen, dies
tibersteigt jedoch den Umfang dieser Vorlesung.
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(3) WEP(Q) = WhP(Q) ist moglich, z.B. ist We” (IR") = WhP(R™).

(4) Ist allerdings Q C R” offen und beschrankt, so ist WkP(Q) #
Wg’p(Q) fur alle p € [1, 00].

(5) Ist WhP(Q) = Wg’p(Q), k€ N, p € (1,0), so ist R" \ Q) eine
Nullmenge (Satz von Lions).

3.3. Schwache Losungen elliptischer Randwertaufgaben
Sei () C R" offen und beschrinkt. Betrachte den Differentialausdruck

)= = 3 (a5 (), + Lo 1)+ ()et)

i,j=1

S i az-,]-(x)uxl.x].(x) +i ( i a;(x ) Uy, (x) + c(x)u(x)

ij=1 i
mit a;;, b;,c € L*(Q)). Sei L gleichméfig elliptisch, d.h. es gebe ein 6 > 0
mit

G1
Z”u (x)&ig; > 015> Vi=|:]|eR, xeq.
i,j=1 Cn
Betrachte die Randwertaufgabe
Lu=f inQ,
u=0 aufo),

wobei zunéchst alle Koeffizienten 4, j, b;, c von L glatt seien. Ist u eine klas-
sische Losung, so erhalten wir fiir jedes v € C°(Q))

dx = [ o()Lu(x)d
/Qv(x)f(x) X Qv(x) u(x)dx
= —/ v(x)div (A(x)Vu(x) dx—l—/ (b(x), Vu(x))redx

—|—/ dx.
Hier ist A : QO — R™*" die matrixwertige Funktion mit (

i = i
und b : QO — R” die vektorwertige Funktion mit (b(x)); = b;(x). Mit
partieller Integration erhalten wir

S
—~
=
~—

~.
I
I
—~
=
~—

/Q o(x)div (A(x) Vau(x))dx LY _ /Q (Vo(x), A(x)Vi(x)) g dx
und schlielich
(3%{)2 o(x) f(x)dx = / (Vo(x), A(x)Vit(x)) g dx
+/ %), Vit(x)) g dx—l—/ (x)u(x)dx

DEFINITION 3.7. Sei ‘H ein Hilbertraum. Eine Abbildung B : H x H — R
heif$t Bilinearform, wenn fiir alle a, B € R und u, uy,uz,v,v1,v € H gilt
(a) Blauy + Bua,v] = aBluy,v] + BB[uz, v],
(b) B[T/l, K01 + :BUZ] = lXB[M, Ul] + IBB[u/ 02]‘
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Betrachte fiir alle v,u € H}(Q) die Bilinearform
(3.5) Blv,u] := / (Vo(x), A(x)Vu(x))ge dx
0

+ /Q 0(x) (b(x), Vit(x)) g dx + /Q o(x)e(x)u(x)dx
Gleichung (3.4) motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 3.8. Sei f € L?(Q). Eine Funktion u € H}(Q) heifit schwache
Losung der Randwertaufgabe

Lu=f inQ,
3.6
(36) {u =0 aufoQ),

wenn Blu,v] = (f,v) 12 fiir alle v € Hy(Q) gilt.

Im néchsten Abschnitt studieren wir die Existenz und Eindeutigkeit
der schwachen Losungen dieser Randwertaufgabe.

3.4. Satz von Lax-Milgram, Poincaré-Ungleichung
Sarz 3.9 (Satz von Lax-Milgram). Seien H ein Hilbertraum und B : H X
‘H — R eine Bilinearform. Es gebe Konstanten o, B > 0 mit
(@) |Blu,v]| < a|lu|-||v|l, u,veH, (Beschriinktheit)
(b) Bllul|®> < Blu,u], ue€H. (Koerzivitiit)
Dann gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional | : H — R genau ein u € ‘H
mit Blu,v] = 1(v) fiir allev € H.

BEMERKUNG. Fiir ein festes f € L?(Q)) ist die Abbildung H}(Q)) >
v+ (1, f)12(0) ein stetiges lineares Funktional: Die Linearitat ist hierbei
offensichtlich, die Beschranktheit und damit die Stetigkeit folgt aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, denn

10, )zl < ol 1) < ol 1 flizq)-

Wir wollen nun den Satz von Lax-Milgram auf # = H}(Q) und die Bi-
linearform (3.5) anwenden, um die Existenz und Eindeutigkeit der schwa-
chen Losungen der Randwertaufgabe (3.6) zu zeigen.

LemMA 3.10. Seien a;j, b;, c € L*(Q)). Dann ist die Bilinearform (3.5) be-
schrinkt.

Bewers. 1.) Fiir das erste Integral in (3.5) gilt

/Q (Vo(x), A(x)Vu(x)) dx

= ‘(VU,AVWLZ(Q,W)

< ||VUHL2(Q;R") : HAV”HLz(Q;an)
< ol HAVMHLZ(Q;IR”)'

Weiter ist

[AVIR: e = [ (AG)Vu(), A Vu(x)) dx = [ |AG)Va() P
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Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir eine lineare Abbildung
T:R" — R" und ein « € R"

T

|T0‘| < ”TH]R”—>]RH : |0€’ mit HT||R"—>R" = sup
520 |Bl

gilt. Damit erhalten wir

/Q |A(x)Vu(x)2dx

VAN

JIAG) oo V) Pt

< ess—supHA(x)H]Iz{n_mn/Q\Vu(x)lzdx

< esssup | A(x)[[fr w17

Sei o € R" beliebig. Betrachte

[(A(x)a);| = |[(i-te Zeile von A(x),a)| < |i-te Zeile von A(x)| - |«|
< av/nlal
ita:= - i . Damit ist
mit a 122;1; ess-sup |a;,;(x)[. Damit is

|A(x)a| < \/n (a\/ﬁ|a|)2 = nala|

||A(x> ||]R"%IR" S na

Folglich ist

und somit insgesamt

/Q (Vo(x), A(x)Vu(x)) dx

2.) Fiir das zweite Integral gilt

< nallof[y[|ul-

[ o), Vu)dx| < Y bl [ oG] V) dx
i=1
< LIl ol I Vlzam
i=1
n
<Y IBill ey llol]2 a1
i=1
3.) Fiir das dritte Integral gilt
| o@etuds| < felliso ooy

< llellie@llolla@ o)
< llellieollolhlfulls-
4.) Kombinieren wir alle Teilergebnisse, so erhalten wir
n
|Blo,u]| < (Wf 1HbiHL°°(Q) + HCHLw(Q)> [0} [fufl
iz

und somit die Behauptung. 0
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LemmMma 3.11. Es gibt a, p > 0 mit
allull? < Blu,ul + Blullaqy Vu € HY(Q).

Bewers. Da L gleichmafig elliptisch ist, gilt
9/ |Vulgodx < Z/”ll Y, (x)ux; (x)dx
0

i,j=1

— Bluu] — /Q u(x) (b(x), Vuu(x))dx — /('lc(x)u(x)zdx
< B+ [ () b(x), Tl dx+ el ] .

Mit der elementaren Ungleichung ab < a® + b? ist auch
ab = (a\/E)(i) <£a2—|—b—2, e > 0.
N €

Hiermit erhalten wir die Abschitzung

1) oG, Tu) < i [ 1G] V(o
s O o)
i_zlublnmm/ﬂ( DE s eivuor) d

IN

Waihlen wir ¢ so klein, dass
1 0
e |Ibill~ < Y
i=1
so ist

9/ |Vu(x)|?dx < Blu,u] + /]Vu 2dx+ﬁHuH

1 n
= | 2 L Nbille= | +llellze(q) 2 0
i=1

g/QWu(x)\zdx < B[u,u]+ﬂ’/()|u(x)]2dx.

Daraus folgt die Ungleichung

mit

also schiefdlich

0
0llul? < Blu, u] +ﬁ/0 u(x)Pdx, pi=p+5 >0
0

Satz 3.12. Sei () C IR" offen und beschriinkt. Dann gibt es ein p > 0 so, dass
fiir jedes u > B und jedes f € L*(Q) genau eine schwache Losung u € H}(Q)
der Randwertaufgabe
Lu+uyu=f inQ,
u=20 auf 0Q),

existiert.
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BewEls. Setze By[v, u] = Blo,u] 4 (v, u)12(q), v, u € Hy(Q). Mit Lem-
ma 3.10 folgt dann

|Bi[v, u]l |Blo, ul| + pl (o, u)12(0)|
Cllollllulls + pllollz o) ll#ll2@)
(C+wlollallul,

d.h. B; ist beschrankt. Aufgrund von Lemma 3.11 ist

IN AN A

Bulu,u] = Blu,u] + pllullfz i) = Blu,u] + Bllullz o) = aflull?,

d.h. By ist auch koerziv. Nach dem Satz von Lax-Mllgram gibt es daher
genau ein u € H}(Q) mit By[o, u] = (v, f) 2. O

BEMERKUNG. Der Satz macht keine Aussage iiber schwache Losungen
der Poissongleichung Au = f. Dafiir brauchte man eine Variante des Sat-
zes mit y = 0, im Allgemeinen gilt er in dieser Situation allerdings nicht:
Es ist moglich, dass die Randwertaufgabe dann entweder gar keine oder
unendlich viele Losungen besitzt. Unter geeigneten zusétzlichen Voraus-
setzungen kann man die eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe aber
auch fiir y = 0 beweisen.

3.4.1. Poincaré-Ungleichung.

Sarz 3.13 (Poincaré-Ungleichung). Ist (3 C IR" offen und in einem Wiirfel
der Kantenlinge s enthalten, so gilt

]l 200y < slIVull2omey  Vu € Hy(Q).

BEwEIs. 1.) Zeige die Poincaré-Ungleichung fiir u € C°(Q2). Ohne Ein-
schrankung sei O C W := (0, s)". Setze

o Julx), xeq,
i(x) = {0, xeW\Q,

offensichtlich ist dann i € C§°(W). Fiir feste xy,...,x, € (0,s) betrachte

die Funktion v(x1) := ii(xy,...,x,). Dannist v(0) = 0 und fiir x; > 0 folgt
aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

lo(x1)| = |o(x1) — 0(0 |_’/ dt‘ /|v )|dt

<(fa )1/2(/ (e zdt)1/2§ﬁ</os|v'<t>|2dt)

Daher gilt
S
/ |o(x1)|*dx; <s sup |v(x1)]* <82 / |0/ (t)|?dt.
0

x1€[0,3]

1/2

Dies bedeutet

S
/|u X1, xn) Py < 82 / iy, (x1, - . ., x0) 2y,
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woraus wir
n
Jy oGP <t [ )Fe < & [ ()P4 3 [ 1 )P

erhalten. Da supp i C () ist, folgt also
[ullf2iq) < SV ullZ2m0-

2.) Sei nun u € H}(Q) beliebig. Da C§°(Q)) dicht in H}(Q) ist, gibt es
eine Folge (u;); mit u; — u. Damit ist

lullizq)y < llu—=ujlliza) + 14l
< u—ujll20 +5HV“;HL2 (QUR)
< lu = ujllizq) + sl Vi = Vul 2arey + sVl 2 are),
und im Limes erhalten wir die Behauptung. O
BEMERKUNGEN:

(a) Man sieht leicht, dass
ulll == | Vull 2 urey

eine Norm auf H}(Q) ist. Tatsdchlich sind die Normen || - ||| und
|| - ||l1 sogar dquivalent, denn wihrend trivialerweise |||u]]| < |[u];
gilt, erhalten wir mit der Poincaré-Ungleichung auch

lullF = Il 2oy + IV ullZ2qurry < (52 +1) Nu I

(b) Eine Variante der Pomcare-Unglelchung fiir Sobolev-Funktionen
aus H'(Q) lautet

1
u——— [ u(x)dx
\0!/0

3.4.2. Schwache Losungen der Poissongleichung. Es sei
Lu:= —Au+cu

: S CHVMHLZ(Q;]R”) Yu e Hl(0>

mit einer nichtnegativen Funktion ¢ € L®((}). Dies ist in der bisherigen
Situation als der Spezialfall enthalten, in dem A die Einheitsmatrix ist und
b=0.

Ohne Einschrankung sei Q) C (0,s)" mit s > 1. Nun ist

Poincaré

2 incaré |
Blu,u] = [Vullomn + [ e@lu@Pdx 2" Sl

und daher

Blu, u]

1 1 1 1 s21 1
= 5 Blu,ul + 5 Blu,ul > @H”HLZ(Q) + EHVMHLZ(Q;IR”) > @H”H%-

2 2

Also ist B koerziv, beschrdnkt ist B ohnehin bereits wegen Lemma 3.10
und mit dem Satz von Lax-Milgram erhalten wir hieraus das folgende
Ergebnis:
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Satz 3.14. Es seien Q C R" offen und beschriinkt und f € L*(Q)). Dann
besitzt die Randwertaufgabe

—Au=f inQ,
u=20 auf 0Q),

genau eine schwache Losung.



KAPITEL 4

Die Wirmeleitungsgleichung

Es sei () C R" offen. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
ur(t,x) — Au(t,x) =0, (t,x) € Ry xQ,
bzw. die Warmeleitungsgleichung in inhomogener Form

u(t,x) — Axu(t,x) = f(t,x), (t,x) € Ry x Q.

4.1. Die Fundamentall6sung

Sarz 4.1. Die Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung ist gegeben
durch

1 e
ne_%, x€eR"t>0,
D(t,x) := 4 (4mt)2

0, xeR"t <0,
d.h. im distributionellen Sinne gilt &y — AP = 6.

Bewers. 1.) Fiir t > 0 und x € R" gilt

x> n

q)t(t, x) - <’4t2 - 2t> q)(t, .x),
x.

D, (tx) = —2—1¢(t,x),

2
(I)xjxj(t,X) = E — E q)(t,X)

und somit D¢ (t, x) — A, D(t, x) = 0, das heifdit P ist eine klassische Losung
der homogenen Warmeleitungsgleichung auf IR, x R".
2.) Fir t > 0 gilt

<2 n ;]2
/ D(t,x)dx 1 / e"Tltdx = 1 | I/ e 4
n R

, A dx;

=1

nZE/Re Gdg; = <\/1E/]Re‘32d§>n Y

Wegen des Satzes von Fubini ist also ® € L} (R x R") und wir kénnen ®
via

X

éj:_2

=2
—_
=

D(R xR") 3 ¢ — / dt [ dx ®(t,x)e(t x)
R JR

als reguldre Distribution auffassen.

91
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3.) Sei ¢ € D(R x R") beliebig. Betrachte

(@) — AD) () = —/Rdt [ dx () (u(t,3) + Brp(t,¥))
= —lim "t [ dx () (@u(t, ) + Al )

e—0

= lim { dx O(e, x) (e, x)
RYI

+/:odt . dx (D(t,x) — A DP(t, x)) @(t,x)
=0

4.1) = lim [ dx ®(gx)¢(0,x)
e—0 JR"

+lim [ dx ®(e,x)(@(e,x) — (0, x)).
e—0 JR®

Hierbei gilt

[ @(ex) (ple,x) — 9(0,2)) dx

Zeigen wir nun noch

lim | (g, x)(0,x)dx = ¢(0,0),
e—0 JRn

so folgt die Behauptung. Dazu betrachten wir

/n D(e,x)p(0,x)dx — (p(0,0)‘ = / ) (e, x)(@(0,x) — ¢(0,0))dx
< [ @ex)p0x) - g(0,0)dx
Tay_lor
= /IRH qD(S,X)|<Vx(P(0/x)’x:§/x>|dx

C// D (¢, x)|x|dx
]RTl

C’ 2
= (4718)% /ne i |x|dx

! 00
= CnV,Z/ e_%r”dr
(4me)z Jo
e CVa(2v/E)" / " e Ppdp
(47te)2 0
= "VeERo

IN

0

BEMERKUNG. Fasst man T; := ®(t, - ) fiir festes t > 0 als Distribution
in D'(R") auf, so zeigt die letzte Rechnung, dass man auf diese Weise eine
reguldre Approximation der Deltadistribution erhalt.



4.1. DIE FUNDAMENTALLOSUNG 93

Satz 4.2. Sei g € C(R") N L®(R"). Fiir die Funktion

u(t,x) = /IR” ®(t,x —y)g(y)dy, (t,x) € Ry xR",

gilt dann

(@) ue C°°(1R+ x R™),
(b) u(t,x) — Ayu(t,x) =0V(tx) € Ry x R”,
() t lim ( x)=g(x ) Vxp € R".

(£,2)—(0,x0)
t>0

Bewgers. 1.) Die Abbildung (t,x) — ®(t, x) liegt in C* (R4 x R"). Au-
Berdem sind fiir jedes 6 > 0 die Ableitungen auf [§,c0) x R” majorisiert
durch eine integrierbare Funktion, da es sich im Wesentlichen um Poly-
nome multipliziert mit der Fundamentallosung handelt (die Details sei-

en dem Leser {iberlassen). Da g ferner beschréankt ist, erhédlt man hieraus
u € C®((d,00) x R") fiir alle & > 0, also letztlich u € C* (R4 x R"), wobei

wi(t, %) — Au(t, x) = / (@u(t,x) — AD(E,)) g(y)dy = 0.
=0

2.) Seien xp € R" und ¢ > 0 beliebig. Wahle § > 0 so, dass
1g(y) — g(x0)| <& falls |y — xo| <.

Fiir |x — xo| < § betrachte

lu(t,x) —g(xo)| = O(t,x —y)(g(y) — g(x0))dy
= / (t,x —y)Ig(y) — g(xo)ldy
/]R”\Ba(xo)q)(t = y)Igy) = g(xo)ldy

= I+].

Fiir diese beiden Integrale erhalten wir

bzw.
J < 2l | o(t,x — y)d <C/ e
= 28l R"\Bs(xo) VY= R"\Bs(xo) ’
Hier gilt
y—xol = ly—x+x—x| < [y—x[+|xr—x

) 1
< ]y—x\+§ < |y—x!+§|y—xo|,
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also [y — x| > J|y — xo|. Damit erhalten wir
2
] g/ eily 16?‘ dy
t2 JR"\Bs(xo)

L (i/ e’%dz
£2 JR™\B;s(xo)

C e _2
= —/ e~ 16" dr
5

INA

t2
=iVt C”f% / °° e " 1dp 28 .
t2 S
Somit gilt I + ] < 2¢ fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. O

Mit C2(Ry x R") bezeichnen wir die Menge aller Funktionen u :
R; x R" = R, deren partielle Ableitungen % sowie Du, |a| < 2 existie-
ren und stetig sind. Es sei Cé’z(llh_ x R") die Menge aller Funktionen aus
CY(R; x R"), deren Trager kompakt in R"*! (1) ist. lim; o u(t,x) = 0

braucht also fiir # € Cy*(R;. x R") nicht zu gelten.

Satz 4.3. Sei f € Cy(Ry x R™) beschriinkt und sei u gegeben durch

u(t,x) := /Otds . dy ®(t—s,x —y)f(s,y).

Dann gilt
(@) u € C2(R; x R"),
(b) uy —Ayu = fin Ry x R”,
() ( lim  u(t,x) = 0 fiir alle xp € R"™.

t,x)—(0,x0)
>0

Der Beweis verldauft im Wesentlichen genauso wie bei der Poissonglei-
chung.

KOROLLAR 4.4. Seien ¢ € C(R") N L®(R") und f € Cy*(R; x R"). Die
Anfangswertaufgabe

ur—AMu=f inRy xR”,
u(0,-)=g aufR",

wird gelost von
t
u(t) = [ @tx—y)gWdy+ [ ds [ dy@t—sx—y)f(sy).

4.2. Mittelwertsatz und Maximumprinzip

Zunichst fiihren wir einige Begriffe und Notationen ein. Zu T > 0
sowie () C R" offen und beschréankt heilt Qr := (0, T) x Q) parabolischer
Zylinder und eine klassische Losung der Wiarmeleitungsgleichung darin
heifst kalorische Funktion. Der Rand des parabolischen Zylinders ist

007 = {0} xQU{T} xQUI0, T| x 0Q),
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die Teilmenge
I'r={0} x QUI0, T] x 0Q

bezeichnet man als den parabolischen Rand von Qr. Zu (t,x) € Ry x R"
und r > 0 definieren wir die sogenannte Wiirmekugel (engl. heat ball)

E(t,x,r) = {(s,y) € R xR"

P(t—s,x—y) > 1}.

rh

Wie man an der Gestalt der Fundamentallgsung abliest, ist E(t, x, r) be-
schrankt. Einige weitere hilfreiche Eigenschaften fasst das folgende Lem-
ma zusammen.

LEMMA 4.5. (a) Fiir alle (t,x) € R x R" und r > 0 gilt
2
E(t,x,r) C [t - 47t,t> x R".
(b) Fiir alle (t,x) € Qr \ I't und hinreichend kleine r > 0 gilt
E(t,x,7) C Qr.
(c) Fiir alle (t,x) € R x R" und r > 0 gilt
//) ‘(J;:Sy)zdsdy = 4r".

E(txr

Bewers. (a) Fiir (s,y) € E(t,x,r) ist nach Definition

1 ey 1
t—s>0, —e M > —
(4rt(t —s))2 rn
und folglich gilt
1 1 > r?
——— > — = 0<4n(t—5)<r" => t>s>t——.
(4rc(t—s))z — 1 4

(b) Bemerke, dass Q7 \ It = (0,T] x Q. Sei r < 1. Wegen (a) ist (s,y) €
E(t, x,r) genau dann, wenn

P =y "
_ _rm - _
s € _t 4n,t), N logr + 5 log [47(t —s)]

- 2
& se t—r,t>, |x —y[* < —4(t —s)logr — 2n(t —s) log [47t(t — 5)]

47
2 2 2
T 2 r r r—0
- —yP < -Clogr—an—logr 2%
= s€ _t 4n,t>, lx —y|° < - ogr n4n ogr 0,

wobei benutzt wurde
2

’
t—s<-— = 4xg(t—s) <r’ <1
SS oo n(t—s) <r <
Wihlt man nun ein € > 0 mit B;(x) C Q) und dann r so klein, dass

2 2 2
—;logr—4nﬁlogr<e und E<t'
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soist E(t,x,r) C [t— H,t) X Be(x) C (0,T) x QO = Qr.
(c) Wegen ®(r21,7z) = +®(T,z) erhalten wir mit Hilfe der Transformati-
onsformel
x—yP? _ // lyI®
// = S)zdsdy = dsdy
E(t,x,r) E(0,0,r)
E(0,0,1)
2
= r / i | —-dtdz
E(1)

wobei E(1) := E(0,0,1). Nach (a) und der Rechnung in (b) ist (7,z) € E(1)
genau dann, wenn

1
TE [— 47(,0> sowie |z|> < 2ntlog(—4mT).

Mit A(7) := {z € R"||z]?> < 2ntlog(—4mT)} ist dann wegen des Satzes

von Fubini
2
// I2F gra / 12</ yz|2dz> dt.
—& 7 \Jaw

Wir berechnen erst

4ntt
én-‘rl dg

n+2
= +2 (\/anlog 4711'))

_ nV,(2n)2*!
 on+2

[ ety [
A(T) !

(T]Og(—47‘[’l’))%+l

und damit
2 +1
// ’Z_[‘drdz = nVn(Z—;zzz/ 72 Ylog(—4m7))2 T dt
E(1) i

[ ﬁ+1 LT[ n n n
s ”V"n(2+’“>22 |7 sE ()5 (tog(dms)) T ds
0

=(~ log(47s)) 2 "1

>~ (—logo)2tldo.

o=tns  nVy (2n)211 / 1
- n+234mit o
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Dabei ist
1 n n :_1 o n n
/07’1(—log0)7+1d0 M / e Yy tlgy
0 0
) 142 oo
2 <2>2 / e Zz2 14y
n 0
2\2"2_n
= <n> r(z+2)
2\2"2 /n n
= <n> G+)r(z+1)
s

und unter Verwendung von V,, = yEssy) rechnet man leicht nach, dass
2

e (2)  (pen)r () =

gilt. Damit folgt die Behauptung. U

n

SaTz 4.6. (Mittelwertsatz) Es sei u € CY2(Qr) eine kalorische Funktion.

Dann ist
u(t,x) = 4n// sy —5)? sdy

txr

fiir jedes E(t,x,r) C Qr.

Bewers. Ohne Einschréankung sei (¢, x) = (0,0), fir E(0,0, r) schreiben
wir kurz E(r), r > 0. Wie im Beweis von Lemma 4.5 ist

1 Y2 gy 5o 2
r) = r—ﬁ//u(s,y)z—zdsdy LT //u(rz’r, rz)ﬁdrdz.
E(r) E(1)

Wir berechnen mit majorisierter Konvergenz

n 2 2
= // ) uyizi@ + Zrusﬂ dtdz
E(d) N=L ’ !
s ryr
=" -5 // Z Uit g + 2rus~— | dsdy

2 n 2
RS //(!]/] Z jlyl—i—Zus‘y’ )dsdy = I+].

i=1

1,

Betrachte

$(s,,7) := log (F"®(—s,y)) = — log(—4ms) + 2

mit s < 0. Diese Funktion verschwindet auf dem Rand von E(r), denn

P(s,y,1r) =0 & r"®(—s,y) =1 & P(—s,y) = rln < (s,y) € 9E(r).

2
‘y‘ +nlogr
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Auflerdem gilt

2
%
M Z Z Py, (s,,7)

also erhilt man

2 ly[? 4 <
J = e //uSTdsdy = /usZyzl,byl s,y,r)dsdy
E(r) Er) !
e 4 4 L
o [ [ 95,9.7) L sy
E(r) E(r) =

Daraus ergibt sich

4 4 n
J = —m// usp(s,y,r)dsdy + m// Ps(s,y,7) Zuyiyidsdy
E(r) E(r) i=1
4 4 n ’y|2 n
=~ // ustp(s,y, r)dsdy + s // (—25 e Zu%yzdsdy
E(r) E(r)
4 2n 1
= —m // uslp(szyzl’)dsdy - W // g Z;uylyldey
E(r) E(T") 1=
1 yI? §
Tl / / “7 L tyyidsdy
E(r)

i=1

=1
Wegen ¢'(r) = I + J ist daher

2n 1&
o'(r) = — // us ¥(s,y,r)dsdy — T /s uy,yidsdy
E(r) =Ayu E(r) i=1

part. n

nt. 2n 1
w2 / / 3t (5.) 5.7y — 25 [ 23 sy
L E(r)

i=1
=72

= 0,

d.h. ¢ ist konstant. Zusammen mit Lemma 4.5 ist dann mit majorisierter
Konvergenz

2 2
o(r) —11m// prszTdZ—uOO//‘|dez-4u(OO)

E(1) E(1)
und der Beweis somit vollendet. O

Sarz 4.7. (Maximumprinzip) Seien () C R" offen und beschrinkt, T > 0
und u € CY*(Qr) N C(Qr) eine kalorische Funktion.

(a) Es gilt max u(t,x) = max u(t,x) (schwaches Maximumprinzip).
(tx)€Qr (tx)ely
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(b) Ist Q zusammenhiingend und gibt es ein (to, x9) € Qr \ Tt mit

u(to,xo) = max u(t, x),
(t,X)EQT

so ist u konstant in Qr (starkes Maximumprinzip).

Bewels. Wir zeigen die allgemeinere Aussage (b), daraus folgert man
(a) ganz genauso wie beim Maximumprinzip fiir harmonische Funktio-
nen.
(b) Es gebe ein (to, XO) S QiT \ I'r mit M(i’o, XQ) = M = M(to, xg) =
max_u(t,x). Nach Lemma 4.5 ist E(tg, xo, ) C Qr fiir hinreichend kleine
(t,x)EQT
r > 0 und mit dem Mittelwertsatz erhalten wir

2
M = u(tg,x0) = 4r” // (s,v) |tO—Z)| dsdy

to in’

2
e [] e~

t(] XQI’

d.h. u = M auf E(ty, xo, 7). Sei nun (s, yo) € I'r mit sy < tp. Da () zusam-
menhingend ist, gibt es einen stetigen Weg L von (to, xo) nach (so, yo) in
Q7. Setze

Tp = inf{s > s | u(t,x) = M V(t,x) € Lmits <t < ty}.
Da L abgeschlossen und u : Q1 — R stetig ist, ist das Infimum sogar
ein Minimum. Wir zeigen nun 15 = s, dann folgt die Behauptung. Ange-
nommen, Ty > So. Dann ist u(71,z9) = M fiir ein (19,20) € L N Qr. Dann

aber folgt genau wie oben, dass u = M auf E(7, zo, 7) fiir alle hinreichend
kleinen 7 > 0. Es gilt

E(70,20,7) DLU(Qx{n—0 <t<71})
fur ein o > 0. Damit ist u(t,x) = M V(t,x) € Lmit ip — o < t < 19, was
jedoch der Definition von 1) widerspricht. O
4.3. Eindeutigkeit der Losungen

Satz 4.8. Seien Q) offen und beschriinkt und T > 0. Dann gibt es hdchstens

eine Losung u € CY*(Qr) N C(Qr) der Anfangsrandwertaufgabe

=Au i

42) Uus u inQrp,
u=g auf I'r.

Bewers. Sind u1, up zwei Losungen von (4.2), so 16st w := uy — up die
Anfangsrandwertaufgabe

wy = Aw in QT,
w=20 auf I'r.

Mit dem Maximumprinzip folgt also w < 0 und somit u; < up in Qr.
Analog erhdlt man durch Betrachtung von —w die umgekehrte Unglei-
chung. O
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SaTz 4.9. Es sei u € C2((0,T) x R*) N C([0, T] x R") eine Losung von
{ut::Au in (0,T) x R,
u=g auf {0} x R"
Ferner geniige u der Wachstumsbedingung
u(t,x) < A vy € R", Vt € [0, T]
fiir geeignete Konstanten A,a > 0. Dann gilt

sup u(t,x) = sup g(y).
(t,x)€[0,T]xR" yeER?

BeEwers. 1.) Zu festen u > 0, ¢ > 0 und y € R" betrachte die Funktion

- B u x —y|?
o) =)~ G T P (T ety

Diese 16st die homogene Wiarmeleitungsgleichung in (0, T) x R", denn es
gelten

0 (1 )
H\(Tre—0: PaT+e—1)

Ny A Y p
T\ 2(Tre—0i " 4Tre-—ni2) " PaTre—ty

-y  _ x-y x —yf?
VaOP pr e T aThe—0 S PaTre—1)
-y x —yl?

Axexp4(T+£_t) = dlvvxexp4(T+£_t)

—yl? _ |2
_ n By N oyl
2(T+e—t) 4(THe—t)? 4(T+e—t)
Zu beliebigem r > 0 setze nun Q) := B,(y). Dann ist v € C(Qr) N C*?(Qr)

eine kalorische Funktion und mit dem Maximumprinzip erhalten wir

4.3 t,x) = t,x).
(*3) (s, 1) = ey vlt)

2.) Sei x € R" beliebig. Da yu positiv ist, gilt

2
(4.4) v(0,x) = u(0,x) — (T—tg)’zl exp lJ(CT —|—yL) <u(0,x) = g(x)

Fiir jedes x € 0B,(y),0 < t < T, erhalten wir

" x —yP?
t, — t, - n
olt,x) u(t,x) (T+£—Q7WPMT+€—Q
2
< A alx|> M ; ’x — y|
= e (T—i—s—t)fexp4(T+£—t)
2
< pAetlyl+n? _ __H 4
= T+e)! P aT+e)
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Zunichst sei T > 0 so klein, dass 44T < 1 ist. Dann gibt es ein € > 0 mit

4a(T +¢) < 1 und folglich ist 7y := ﬁ —a > 0. Hiermit ist

ot x) < AW —p(4(a+ )27 Vx € 9B, (y).
Es gilt
lim Ae(VH° — pi(4(a 4 7)) el = —co

r—oo
und insbesondere ist

AW — u(4(a+ 7)) 207 < sup g(z)

zeR"
fir alle hinreichend grofSen r > 0. Fiir ebensolche gilt dann insgesamt
(4.5) v(t,x) < supg(z) Vxe€adB,(y), Vt€[0,T].

z€R"

3.) Aus den Gleichungen (4.4) und (4.5) folgt

max v(t,x) < su z),
(tx)elr ( ) zellgg( )

und mit Gleichung (4.3) schliefslich
max_ ov(t,x) < sup g(z).

(tx)eQr z€R"
Also ist
M
ty) — — =ty < Vte |0, T
u(t,y) Tre—pI olty) < supg(z) vt e [0,T]
und somit

u(t,y) <supg(z) vtelo,T].
z€R"
4.) Zuletzt entledigen wir uns noch der im zweiten Schritt gemachten Zu-
satzbedingung an T. Seien also nun T > 0 beliebig und a2 > 0 so, dass
4aT > 1. Betrachte die Intervalle [0, Ty], [T1,2T1], ..., [kT1, T] mit Ty = %
und k < Tll,k € IN. Damit ist 4aT; < % < 1. Benennt man nun die Zeit
t' =t—T; € [0, T1] usw., so kénnen wir den Satz auch fiir grole T auf die
Schritte 1 bis 3 zurtickfiihren. O

BEMERKUNG. Gentigt die Losung der Anfangswertaufgabe der unteren
Schranke ,
u(t,x) > —Ae "yt ¢ [0, T],
so gilt

(t/x)el[gT]X]R”u( x) yler]ang(y)

KororLAR 4.10. (Eindeutigkeitssatz) Seien ¢ € C(R"), f € C([0,T] x
R"). Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

uy—Au=f in(0,T) xR",
u=g auf {0} x R",

hochstens eine Losung u € C?((0,T) x R") N C([0, T] x R"), die der Wachs-
tumsbedingung

lu(t,x)| < Ae P vx e R", vt e [0,T]
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mit Konstanten a, A > 0 geniigt.

Bewers. Sind uy, up zwei Losungen, so 16st w := 11 — uy die Gleichung

Aw =0
w=0 auf {0} x R"

und geniigt der Wachstumsbedingung w(t, x) < 2Ae" *. Mit Satz 4.9 folgt
dann w < 0 und damit u; < u,. Analog erhilt man durch Betrachtung von
—w3 die andere Ungleichungen. O

BEHAUPTUNG. Die Anfangswertaufgabe
ur—Au=0 in (0,00) X R,
u=0 auf {0} X R,
besitzt unendlich viele Losungen.
BEwEls. Zu beliebigem a > 1 setze
T, >0,
n(t) = {e >0
0, sonst,

und

> hk) (¢
u(t,x) =Y, (|> x%k,
k=0
Aus der elementaren Theorie der Potenzreihen folgt u € C®°(Ry x R),

limu(t,x) =0 VxeR

£L0
und
= V) o & B9 s
ur(t,x) — Uy (£, x) = k;:)wx — Z‘i mx
_ i WD) e S RED(E) 5 0
= (2K)! = (2k)! '
Damit erhédlt man fiir jedes & > 1 eine Losung, also unendlich viele. ~ [J
4.4. Schwache Losungen
Betrachte
—Au+cu=f inQr,
(4.6) U = ug in {0} x Q,

g—ﬁ+zxu:g auf (0, T) x 90},

mitc € L®(Qr), f € Lz(QT),g IS LZ((O, T) x0Q)),a € L®((0,T) x9QY), 0 >
0. Definiere

HO'l(QT)::{uELZ ‘—ELZQTV 1,...,71}

1
T 2
ullos == (/ dt/ dx (u2+\wyz>)
0 O

mit der Norm
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(H"(Qr), | - [lo,1) ist ein Hilbertraum. Ebenso ist

Ju Ju

Hlll(QT) = {M € LZ(QT) g,g
1

€ L*(Or) Vizl,...,n}

mit der Norm

1
T 2
el = </0 dt/de (u2+yvu12+u$)>

ein Hilbertraum.
Multipliziere die Gleichung (4.6) mit einer Funktion v € HY!(Qr) mit
v(T,-) = 0 und integriere tiber Qr:

/ vutdtdx—/ oVudtdx + | coudtdx = fodtdx.
QT QT

QT QT
2211 ZZIZ
Dabei sind
part. Int.
bzgl. t
L e /(u(T,x)v(T,x)—u(O,x)v(O,x))dx—/ wosdtdx,
Q Y——— == Qr
=0 :uo(x)
ou
I = —/ (Vu, Vo)redtdx + — ovdtdx
Or (0,T)x302 \ag/
=g—au
und damit
4.7)
—/ uvtdtdx+/ <Vu,Vv>]Rndtdx+/ cuvdtdx + auvdtdx
QOr Qr Qr (0,T) x0Q)
= vdtdx + vdtdx+/ ug(x)v(0, x)dx.
/on (O,T)xaﬂg Q o(x)0(0,x)

DEFINITION 4.11. Eine Funktion u € H%'(Qr) heifit schwache Losung
der Anfangsrandwertaufgabe, wenn (4.7) fiir alle v € HY'(Qr) mit v(T,x) = 0
gilt.

Satz 4.12. Gleichung (4.6) besitzt genau eine schwache Losung.



ANHANG A
Erganzungen

A.1. Der Integralsatz von Gauf8 und die Greenschen Formeln

DErFINITION A.l. Seien 3 C R", n > 2, offen und p € IN. Der Rand
0Q) heifit CP-glatt, wenn es zu jedem y € 0Q) ein r > 0 und eine Funktion
¢ € CP(B:(y)) gibt mit

QNB,(y) = {x € B.(y) | p(x) <0, Vp(x) # O},

Nach dem Satz von der inversen Funktion ist

NN B, (y) = {x € B(y) [¢(x) =0, Vo(x) # 0},
eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Oft verwendet man auch die

folgende dquivalente Charakterisierung der Glattheit.

LEMMA A.2. Der Rand 9Q) ist genau dann CP-glatt, wenn es zu jedem y €
0Q) ein r > 0 und eine Funktion ¢ € CP(R"™1) gibt so, dass in geeigneten
Koordinaten (x1,v) gilt (0,¢(0)) = y und

QNB.(y) = {(x1,v) €ER"|x; < ¢(v),v € R" '} NB,(y),

d.h. Q) lisst sich lokal als Subgraph einer Funktion ¢ darstellen. Dabei lisst sich
der Rand 9Q) lokal als Graph der Funktion ¢ darstellen.

LemMMA A.3. Sei Q C R" offen mit C'-Rand. Dann gibt es zu jedem x € 9Q)
genau einen Vektor v(x) € R" mit
(1) v(x) L Ty (9Q)) (Tangentialraum) und |v(x)| =1,
(2) x +tv(x) & Q fiir t > 0 hinreichend klein.

Das Vektorfeld v : 000 — R", x — v(x), ist stetig und heifit duflere Normale
von ().

Satz A.4. (Gaufischer Integralsatz) Sei (3 C IR" offen und beschrinkt mit
C!-Rand. Fiir jedes u € C(Q;R") N C(Q; R") mit divu € L}(Q) gilt

[ divudx = | (u(y), v)do(y).

Kororrar A.5. (Greensche Formeln) Sei () C R" offen und beschriinkt mit
C'-Rand. Fiir alle u,v € C?(Q) N C*(Q) mit Au, Av € L}(Q) gelten

@) /Audx: /gzda,
Q Ele} 5

(2) /(Vu,Vv)dx: —/uAvdx—I—/a—zudU,
Q O a0

i (g—zu — v%‘) do.

(3) [(uAv —vAu)dx =
0 90

104
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BEMERKUNGEN. (1) Formel (2) ist eine natiirliche Verallgemeinerung der

partiellen Integration
b b )
/ u'v'dx = —/ uvdx + uv'| .
a a

(2) Die Voraussetzungen von Satz A.5 sind insbesondere fiir u,v € C*>(Q)) er-
fillt.

A.2. Einige niitzliche Resultate aus der Analysis

LEMMA A.6. (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sind (3 C R”"
offen und f € L} .(Q) mit

/f ¥)dx =0 fiiralle g € C2(Q),
so gilt f = 0 fast tiberall.

LemMmA A.7. (Parameterabhiingige Integrale) Es seien m und n zwei natiir-
liche Zahlen. Sei U C R™ offen und nichtleer, und sei (3 C R" eine nichtleere
messbare Menge in R". Die Funktion f : U x Q — R, (x,y) — f(x,y), sei fiir
jedes feste x € U iiber () integrierbar. Wir betrachten die Funktion

g:U—R, g(x /fxy

Dann gilt:

(1) Ist die Abbildung U > x — f(x,y) fiir fast alle y € Q) stetig im Punkt
xo und existieren ein ¢ > 0 sowie ein F € L1(Q) mit |f(x,y)| < F(y)
fiir alle x € Be(xo) und fast alle y € Q), so ist g stetig in xo.

(2) Seien xp € U, e > 0 und j € {1, ..., m} gegeben, so dass die Abbildung
U > x — f(x,y) fiir fast alle y € Q nach der j—ten Komponente
partiell differenzierbar in Be(xo) ist. Zudem existiere ein F € L(Q)
mit ‘%(x,y)‘ < F(y) fiir alle x € B¢(xo) und fast alle y € Q). Dann

ist ¢ in Be(xo) nach der j—ten Komponente partiell differenzierbar, und
es gilt

9\ [ 9f N
axj(x)—/naxj(x,y)dy fiir alle x € Be(xp).

(3) Seien nun U = R™ und Q = R". Dann gilt: Ist f € C5(R"™*™") fiir
ein k € N U {oo}, so ist auch g € C§(R™).

LEMMA A.8. (Mittelwerte stetiger Funktionen) Seien f € C(Q) und x € Q.
Dann gelten

1
BB (] Jos, S VW) =5 f(%)
und
! f(y) dy — f(x).

[Be(x)] JB.(x e0
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GLATTUNG DURCH FALTUNG: Betrachte
_1
n(x) = Cexp (Ix\Z—l) <L
0, |x| > 1,
wobei C so gewihlt ist, dass [, 17(x)dx = 1. Setze

x
Ne(x) =¢e 'y (E) , €>0.
Es gilt
e € C3°(R"), /]R" Ne(x)dx =1, supp . = B:(0).
Zu Q) C R offen sei
Q. = {x € Q| dist(x,0Q) > e}.

Ist O # &, so ist (), # I fuir alle hinreichend kleinen & > 0.
Sei f : () — R lokal integrierbar Dann ist

fe(x) = (e * f) (x / Me(x —y dy:/b,(o) Me(y)f(x = y)dy
fuir alle x € O, definiert.

LEmMMA A9. (a) fe € C®(Q),
(b) fe — f fast iiberall fiir e — 0,
(c) Ist f € C(Q), so konvergiert f, — f lokal gleichmiifSig auf ),
d) Ist f € L (Q), 1< p < oo, s0s0 konvergiert f. — f in LF(K) fiir alle
kompakten K C Q),
(e) Ist f € CH(Q), k € N, so gilt (D*f)c(x) = D*fe(x) fiir alle x € O, und
jeden Mutliindex « der Ordnung |a| = k.

FOURIER-REIHEN: Sei g € C(R) 27t-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten

ax 1 2 sin(k
e T P R
der Funktion g besitzen die folgenden Eigenschaften:
(a) ax, by — O fiir k — oo (Lemma von Riemann und Lebesgue),
(b) Ist g € CP(R), p € N, so gilt |ax|, |bx] < Ck™ 7, k € N,
() Ist g € CPHI(R), p € N, g € (0,1), (dh. g € CP(R) und |gP) (¢ + h) —
¢P) (@) < LK fiir alle ¢ € [0,27) und h > 0), so gilt |ax|, |bx| < CkP.
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