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1 Die Warmeleitungsgleichung

Wirmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung ist eine partielle Differentialgleichung zur Beschrei-
bung der Warmeleitung.

Gegeben ist eine Funktion u(z,t) : R x Ry — R

ou(x,t)  O%u(x,t)
ot 022

heifit Warmeleitungsgleichung, mit Anfangsbedingung u(z,0) = f(x),
wobei f die Verteilung der Anfangstempertur ist.

Warmeleitungskern

Hi(z) = Ks(x) mit 6 = 2t
1

_ = 7oy — Lt
Hy(z) = \/me 1 und Hy(€) 7\/ﬂ6
H;(x) heifit Warmeleitungskern. Er erfiillt die Warmeleitungsgleichung. Dies
lasst sich durch Einsetzen leicht iiberpriifen.
Die Losung der Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch eine Faltung mit dem
Wirmeleitungskern.
Um dies zu zeigen betrachten wir die Fouriertransformierte der Warmeleitungsgleichung:

Ou(z,t) 0%u(x,t) ou(g,t) 9.

Dies ist bei festem ¢ eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variable t.
Somit existiert eine Konstante A(¢) fir die gilt:

(6 1) = A©HL() = A(E) e



Setzen wir die Fouriertransformierte der Anfangsbedingung 4(£,0) = f (&) in
die Gleichung ein: f(§) = A(f)\/%, so folgt:

(&, t) :mf(f)ﬁt(f) und somit u(z,t) = (f * Hy)(x)

2 Satze uber die Warmeleitungsgleichung

Satz 1
Sei f € S(R), u(x,t) = f* Hy(x) fir t > 0.
Dann gilt:
(i) wist C? fiir z € R und t > 0, und u erfiillt die Wirmeleitungsgleichung
(ii) u(z,t) — f(z) gleichméBig in « fir ¢ — 0, insbesondere gilt, wenn
u(z,0) = f(x), dann ist u stetig auf dem Abschluss der oberen Halbebene
R. = {(z,t)|]z € R, t > 0}
(o)
(i) [ |u(z,t) — f(z)]*de — 0 fir t — 0

Beweis:

(i) u(z,t) = f+ Hy(x) mit a(€,t) =v2rf(E)H,(€) = f(€)e &

Nach Anwenden der inversen Fouriertransformation:

8

u(z,t) = F(&)e e ag
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und unter den gegebenen Voraussetzungen kénnen wir unter dem Integral
differenzieren und erhalten:

Gul,t) _ 1 <><>_ F(E)etE° pike
o = 7= | e e

17 » 8%u(z,
— = [ Geri e = SHgY

Daraus folgt die Behauptung.
Da das Differenzieren nichts an der Endlichkeit des Integrals &ndert sieht
man leicht, dass v in C'* ist.



(ii) Die Behauptung lasst sich direkt aus Folgerung 2 aus dem Kapitel ”Die
Fourier-Transformation” beweisen.

(iii) Nach der Formel von Plancherel gilt:

/ (e £) — (o) 2de = / (e, 1) — F(6)Pde

- / VERF(€) () — f(o)2de = / FOPReE — 12

Wir kénnen abschitzen: e — 1]2 < 2
Da f € S(R) und somit auch f € S(R), existiert ein N € N, s.d.

1F©)Ple " — 1)%de < e

|€1=N

Fiir t — 0 konnen wir den folgenden Ausdruck beliebig klein machen:

~ 2 €
sup |f(&)Ple™™ — 1> < —
el <N 2N

Und erhalten die folgende Abschéitzung:

[ @R —apas < [ ae = ans —

[EI<N lEI<N

q.e.d.

Korollar
u(+,t) gehort zu S(R) gleichméBig in ¢, d.h fir jedes T > 0 gilt:

(c)l

k

Z u(z,t)| Vk,l€EN
iléﬁlwl IWU(:U )l

Beweis:

Wir beweisen das Korollar indem wir |u(z,t)| abschétzen:

fu(z, )] < / fla—y)|Hi(y)dy = / | Flae—y)|Hi(y)dy + / | a—y) [ H(y)dy

ly|< L2l ly|> 1zl



Mithilfe der Definition von Schwartz-Funktionen und da [ Hy(y)dy <1,
lyl<'g!
konnen wir das erste Integral mit 15‘# abschatzen. Es gilt:

1 2 1 -dgh?
H(y) = et < te it und / |f(x —y)|dy < oo

|z
|y|ZT
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So lasst sich das zweite Integral durch %e t  abschétzen.

CN C —ca?
+ —e

T+lafN " Vi

—sz
Fir t — 0 fallt e—¢  schneller, als % wéchst.
Die Ableitungen von u(x,t) kénnen wir analog abschétzen. Daraus folgt die
Behauptung.

= Ju(z, t)] <

q.e.d.
Satz 2
u(z, t) erflille folgende Bedingungen:
(i) w ist stetig auf dem Abschluss der oberen Halbebene

(ii) w erfillt die Warmeleitungsgleichung fir ¢ > 0

(iii) w erfillt die Randbedingung u(z,0) =0

(iv) u(-,t) € S(R) gleichméfig in ¢ (wie im Korollar)
=u=0
Beweis:
Fiir den Beweis betrachten wir E(t) = [ |u(z,t)|?dz. Ist E(t) = 0, so ist

auch u(x,t) = 0 und unsere Aussage ist bewiesen. Da E(t) > 0 und E(0) =0
reicht es zu zeigen, dass E eine fallende Funktion ist, also ‘2—];3 < 0. Durch unsere
Voraussetzungen und nach partieller Integration erhalten wir:

dE Ou(x,t) 0?u(z,t) p.I. ou(x,t) o
— = = _— = — —_— <
o RQ ot u(x,t)dx Z/R 92 u(zx,t)dx 2/}1&‘ pe |“dz <0

q.e.d.



