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1 Die inverse Fourier-Transformation

Satz 1(Die Multiplikationsformel)
Sind f,g € S(R), so gilt :

/f M—/f

Beweis: Sei F : R? — C stetig und es gelte |F(z,y)| < Dann

A
1+x2)(1+y )’

ist f,(y) = F(z,y) mit festem = Lebesgue-integrierbar, da mit 1+ —£5,

A= H% eine Lebesgue-integrierbare Majorante gefunden ist. Analog gilt

das gleiche fiir f,(x). Definiere nun F(z f fz(y)dy und

f fy(z)dz. Nun sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Fubini

erfiillt und mit diesem folgt:

/Oo Fi(z)dx = 7 Fy(y)dy

Setze nun F(z,y) = mf( 7)g(y)e Y, dieses I geniigt den Anspriichen
von oben und es folgt Fy(x) = ﬁ [ f(@)g(y)e ™®¥dy = f(z)§(x),

Fy(y) = f(y)g(y) und somit erhalten wir die Behauptung:

/f M—/f



Satz 2(Die inverse Fourier- Transformation)

Ist f € S(R), soist f(x f f £)e e e,
1 oo
Beweis: Zuerst zeigen wir f(0) = Nor {o €)d€. Dazu sei
Gs(x) = \/%6_76 und somit Gg(z )= 2lmse 25 = Kj(x). Betrachte nun

die Multiplikationsformel mit g(x) = Gs(z):

/ f (@) K (x)dr = / F(6)C5(€)de

Das rechte Integral geht fiir 6 — 0 offensichtlich gegen \/% S F(€)de. Fiir
das linke Integral betrachte (f K(;)( ) mit x = 0:
(KO = | f(~y)Ks()dy L ff Ks(—y)dy =

T f(z)Ks(x)dx e f(0) und somit:

f<0>=j27r / f(6)de

Wobei (1) gilt, da K eine gerade Funktion ist. Sei nun F(y) == f(x + v).
Es folgt f(z) = F(0) = \/%_L F(&)de = \/%_L ﬁ_{o F(y)e™™edyd¢ =

o0 [e9] o0

ﬁ_&ﬁ_&f(m+y)e—iyfdyd§:\/% i Fe)eiEde. -

Wir kénnen nun zwei Abbildungen F:SR)— SR), F*: S(R) —» S(R)
durch F(f)(€) = % f f(x)e ™Edx = f(€) und

F*(g9)(y) = ﬁ f g(&)e™ed¢ definieren und nach obigem Beweis gilt

bereits F* o F = Id. Zusitzlich gilt offensichtlich F(f)(x) = F*(f)(—x)
und somit folgt direkt F o F* = Id. Damit kommen wir direkt zu
folgendem Korollar:

Korollar 3
Die Fourier — Transformation F ist eine bijektive Abbildung auf dem
Schwartzraum S(R).



2 Der Satz von Plancherel

Um den Satz von Plancherel zu beweisen bendtigen wir noch ein paar
Eigenschaften von Faltungen von Schwartz-Funktionen.

Proposition 4
Sind f,g € S(R), so gelten :

(i) frg=gxf
(i) f*g € S(R)
(iif) (F * 9)(€) = v/ @m) /(©)3(€)

Beweis:

(i) Wir rechnen nach: (f * g)(z) = f flx—y)g(y)dy ="
[ fu)g(z = u) ff 9(x —u)du = (g * f)(x)
(i) Wir miissen zeigen: sup |z|*|(f * ) (z)| < oo fiir k,1 > 0. Dazu zeigen
zeR
wir zuerst sup |z|*|f(z — y)| < Ar(1 + |y|)*¥.
z€R
Dafiir gilt zuerst {|x| |flz=y)| |z eR} = {[t+yl*|f(t)] | t € R} und
somit auch sup |z|*|f(x — y)| = sup |t + y|*|f(t)|. Wir schiitzen nun wie
z€eR teR
folgt ab:
sup [t +y[*|f ()] < sup [t +y|* sup [f(t)] < sup (Jt]* + |y|*) sup | f(t)| <
ltI<ly| ltI<ly| <[yl ltI<lyl teR

2|y sup | f ()] = (1)
teR

sup [t +y|*[f(t)] < sup [t+y|* sup |f(t)] < sup (Itlk+lylk)iu§\f(t)l <
€

[t1>]y] [t1>]y] [t1>ly] [¢1>]y]
2% sup [t|Fsup|f(t)| < 2"sup [tF] f(1)] = (2).
[t]|>]y| teR teR

Es folgt sup [2[*|f(z — )| < (1) + (2) <
z€R

2H+WHmME£U®LNMHWH}SMO+M%mt

Aj, = 2F max {sup |f(t)], sup It|F| £ (t) } das Maximum existiert hier, da f
teR

eine Schwartz-Funktion 1st
Als néchstes zeigen wir: %(f xg)(x) = (%f % g)(x). Betrachte dazu den
Differenzenquotienten

& (f # 9)(w) = im f Ha=y )= Se=v)ow) gy, —

f }llur%) fz= y+h,)L 1@=Y) g(y)dy = (4 f % g)(z). Das vertauschen von Integral
%




und Limes ist gerechtfertigt, da f und g Schwartz-Funktionen sind. Nach
1

Iteration und anwenden von (i) folgt: dxl (f*xg)(x)=(f=* %g)(m).

Zusammengefasst folgt also:

sgp\x! (f *9)D(x )I—Sgp\x!’“ | Fa— 9Oy <

Ap [ (14 |y))*g®(y)dy < oo, wobei das Integral endlich ist, da g eine

Schwartz-Funktion ist und somit auch (1 4 |y])*¢® (y). Somit gilt also
f+geSMR).

(iii) Wir berechnen: (m)(é’) = \/% 70 T [z —y)g(y)dye ™ dx =

o0 o0

2r— [ L [ flz—y)g(y)e @V W dyda =

Var J \am

o \/%_Z \/127_2; fla —y)e @ Ddug(y)e= ¥ dy = V2r f(£)§(S).

Das Vertauschen der Integrationsvariablen ist erlaubt, da die
Voraussetzungen fiir den Satz von Fubini erfiillt sind. O

Wir versehen S(R) nun mit einem hermiteschem Skalarprodukt:
Satz 5

Sind f,g € S(R), soist ( f f(z)g(z)dx ein hermitesches

1

Skalarprodukt mit induzierter Norm || f|| = f |f(2)|?dz)>.

Beweis: Wir priifen die Skalarprodukteigenschaften nach: Seien dazu
fagvh GS(R) und A\ E C

(i) (A(f+9),h fA + g(2))h(z)dx =

Aff h(z) + g()h(z)dz = A( f,h) + X{g,h)

(f:Mg+h)) = ff —+h(dx—)\ff ) + f(2)h(z)de =
X<f, >+A<f,>

ff dl‘—ff dw—ff z)dx = (g, f)

(i) (f, f) = f |f(x)|?dz > 0. Das (f,f) =0 <= f =0 gilt folgt aus
der Stetigkeitivon f. O

Satz 6(Plancherel)
Ist f € S(R), dann gilt || f] = HfH



Beweis: Definiere f°(z) = f(—z). Es gilt

~

) = \/%jf fo(x)e e dy = \/%jf Fox)e—iwtdy =

o= [ flea)eintde =Y b [ f(u)emedu = f(€)
Definiere jetzt h(z) = (f * f*)(z), damit folgt:

= | J=9) P )y = f F(=y)f(=y)dy = || f]|* und

o0

h0) = 75 | W& = o f VR f(©) P (€)ds =
A | VERR©F(€de =

und somit die Behauptung.

f(2

3 Erweiterung auf moderat fallende Funktionen

Definition 7
FEine Funktion f heisst moderat fallend, falls gilt :

f ist stetig und es existiert eine Konstante A € RY, s.d. |f(z)] < H%
In Zeichen : f ist moderat fallend <— f € M(R) =
{f R—-R ‘ f ist stetig, |f(z)| < 1+$2}
Satz 8
Sind f,g € M(R), so gilt: fx*xge M(R)
) oo z=y—2
Beweis: |(f x g)(z)| < f @ =wlleWldy < | TearTe =
1 -
f e 2)2 1+( )QdZ—Qf o e 1+(%+Z)2dz. Es gilt:
1
()x>0. (%Jr) SH(%)Qund
(i) < 0: (%1 PE H(l%)z, da z > 0 und somit:
1 1 1 u=3-%
x> 0: 2f1+ P THET )de< (%)2;([;0 H(%_Z)de 2
2 OO P s
e | e = e =

- m 1
xr <0:2 f THZ—2)2 1+( )gdZ < (%)2 _{O 1+(%+z)2dz

1+( f1+u2 :%S%
= |(f * )( )| < ¥Ve €ER = frg € M(R)

Tatsdchlich gelten auch alle anderen Sitze dieses Kapitels, falls die
involvierten Funktionen und ihre Fourier-Transformierten in M(R) liegen.



Diese zusétzliche Annahme ist wichtig, da im Gegensatz zum
Schwartz-Raum f € M(R) = f € M(R) nicht immer gilt.



