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1 Der Schwartz-Raum

Definition 1
Eine Funktion f : R — C heifst, Schwartz-Funktion oder schnell-fallen, wenn
sie beliebig oft stetig differenzierbar ist und wenn Vk,[ € Ny gilt

sup [x|*[fV (x)| < oo
zeR

Bemerkung
Der Vektorraum aller Schwartz-Funktionen heifst Schwartz- Raum und ist fol-
gendermafen definiert:

S(R)= {f € C*(R)

sup [x"f(x)] < oo}
zeR

Beispiel

- Funktionen der Art e fiir a > 0 sind Schwartz-Funktionen.

- Jede Testfunktion, sprich jede beliebig oft differenzierbare Funktion, mit
Kompakten Tréiger ist eine Schwartz-Funktion.

Die Funktion

22

f(x)=e 2 mit a ==
(x)=e~ 2 mit a 5

ist eine Schwartz-Funktion:

Das jene beispiele, wirklich Schwartz-Fuktionen sind ist als Ubung dem Leser
iiberlassen.



Beispiel einer Funktion f ¢ S(R)
Sei
f(x)=el"!

In diesem Fall ist f(x) ¢ C*°(R) und damit, keine Schwartz-Funktion.

2 Die Fourier Transformation auf S(R)

Die Fourier Transformation einer Funktion f € S(R) ist definiert als

¢ 1 i —ix
i) = E/ f(x)e " de

Wir verwenden folgende Notation f(x) — f(¢) fiir f ist die Fourier Transfor-
mierte von f.

Eigenschaften der Fourier Transformation von Schwartz-Funktionen

(i) f(x+h) — f(&)e™ fiir he R
(ii) f(x)e ™" — f(&+h) fiir he R
(iii) f(6x) — 61 f(671€) fiir § = 0

(iv) £(x) — 1 €f(6)

(v) -ixf(x) — /()

Beweis: R
(i) Z.z. f(x+h) — f(g)e™
Beweis Sei g(x) = f(x-+h) dann gilt
88 = 5= [ glw)e ™ dr = &= [ f(z+h)e ™ dx

Wihle y=x+h



[e.e] o0 fo%)

(i) Z.z f(x)e~®" —» f(£+h)
Beweis Sei g(x) = f(x)e~ ™" dann gilt

[e.o] o0

86) = &= [ gty =& [ flaje e de = A | fa

= fe+n
= f(x)e™™" — f (£-+h)
(iii)Z.z £(0x) — 0 Lf(02¢)
Beweis Wéihle:

f(o0x) — \/%J’ f(0x)e ™ dx
Wihle y = oz, dy = ddx

s | Fe™ Sy = S [ e dy = e

= f(x)e @ — f (¢+h)

(V)22 f (x) — 1 E£(6)
Beweis Wéihle:

N .

fl@)e ™t de = A= ([f(x)e ]\ — —ZS_L]fV f(z)e @¢dr)

v~
L—z

N
7= @)+ i [ fw)er=ida

— 0+ \/%—ﬂzﬁ_f f(x)e ™8 dx fiir N — oo

% f f(y)eﬂ'(zﬂrh)éagﬁ:\/%r f f(y)e—iyseihgdxzx/% f f(y)efiyfdxeihg

q.e.d.

Je &) dy

q.e.d.

q.e.d.

q.e.d.



(V)Z.z -ixf(x) — 5/ (€)
Beweis Sei € > 0 und h € R\ {0}

f ~f o nach(i . N ) ' .
RO — (i) (€) "2 4"~ 1)J(€) — = | —iaf(x)eCde
=7 é}fz;lf(x)e_imfdx_ﬁ [ —izf(z)e " dx

= A& [ (5 +in) f(a)e e

Da f(z),xf(z) € S(R) wissen wir, dass ein N > 0 existiert so, dass

[ |f(@)|de <eund [ |af(z)lde < e gilt.
|z|<e |z|<e
Zunachst zeigen wir, dass

efihm _

| h
fiir e und N gewahlt wie oben gilt.

€
x| < —(1
+in < (1)

Wabhle:
g(&) = e7™¢ und g (&) = —ize ¢ so gilt

g(0) =1, g(0+h) =e ™" und ¢'(0) = —ix
Sei € > 0 Jhg : V|h| < hg
Dann konnen wir die folgende Ungleichung beobachten

0+ h) —g(0 mihe

€
) < —
—I—z:v|_N

Mit
90+h) = 9(0)
h

| = —iz fiir h -0

Daher kénnen wir annehmen, dass fiir |h| < hq gilt

fE+hn) —f(9

e — (~izf)(©)




N
1

e~ the _ 1 nach(1)
,wg —ix€
— +izldz+Ce < — / e d:)c—l—C
,—/v |y Fialdr+Ce o | Wl gy

Da |e®¢| = 1 gilt, konnen wir weiter schreiben

N N

1 1
/\/_|f( )< dx+Ce-(_J/v\/T_7T|f(x)\Ndx+C’)e

N
Wiahle [ \/%|f($)|%d:v + C = (". Dann ist
—N 4

N ) ) |
<4z§wmﬁm+mﬁ4%

Da C’¢ sehr klein wird fiir Ne N geht M - (—z}:f)(ﬁ) gegen 0, somit
existiert der Differentialquotient von f(€) und es gilt

—izf(z) — = f(€)

dg

Satz 1 )
Wenn f € S(R) , dann ist auch f € S(R)

Beweis:
Sei g € S(R) dann gilt

~ iazf
sup |g = sup / dx
geR| (€) Sup /—| |

Im néchsten Schritt ziehen wir den Betrag ins Integral.

< sup — /|g Hemf\dx——sup/\g )|dx < 00

£eR

Weil g(z) € S(R) = Fourier Transformation von Schwartz-Funktionen sind



beschrankt.

Nun :

Wihle f € S(R) so, dass folgendes gelten solle :
(LL)k[(—iz) f(2)] € S(R) fiir alle k,1 >0

Nach Eigenschaft (v) gilt

d . -

(—iz)' f(z) — (d—g)lf(f)
Zunichst definiere h(x) = (—iz)' f(x)
Nach Eigenschaft (iv) gilt

d .

(L )h(r) — (€)*h(e)

nun betrachte
c ok i 17 . k i 17 nach besch.
§g£|(25) (3 1Q1= igﬂg\(f) (Ge) fOl <o

somit folgt die Behauptung.
q.e.d.

2

_z_
2

Im weiteren Verlauf betrachten wir die Funktion f(z) =e

Bemerkung 1

Es gilt
z2
/ e 2dr =V2r

Dies miissen wir natiirlich noch zeigen.

2. [ e % dr =21

—00

Beweis:

o9 5 0o 00
Wihle ( [ e 2dz)2= [ [ e 2@+)dudy
—0o0 —0o0 —O0
Da f(x,y) = e~ 3@ +v?) rotationssymmetrisch ist, liegt es nah das Integral
mit Polarkoordinaten, statt mit kartesischen Koordinaten zu berechnen.
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Es sei 2 =Ry x (0,27) und

P :Q— R? (r,¢) — (rcos ¢, rsing)
Dann ist die Funktionaldeterminante

cos¢ —rsing

detD®(r, ¢) = sing rcos¢

=r(cos’ ¢ +sin® @) =1

Das Komplement von ®(2) C R ist eine Nullmenge, mit f(z,y) = ¢~2@*+v?)
ergibt sich also



//e_;(’”%“yg)dxdy: /e_§(x2+y2)dxdy

o0 ~o0 2(0)

Setze Polarkoordinaten ein

/ e 2V det DD(r, ¢)drdp = / e 2 rdrd

Q

o)

Nach Fubini gilt

o0 12
= [ e zdr=V2m q.e.d.
Satz 2

2 A

Sei f(x) = e~ 7 , dann folgt f(£) = f(€)

Beweis :
Definiere eine Funktion F' folgendermafsen:

£ 1 [ —ix 1 [ EELA—
F(@:f(ﬁ):\/T—ﬂ/f(I)e 5dit=\/7_ﬂ e~ T e ey
o0 . © 9
mit F(0) = &= [ e~ e~y = 7= J e 7 1dz =1 nach Bemerkung.

Da f' = —zxe 2 = —xf(x) folgt

V2r V2r

Aus der Eigenschaft (iv) folgt

A~

F'(€) = i(i€) f(€) = —£f(€) = —€F(€)

1 2 | 17 2 T 7
FO = [eFmesar=is [—eferw=il [ fesa

Nun wéhlen wir eine Funktion G(&) wie folgt
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2
G(¢) = F({)e%2untersuchen wir zunédchst die Ableitung von G

2 2 2
G'(§) = F/(§e’s + F(§)ge’ = —EF(§)e’ + F(§)ge’s =0
Daher ist G konstant. Da sogar F'(0) = 1 kénnen wir folgern, dass G konstant
1 ist V¢

[l
2

= F(O)=e"7 = () = (&)
q.e.d.
Definition 2
Wir nennen eine Funktionsfolge { K;s}s~0 Guter Kern wenn gilt
a) [ |Ks(x)|de =1
b) [ |Ks(x)|de < M fir M € [0, 00]
¢) VA>0gilt [ |Ks(x)|de — 0 wennd — 0
|z| >\
Folgerung 1
22 . ~ _se?
Wenn 0 > 0 und Ks(z) = ﬁe’ﬁ dann gilt K5(§) :\/%e 5
Beweis:
Behauptung folgt aus Satz 2 und der Eigenschaft der F.T. (iii)
q.e.d.

[N

x

Satz 3
Die Funktion K5(v) = ==e~ 2 ist ein Guter Kern fiir § — 0

Beweis:

(a)

Folgt aus Bemerkung 1 und einer Substitution und ist dann Klar.
(b) 2

Da (a) gilt und Ks(z) = \/%ﬁe_% > 0Vz € R ist (b) klar.

(c)

Wieder mit Substitution.

Wihle y = \/%(1) und VA > 0 gilt dann

[ |Ks(z)|de =1 [ e’gdy — 0 fiir 6 — 0
|z]>A ly|> 7%
Es ist relativ Offensichtlich, dass das Integral fiir kleiner werdendes 6 wach-
sende Integral Grenzen besitzt, auf dem das Integral folglich Integriert wird.

Da K5 € S(R) schnell fallend ist und fiir x — oo gegen 0 geht. Folgt die



Aussage. q.e.d.

Definition 3
Sei f, g € S(R), dann definieren wir die Faltung von f und g folgendermafen:

(fxg)(z /f:v—t

Folgerung 2
Wenn f € S(R) und K; wie oben gewéhlt, dann gilt

(f x Ks)(x) = f

gleichméfig in x fiir 6 — 0

Beweis:

Zunichst ist zu Zeigen, dass f gleichméfig stetig auf R ist.

Ve > 03R > O sodass, | f(x)| < { fiir 2| > R also gleichmékig auf [—oo, —R)U
(R, 00]. Dies ist klar, da f schnell-fallend ist.

Des weiteren,ist f stetig, nun betrachten wir die gleichméfige Stetigkeit auf
|-R,R| und mit dem € > 0 gewihlt wie oben, wissen wir es existiert ein A > 0
sd. |f(x) — f(y)| < € wenn |z — y|\. Daraus und der Tatsache, dass [-R,R]
kompakt ist und stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall immer
gleichmifig Stetig sind kénnen wir nun weiter machen.

Mit (a) (def. Guter Kern)
(f*K§ /f T—t K§ dt /f K5 dt /K§ f(l‘)}dt

und wenn K5 > 0 dann

|(fxKs)(x)—f(x)] < /K5 ) f(z—t)— x)|dt+/ Ks(t)|f(x—t)—f(z)|dt — 0 fiir 6 — 0

[t]>X [t]<A

nach (c¢)(Guter Kern) folgt die Aussage.
q.e.d.
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Aufgaben
(1)

1 ]z <1
flz) = { 0 sonst
Berechne f(é“)

16 = 7 J e = 72 [(e7)], = 7
(

g(z) = 1—z| [z] <1
0 sonst
Berechne §(&)

Berechnung wird dem Leser Uberlassen.

Losung:

sin &

s

9(&) = ( )*

11

e 4 et =



