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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skriptum ist ein Nachschlagewerk zur Vorlesung Grundlagen der partiel-
len Differentialgleichungen. Es sollte kein Ersatz fiir den Vorlesungsbesuch sein. Eventuell
ausgelassene Beweise findet man in den géngigen Lehrbiichern zu diesem Thema.

Anregungen und Kritik zu diesem Skriptum bitte an:
kostrykin@mathematik.uni-mainz.de.

Ich danke Herrn Patrick Capraro fiir seine hervorragende Arbeit beim Schreiben des Ma-
nuskriptes sowie Pascal Gussmann, Tadeus Ras, Albrecht Seelmann, Stephan Schmitz und
Simon Holbach fiir ihre Korrekturvorschlige.
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Einleitung

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung, welche die
gesuchte Funktion u mehrerer Variablen (21, . ..,x,) (n > 1) mit einigen ihrer partiellen
Ableitungen verkniipft. Die hochste Ordnung der auftretenden Ableitungen heilit Ordnung
der Differentialgleichung.

n

NOTATION 1. Sei o € (No)", schreibe |at| := 3 ., ;. Wir notieren die a-te parti-

elle Ableitung von u als
dlely
aalxl e aanxn ’
Der Vektor o heifst Multiindex. Dariiber hinaus schreiben wir
D*u:={D%||a| =k}, keEN.
DEFINITION 2. Sei Q2 C R™ (2 = R"™ maoglich), n > 2, offen. Sei

F:OXxRxR'XxR” x...xR" SR, k>1,

D%y =

eine gegebene Funktion. Einen Ausdruck der Form
(1) F(z,u(x), Du(z), D*u(x), ..., D*u(x)) = 0

nennt man partielle Differentialgleichung (der Ordnung k) fiir die unbekannte Funktion
u: ) — R

DEFINITION 3. Unter einer Losung der Differentialgleichung (1) versteht man eine
Funktion u, welche samt der in der Differentialgleichung auftretenden Ableitungen in §)
wohldefiniert ist und dort der Differentialgleichung (1) geniigt.

DEFINITION 4. Die partielle Differentialgleichung (1) heifit linear, wenn sie als

) > aa(x)Du(x) = f(z)

la|<k
dargestellt werden kann. Die Funktionen a,, : ) — R heifien Koeffizienten der Differenti-
algleichung und f : Q0 — R heifit der inhomogene Term. Ist f = 0, so heifit (2) homogen,
sonst inhomogen.

Beispiel (a). % =0, Q = R?, ist eine lineare, homogene partielle Differentialglei-
chung 1. Ordnung. Thre Losungen sind genau die Funktionen u auf €2, welche nur von x5
abhiingen.

Beispiel (3). 887?1 + é%; =0, ) = R?, ist eine spezielle Form der Transportgleichung.
Das ist eine lineare, homogene partielle Differentialgleichung 1. Ordnung.

Sei v € C1(R) beliebig. Setze u(z1, x2) := v(x1 — x2). Offenbar gilt

ou Ju
oo T = V' (21 — 1) — v (21 — 22) = 0.
1 2
Wir wissen aber noch nicht, ob wir alle Losungen dieser Differentialgleichung gefunden
haben.

Sucht man eine Losung, die eine zusitzliche Bedingung erfiillen soll, etwa

uw(0,x2) = g(x2) firalle zp €R
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fiir ein gegebenes g € C'*(R), so wihlt man v(x) = g(—=). Es stellt sich die Frage, ob es
wetere Losungen gibt, die diese Bedingung erfiillen.
Beispiel (). Die Laplacegleichung

n
8%u

n
Au=0 mit Awu:= Z“%‘%‘ = 92
j=1 Ly

j=1
ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie spielt eine
fundamentale Rolle in der Analysis. Fiir @ = R” sind

u(z) =1,

u(z) = a1,

u(w) = 2t — a3,

u(zx) = ™ cos o

spezielle Losungen. Losungen der Laplacegleichung heillen harmonische Funktionen.

Von Interesse sind Randwertaufgaben fiir die Laplacegleichung. Sei dazu (2 beschrénkt
und g : 92 — R gegeben. Finde alle Losungen u der Laplacegleichung in €2, welche die
Randbedingung

!}1_% u(y) = g(x) firalle x € 90
yeN

erfiillen.
Beispiel (9). Die Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

ur = Au

beschreibt die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung in einem Korper durch
Wirmeleitung oder die Ausbreitung eines gelosten Stoffes durch Diffusion.
Beispiel (¢). Die Wellengleichung

Ut = Au

beschreibt die Wellenausbreitung in so unterschiedlichen Zusammenhingen wie Wassero-
berflichen (allerdings nur bei leichten Wellen auf vergleichsweise tiefem Wasser), Schwin-
gung von Violinsaiten und Trommelfellen oder Schallwellen in der Luft.

Ist die gesuchte Funktion in der Differentialgleichung vektorwertig, so spricht man
auch von einem System von Differentialgleichungen.

Beispiel (¢). Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Sei Q C R? of-
fen. Die Funktion 21 iz — u(z1, 22)+iv(z1, 22) ist holomorph in 2 genau dann, wenn
u,v :  — R stetig differenzierbar sind und den Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen

ou  Ov
Oy Oz’
ou  0Ov
dxy  Oxy

geniigen. Mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen kann man zeigen,
dass v und v harmonische Funktionen sind, sofern xy + izy — u(xy1,x2) + iv(x1, x2)
holomorph ist.

Beispiel (7). Die (inkompressible) Navier-Stokes-Gleichung

ug + (u, V)u+ Vp= RAu, R >0, divu = 0,

beschreibt Bewegung ziher, inkompressibler Fliissigkeiten in einem Gebiet 2 C R3. Dabei
istu: R x Q — R? die Stromungsgeschwindigkeit und p : R x Q — R der Druck. Weiter
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ist Au der komponentenweise wirkende Laplace-Operator
Au1
Au = | Ausg
A’LLg
und
(u, V) 1= u10y, + 204z, + u30,,.
Beispiel (6). Die Maxwell-Gleichungen
uHy +rot E =0,

div (uH) = 0,
eEy —rot H =0,
div(eE) =0

beschreiben die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in einem dielektischen Ma-
terial mit elektrischer Permittivitidt € und magnetischer Permeabilitit y. Hier bezeichnen
E und H die elektrische bzw. magnetische Feldstérke.

Beispiel (1). Die Schrodingergleichung

iop = -Ay + Vi

beschreibt die zeitliche Verdnderung eines quantenmechanischen Zustands 1 in einem Po-
tential V.

Beispiel («). Die Fisher-Kolmogorov-Gleichung (auch FKPP-Gleichung nach Fis-
her, Kolmogorov, Petrowki, Piscounov)

Up = Ugy + U — u>, (t,xz) € R2?,
ist ein (stark vereinfachtes) Beispiel fiir Reaktions-Diffusions-Gleichungen.
Beispiel (\). Die Burgersgleichung
ur +uu, =0, t,xeR,
ist eine nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung. Sie besitzt nicht unbedingt eine
eindeutige Losung. Bei geeignet gewihlten Anfangswerten konnen Stowellen beobachtet
werden.
Beispiel (). Die Korteweg-de Vries-Gleichung
Up — 6UUE + Ugyr =0, T,z €ER,
ist eine nichtlineare Differentialgleichung dritter Ordnung. Sie modelliert die Ausbreitung
von Wellen in Wasserkanilen. Spezielle Losungen dieser Gleichung sind Solitonen, d.h.

einzelne Wellen, die sich in Geschwindigkeit, Grofle und Erscheinungsbild nicht dndern.
Beispiel (). Die Platten- oder biharmonische Gleichung

Au=AAu=f u:Q—R,

beschreibt die Auslenkung wu einer eingespannten Platte (2. Hier ist f die Kraftdichte, die
auf die Platte ausgeiibt wird.
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Die Lineare Transportgleichung

Im Folgenden ist (¢, z) stets ein Tupel in R x R™ = R™*!, wobei wir ¢ als die Zeit
und 2 als den Ort interpretieren. Die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(11) ut(tax) + (b(t,z),Vu(t,:z:)> = f(tv'r)
mith : R xR™ = R”, f : R x R™ — R heilt lineare Transportgleichung. Hier bezeichnet

Uz,
Vu:=

Uz,

den (Orts-)Gradienten von « und (-, -) ist das Standardskalarprodukt im R"™, d.h. (z,y) :=
Z;'L:1 Y, *,y € R™ Das Anfangswertproblem fiir diese Gleichung lautet: Finde eine
Losung u : R x R™ — R"™ von (1.1) mit

(1.2) u(0,2) = g(x), x€R",

zu einer vorgegebenen Funktion g : R” — R.

1.1. Die lineare homogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Hier betrachten wir den einfachsten Fall b(¢, z) = b = konst, f(¢,x) = 0. In diesem
Fall hat die Differentialgleichung (1.1) die Gestalt

(1.3) ur(t,x) + (b, Vu(t,z)) =0, beR".

Offenbar ist u(t,x) := v(x — bt) eine Losung von (1.3) fiir jedes v € C*(R™). Die
Umkehrung gilt auch:

SATZ 1.1. Ist u € C1(R™1) eine Losung von (1.3), so existiert ein v € C*(R™) mit
u(t,x) = v(z — bt).

BEWEIS. Zu festem (¢, x) € R™*! betrachte die Funktion
z: R R, 2z(s):=u(t+s,x+bs).
Es gilt
2(s) = up(t + 5,2 + bs) + (b, Vu(t + s,z + bs)) = 0.
Somit ist z konstant und es folgt
u(t,z) = 2(0) = z(—t) = u(0,x — bt) = v(x — bt)
mit v(z) := u(0, x). O
BEMERKUNG. Jede Losung u(t, ) von (1.3) ist konstant entlang von Geraden
{(t,z) € R"" |z = bt + 20,20 € R"}.
Solche Geraden nennt man Charakteristiken der Differentialgleichung (1.3).

7
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KOROLLAR 1.2. Fiir g € C*(R"™) besitzt die Anfangswertaufgabe

(1.4) ut(t, ) + (b, Vu(t,z)) =0, (t,z) € RxR",
’ u(0,2) = g(x), x e R",

genau eine Losung. Sie lautet u(t, x) = g(x — bt).

BEWEIS. Die Existenz ist offensichtlich, denn u(t, z) = g(x — bt) ist tatséichlich eine
Losung. Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es gibe zwei Losungen v und us.
Dann ist w := u; — u9 eine Losung der Anfangswertaufgabe

we(t, z) + (b, Vw(t,z)) =0, (t,z) € RxR",
w(0,z) =0, x € R™.

Nach Satz 1.1 existiert nun eine Funktion v € C*(R") mit w(t, z) = v(x — tb). Dann ist
v(z) = w(0,z) = 0 fiir alle x € R™. Somit ist w = 0 und folglich gilt u; = uo. O

1.2. Schwache Losungen

Hier betrachten wir die Anfangswertaufgabe (1.4) mit g ¢ C*(R"), z.B.

1— x|, |z| <1,
g(@{ jal, |z

0, sonst,

oder

1, Jal <1,

9(x) = {O, sonst.

Mit | - | notieren wir die Euklidnorm, d.h. |z| := (321", %2)1/2’ zr € R™

PROPOSITION 1.3. Ist g ¢ C1(R™), so besitzt die Anfangswertaufgabe (1.4) keine
C-Losung.

BEWEIS. Wir zeigen die Kontraposition. Besitzt die Anfangswertaufgabe (1.4) eine
C'-Losung u, so existiert nach Satz 1.1 eine Funktion v € C(R™) mit u(t, z) = v(x—tb).
Fiir t = 0 folgt g(z) = u(0,2) = v(x) Vo € R™ und somit g € C*(R"). O

Die Formel u(t,z) = g(x — bt) aus Korollar 1.2 liefert jedoch auch in dieser Si-
tuation einen verniinftigen Kandidaten fiir die Losung der Anfangswertaufgabe (1.4). Um
diesen zu ,Jegitimieren, miissen wir unseren Losungsbegriff abschwichen. Das, was wir
bisher als Losung einer partiellen Differentialgleichung bezeichnet haben, nennt man eine
klassische Losung.

DEFINITION 1.4. Eine C*(R™"*Y)-Losung der Anfangswertaufgabe (1.4) heift Klas-
sisch.

Sei u die klassische Losung von (1.4). Mit C§°(R x R™) bezeichnen wir die Menge
aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R x R™ mit kompaktem Triger. Mul-
tiplizieren wir die Gleichung w; + (b, Vu) = 0 mit einer Funktion ¢ € C§°(R x R")
und integrieren iiber z € R™ sowie ¢t € [0, 00), so erhalten wir iiber Fubini und partielle
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Integration

0= /000 dt/n dzo(t, x)u(t, ) + /OOO dt/n dxo(t, z)(b, Vu(t, z))

= /]Rn dx /OOO dto(t, z)us(t, ) +/0 dt <b, . dxgo(t,x)Vu(t,x)>
s = [ (ool - [T asou)

_ /Ooo dt <b, /R de@(t7$)U(tax)>

= _/OOO dt/n dx (¢(t, z) + (b, Veo(t, z))) u(t,x) — / dzp(0,z) u(0, x) .

=9(z)
Der letzte Ausdruck ergibt im Gegensatz zu (1.4) auch einen Sinn fiir Funktionen w,
welche nicht stetig differenzierbar sondern lediglich lokal integrierbar sind (d.h. integrier-
bar iiber jedes Kompaktum, im Zeichen u € L}, ). Dies motiviert die folgende Begriffs-
bildung:

DEFINITION 1.5. Eine Funktionu € L}, (R x R™) heif3t schwache Losung von (1.4),
wenn

(1.6) / dt [ dz (pu(tx) + 0. Vot o)) ult,z) = — [ dz (0, 2)g(x)
0 R» Rn
fiir alle o € C°(R x R™) gilt.

Die obige Rechnung zeigt, dass jede klassische Losung auch eine schwache Losung
ist.

SATZ 1.6. Sei g € L} (R™). Dann ist

loc
(1.7 u(t,x) = g(x — bt)
die eindeutige schwache Losung von (1.4).

BEMERKUNG. Ist g stetig, so ist g lokal integrierbar: Ist K C R™ kompakt, so ist g
nach dem Satz von Weierstra beschriinkt auf K, weswegen [, g(x)dx in R existiert.

BEWEIS. Zunichst zeigen wir, dass (1.7) eine schwache Lésung von (1.4) ist. Dies
erhalten wir mit Hilfe der Variablensubstitution (¢,y) := (¢, — bt) aus

| [ sttt + 0.Vl oo — )

— /OOO dt/n dy (e (t,y +bt) + (b, Vio(t,y + bt))) g(y)

=2 o(t,y+bt)

~ g
:/ dy/ dtaw(t7y+bt)g(y)
R~ 0

=— / dyp(0,y)g(y)-
an

Die Eindeutigkeit wird im nichsten Abschnitt bewiesen. O

1.3. Die inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten
Nun betrachten wir die inhomogene Anfangswertaufgabe

{ut(t,x) + (b, Vu(t,z)) = f(t,2), (t,z)€R xR,

(1.8) u(0,x) = g(x), z € R™.
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SATZ 1.7. Es seien g € CY(R"), f € C(R x R") und f(t,) € CY(R") Vt €

R. Dann besitzt die inhomogene Anfangswertaufgabe (1.8) genau eine klassische Losung.
Diese ist gegeben durch

(1.9) u(t,z) = g(z — bt) + /Ot f(s,z+ (s—t)b)ds, (t,x) e RxR"™
BEWEIS. Existenz: Die in (1.9) definierte Funktion u erfiillt
wn(t, ) = — (b, Vg(z — bt)) + f(t,z) — /Ot<b, V(5,2 + (s — £)b))ds,
Vu(t,z) = Vg(z — bt) + /t Vf(s,x 4 (s —1t)b)ds,
woraus wir i

(b, Vu(t,z)) = (b,Vg(x — bt)) + /0 (b,Vf(s,xz+ (s—t)b))ds

und schlieBlich
us + (b, Vu) = f
folgern.
Eindeutigkeit: Sind u; und uy Losungen, so 16st w := u; — uy die homogene An-

fangswertaufgabe

we(t, z) + (b, Vw(t,z)) =0, (t,z) € RxR",

w(0,2) =0, r € R™,
und Korollar 1.2 impliziert w = 0, also u; = us. O

Ou 3 0u
Beispiel. Sei n = 1. Betrachte — (¢ -
eispiel. Sei n etrachte 8t(’x)+2833

1.7 ist die eindeutige Losung gegeben durch

1
(t,z) = ie“"“ mit g = 0. Nach Satz

¢ ¢
1 : 1 3 5
u(t,x) =0+ i/e“'%(s_t)esds = iewe_%t/efsds
0 0

1., 5 -
= gele_%t (eft — 1) = % (et — e_%t) .

Mit Satz 1.7 kdnnen wir auch den Beweis von Satz 1.6 vervollstindigen.

BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT IN SATZ 1.6. Wir nehmen an, es giibe zwei schwache
Losungen wy und us der Anfangswertaufgabe (1.4) und setzen w := u; — us. Konnen wir
zeigen, dass jedes ¢ € C5°(R x R™) geschrieben werden kann als

(1.10) @t + (b, Vi) =1

fiir ein geeignetes ¢ € C§°(R x R™), so erhalten wir

/Oodt dxw(t,m)w(t,x):/oodt de (it ) + (b, Veolt, 2))) wi(t, z) = 0
0 R™ 0

R‘VL
und mit Lemma A.6 folgt w(t, z) = 0 fast iiberall und somit u; = wus fast iiberall. Der
Satz ist also bewiesen, wenn wir eine C§°(R x R™)-Losung ¢ der inhomogenen Trans-
portgleichung (1.10) finden.
Zu beliebigem ¢ € C§°(R x R™) wihlen wir t; > 0 und R > 0 so groB, dass
supp ¥ C (—to,to) X Br(0) ist. Sei h : R™ — R durch

h(zx) := _/0 ' U(s,x + sb)ds
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gegeben. Wie man leicht sieht, gilt h € C5°(R™). Betrachte nun die Anfangswertaufgabe
or(t,x) + (b, Vo(t,z)) =1, (t,x) € R xR,
©(0,z) = h(x), x € R™.

Diese wird nach Satz 1.7 gelost durch
t

o(t,x) = h(z —bt) + / P(s,x + (s —t)b)ds
0

= 7/ ' (s, z+ (s —t)b)ds + / Y(s,x + (s — t)b)ds.
0 0

Wie oben sieht man ¢ € C*°(R x R™), zu zeigen bleibt die Kompaktheit des Trigers. Fiir
alle ¢ mit [¢t| > ¢ gilt offenbar ¢(¢, ) = 0. Fiir |¢| < to erhalten wir mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung
|2+ (s = )bl =[] — |s — 1] [b] > [a] — 2t0[b|
——
<2tg
>R fir |z] > R := R+ 2ty|b| > 0.
Folglich ist supp ¢ C (—to,to) X Br(0), also schlieBlich ¢ € C§°(R x R™). Damit ist ¢
die gewiinschte Losung von (1.10). (|

Analog zu Abschnitt 1.2 kann man auch schwache Losungen der inhomogenen An-
fangswertaufgabe (1.8) betrachten, was hier jedoch nicht geschehen soll.

1.4. Allgemeine lineare Transportgleichung, Charakteristiken

Hier betrachten wir die Anfangswertaufgabe fiir die allgemeine lineare Transportglei-
chung

(1.11) {“t(m) + (b(t,z),Vu(t,z)) =0, (t,z) € RxR",

u(0,z) = g(z), r € R,
wobei b € C(R"™1) mit b(t,-) € C*(R")Vt € Rund g € CH(R™).
Sei xy € R™ beliebig. Betrachte die folgende Anfangswertaufgabe fiir eine gewdohnli-
che Differentialgleichung

&(t) = b(t, z(t)),
z(0) = zo.
Nach dem Satz von Picard-Lindeldf (b(t, -) € C'!) existiert eine eindeutige lokale Losung.
Jede Losung besitzt ihr maximales Existenzintervall (T_, T ) > 0 (wobeiauch T_ = —oco
und 7’1 = oo moglich sind). Im Allgemeinen hidngen T4 von xg ab, d.h. T = Ty (zg).
Angenommen, u(t, ) ist eine Losung von (1.11). Dann gilt

%u(t,x(t)) = w(t, z(t)) + (&(t), Vu(t, z(t)))

= w(t,z(t)) + (bt 2(t)), Vu(t, z(t))) = 0.

Also ist u entlang jeder Losungskurve {(¢,z(t)) € R"™ |t € (T- (o), T4 (w0))} kon-
stant. Solche Kurven heilen Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (vgl.
Abschnitt 1.1).

Fiir t = 0 gilt u(0, z(0)) = u(

O’
u(t, z(t)) = g(xo) Yt € (T (w0), T+ (20))-

(
(
xg) = g(xo). Somit ist

Wir wollen nun u(%, z) fiir alle (£, Z) € R bestimmen. Sei (¢, Z) € R"*! beliebig.

Angenommen, durch (%, z) geht eine Charakteristik.
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BEHAUPTUNG: Eine solche Charakteristik ist eindeutig, d.h. Charakteristiken schnei-
den sich nicht.

BEWEIS. Angenommen, z(t) = Z(t) = Z, wobei = bzw. ¥ eindeutige Losungen von
& = b(t,z) zu den Anfangswerten xo bzw. Zg sind. Dann sind x sowie Z auch Losungen
der Anfangswertaufgabe

& = b(t,x),

z(t) = 7,
deren Losung jedoch eindeutig ist. Somit gilt z(t) = Z(¢) fiir alle Zeiten ¢ aus dem Exi-
stenzintervall. Insbesondere ist xg = Zg. U

Wir kommen zu dem Schluss, dass
(1.12) u(t, z) = g(zo)
ist, wobei g der Punkt ist, in welchem die Charakteristik, die durch (Z, z) geht, die Hy-
perebene H = {(t,z) € R"*! |t = 0,2 € R"} schneidet.
Beispiel (1). Betrachte den Fall b(¢, ) = b = konst.
x%?:fo } = z(t) = zo + bt Vit € (—o0, +00).

Fiir jedes (Z, ) gibt es genau ein zo € R" so, dass Z = g + bt, nimlich g = T — bt. Mit
(1.12) erhalt man
u(t,z) = g(z — bt), (f,z) € R"*L
Beispiel (2). Nun sei b(¢, z) = .

ix(f%)::xﬂg? } = z(t) = e'wg Vt € (—o0,+00).

Fiir jedes (%, Z) gibt es genau ein zy € R” so, dass Z = e'x, nimlich o = e~'Z. Wieder
mit (1.12) erhalten wir
u(t, @) = g(e tz), (f,z) e R*
Beispiel (3). Nun seien n = 1 und b(t, z) = 22.
1

te€(—00,5-), @0 >0,
t € (—o0,+00), =0,
tE(xflo,-i-OO), zo < 0.

Lo
1— t(E() ’

} = x(t)

_ T>-1 >0 T
Fiir jedes (£, ) mit % £ 7 7 gibtes genau ein 29 = T so, dass T =
T < —?, t 5 1 +tx
Y0 Aus (1.12) folgt
1 —taio
1 _
~ 7 z > - t>0,
(1.13) u(t,z) =g < > mit 1
1+1z T<—=, t<0.

Die gefundene Losung ist jedoch nicht fiir alle (£, Z) € R? definiert! Das hat weitreichende
Konsequenzen.

Wir interessieren uns fiir Losungen von (1.11) mit dem Anfangswert g = 0 fiir ¢ > 0.
Die Losungsformel (1.13) liefert uns

1
u(t,z) =0 firzx > —7 t>0.
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Sei h € C}(R) mit supp h C [1,2], supp h # O, beliebig. Setze

T P

0 firz > —4, ¢>0.

Wegen

<0
<
tr+1 1+tx

1
x<—¥7 t>0=tr+1<0= >0

liegt der Trdger von (t,x) — h (1-5-%) im Bereich {(t,z) |2 < —1,¢t > 0} und ist

durch die Wahl von h nicht leer. Offenbar ist u(t, z) eine klassische Losung der linearen
Transportgleichung mit b(t,z) = 2 auf ganz R. Fiir jedes # € R gilt u(0,z) = 0.
Damit besitzt die Anfangswertaufgabe unendlich viele Losungen, da es unendlich viele
h € C}(R) mitsupp h C [1, 2] gibt.

1.4.1. Inhomogene lineare Transportgleichung. Mit der Charakteristikenmethode
kann man auch die inhomogene lineare Transportgleichung 16sen. Betrachte die Anfangs-
wertaufgabe

’ u(0,2) = g(x), x € R".
Sei z(t) eine Charakteristik. Nun gilt
u(0, o) = g(xo).

Die Losungen von (1.14) sind nicht mehr konstant entlang der Charakteristiken, sie konnen
aber durch (1.15) bestimmt werden. Wir beschridnken uns auf ein Beispiel.

Beispiel. b(¢, z) = z, f(t, ) = t. Die Charakteristiken haben die Gestalt z(¢) = zoe’.

Wir erhalten
du

 —¢ ¢ t2
7 = u(t,2) = gle™a) +
u(0) = g(xo)
1.5. Die Burgersgleichung
Wir betrachten Funktionen v : R x R — R, (¢, x) — u(t, x). Die Burgersgleichung
(1.16) ue(t,x) +u(t,z)uy(t,z) =0, t>0,z€R

ist eine nichtlineare Transportgleichung, d.h. sie gehort zu einer Klasse der partiellen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung der Gestalt

ue(t, ) + (b(t, z,u), Vu(t,z)) = 0.
Wir betrachten die Anfangswertaufgabe fiir (1.16) mit
(1.17) u(0,z) =g(z), zeR,

wobei g € C1(R). Seiu € C'(R x R) eine Losung der Anfangswertaufgabe (1.16), (1.17).
Wir suchen Charakteristiken der Differentialgleichung (1.16), d.h. die Kurven {(¢,z) €
R? | u(t,xz) = const}, in der parametrischen Form

t=1(s), z=u(s), seR
Offenbar gilt

0 = Tult(s),2(5)) = w(t(s), ()t (5) + wa(t(5), ()2’ (5).
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Diese Gleichung wird mit t'(s) = 1, 2/(s) = u(t(s), z(s)) erfiillt. Wird die Charakteristik
gesucht, welche bei s = 0 durch den Punkt (0, z¢) € R? verliuft, so erhalten wir

t'(s) =1
£(0) :O} = t(s)=s

und
i’(%s)) izgt(s),x(S)) } — { j(%"’)) iigm) o a(s) = 2o+(x0)s.
Also ist

C(x0) = {(t,x) € R?* |z =z + g(x0)t, t € R}

die gesuchte Charakteristik. Ist die Funktion g nicht konstant, so schneiden sich diese Cha-
rakteristiken (im Unterschied zur linearen Transportgleichung, vgl. Abschnitt 1.4)!

Die Losung der Anfangswertaufgabe (1.16), (1.17) lautet u (¢, x) = g(xq), wobei zg
der Gleichung = = xo + g(x0)t geniigt.

Beispiel (1). Sei g(z) = ax mit a < 0. Hier gilt also
oz
Cl+at

Zo u(t,z) = Vt € (—oo, |a]™h).

axr
1+ at

Alle Charakteristiken schneiden sich zum gleichen Zeitpunkt ¢ = |a|~! > 0. Somit exi-
stiert keine klassische Losung fiir t > |a| 1.
Beispiel (2). Seien e > 0 und g € C'*(R) monoton mit

1 z < —¢,

)=+
g(z) {_17 c>e

und —1 < g(x) < 1, x € (—¢,¢). Die Charakteristiken C(—¢) und C(g) schneiden
sich zum Zeipunkt ¢ = ¢. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass sich fiir ¢ € (0, ¢) keine
Charakteristiken schneiden konnen. Folglich gilt

1 0
limu(t,z) =< v
t—e -1, =z>0.

Somit existiert keine klassische Losung fiir ¢t > ¢.

Wie fiir die lineare Transportgleichung kann man schwache Losung der Burgersglei-
chung definieren: Eine lokal integrierbare Funktion u(t, z) heiBt schwache Losung der
Anfangswertaufgabe

(1.18) {ut(t,:z:)Jru(t,z)um(t,x)O, t>0,z R,

u(0,x) = g(x), r €R,
mit g € L (R), falls

loc

(1.19) /OOC dt/Rdx (u(t,x)wt(t,m) + ;u(t,m)Qpr(t,m)> = —/Rdgcap(o,ac)g(x)

fiir alle p € C§°(R x R) gilt.
Beispiel (1). Es sei

1, z=>0.

o(e) = {0, z <0,

Man kann nun zeigen, dass

0, z<t/2,
ul(t7x):{1 l’>t/2



1.5. DIE BURGERSGLEICHUNG 15

0, x <0,
up(t, ) =qx/t, 0<x<t, (Verdiinnungswelle)
1, Tz >t
und
0, z<at/2,
ug(t,z) = qa, at/2<z<(l+a)t/2, a € (0,1],

1, z>(1+a)t/2,
schwache Losungen der Anfangswertaufgabe (1.18) sind.
Beispiel (2). Es sei

(@) 1, z<0,
€T =
g 0, =z=>0.
Man kann zeigen, dass
1, <t/2,
ui(t,z) = z<t/ (StoB- oder Schockwelle)
0, =>t/2,

eine schwache Losung der Anfangswertaufgabe (1.18) ist.

Unter allen schwachen Losungen der Burgersgleichung gibt es genau eine, welche
die sogenannte Entropiebedingung erfiillt. Man sagt, dass eine schwache Losung u die
Entropiebedingung erfiillt, wenn

(1) hochstens endlich viele Kurven

vi={tx)|ze=v;t)}, j=1,...,k,
existieren so, dass u in R?\ U?Z 17; stetig differenzierbar ist und die links- sowie
rechtsseitigen Grenzwerte
ux(t) == lim wu(t,x
F):= lm u(t,a)
von u auf ; existieren und
(2) ldngs jeder Unstetigkeitskurve & = v (¢) mit zugehorigen links- bzw. rechtssei-
tigen Grenzwerten u_ (t) bzw. u4 (t) von u die Ungleichung

Flu_(t)) = F(v) Fluy(t) = F(v)
u_(t) —wv ug(t) — v
fiir alle ¢ > 0 und v echt zwischen u_ () und u (t) erfiillt ist.
In Beispiel (1) erfiillt nur die Funktion uy die Entropiebedingung und in Beispiel (2) die
Funktion u; (Ubung!).
Wir diskurieren nun stiickweise stetig differenzierbare schwache Losungen der Bur-
gersgleichung.

> (t) > , F(u):= %u{

SATZ 1.8. Seien u(t,x), (t,2) € Ry X R, eine schwache Lisung der Burgersglei-
chung,
Y= {(t,I)|l’=¢(t),t€R+}, ’lr/)ecl(R-‘r)v
eine Unstetigkeitskurve, u € C1((R;. x R)\ 7). Es existieren die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte

t):= i t
u=(t) Hqi??)xo“( , )

auf . Dann erfiillt 1 (t) die Rankine-Hugoniot-Bedingung
sy Flu(t)) — Fug(t))
Y= =)

fiir fast alle t > 0.
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Umgekehrt, eine Funktion v € C1((Ry x R) \ v) efiille die Burgersgleichung in
(Ry x R) \ vy im klassischen Sinne und es gelte

lim u(t,z) = g(z) fiiralle x€R C {(0)}.

t—0+

Dann ist u eine schwache Losung der Burgersgleichung, falls die Rankine-Hugoniot-Bedingungen
fiir fast alle t > 0 erfiillt sind.

BEWEIS. Zunichst bemerke, dass die schwache Losung u(¢, ) in (R4 x R) \ vy die
Burgersgleichung erfiillt, d.h. es gilt
ur(t, ) + u(t, 2)ug(t,2) =0 firalle (¢z) € (Ry xR)\ 7.
Ferner gilt:

Jm u(t,z) = g(z)

fiir alle 2 # (0). Mit der partiellen Integration erhélt man

p(t) 00
/u(t,x)wa(t,x)dz :/ u(t, x)*p,(t, r)dx + u(t, z)*p,(t, r)dx
R —o0 p(t)

= u_(t, (1) % (t, ¥(1) — us(t, ¥ (1) > (t, (1))

o0

P(t)
- 2/_ u(t, x)ug (t, x)o(t, x)de — 2/¢(t) u(t, x)ug (t, x)(t, z)dx

= u_(t, (1) *(t, ¥(1)) — us (t, (1) > (t, ¥(1))

P(t) 00
+ 2/ ue(t, 2)(t, x)dx + 2/ u(t, x)(t, x)dx.
—o0 »(t)

Also gilt

1 2
[ (w2t + ute.0Pe(t0) ) do
= Su (L0t B(0) - Hur (660t 6(0)

P(t)
" / (ult, 2)pult, 2) + ua(t, 2)p(t, 7)) da

— 00

[ e t) + wlt )t 0)) do
P(t)

= Su (L)t 5(0) — Hur (1) (e, 6(0)
P(t) oo
G R RO ECE T

= u(t, () p(t, ()" (t) + sy (t,1(8))(t, Y (£)) ' (£).

Die Integration beziiglich der Zeit ¢ > 0 ergibt

/0 dt/]R (u(t,x)g@t(t,x) + §u(t,x) @w(t,x)> dx
= [ 5 () — st () it w0t

0

(=)

/OO (u—(t, () — up(t, (1)) (t, (1)) 0 (t)dt
(0,2)¢(0, z)

/u ,2)p(0,z)dz.
R
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Also folgt aus (1.19)

5 [ 002 — s (600 ol vl
(1.20) 0

- / s (B (8) — s (6, 9(6))) ¥ (Dol w(8))dt.

BEHAUPTUNG: Sei @ € C§°(R) beliebig. Dann existiert ein p € C§°(R?) so, dass

a(t) = o(t, (1))
fiir alle t > 0.

BEWEIS. Es geniigt die Funktion ¢ (¢, ) nur fiir ¢ > 0 zu konstruieren. Sei ty > 0 so
groB, dass supp o C [—to, to] ist. Sei € > 0 beliebig. Sei x. € C5°(R) mit x.(z) = 1 fiir
alle |z| < € und x.(z) = O fiir alle |z| > 2¢. Wihle ein ¢, € C*°(R,) mit

sup [¢(t) — e (t)] < e
te[0,to]
und setze
p(t, ) = a(t)xe(z — Ye(t)), t=>0.
Dann gilt ¢ € C§°(R?) und

o(t,9(t) = alt)xe(¥(t) — Ye(t)) = o).

Mit der Behauptung folgt aus (1.20), dass
3] (o0 —us o)) o
= [ ) et w0 v Oty
fiir alle « € C§°(R). Nach Lemma A.6 ist somit
% (- (£ 9(8)* = ug (6,9(8))7) = (u- (8, 9(F)) —up (8, 9(£) ¥'(2)
fiir fast alle t > 0. O

SATZ 1.9. Sei g € L*°(R). Dann existiert genau eine schwache Lisung der Burgers-
gleichung, die die Entropiebedingung erfiillt.

Die Existenzaussage ist als Satz von Lax-Oleinik bekannt, die Eindeutigkeitsaussage
als Satz von Kruzhkov.



KAPITEL 2

Die Laplacegleichung

Die partielle Differentialgleichung
Au=0 inQ

mit einer offenen Menge €2 C R™ heiBt Laplacegleichung. Ein u € C?(), welches dieser
Gleichung geniigt, bezeichnet man als klassische Losung und nennt eine solche Funktion
harmonisch. Die zugehorige inhomogene Gleichung

(2.1 Au=f inQ
heil3t Poissongleichung.
2.1. Die Fundamentallosung

Wir suchen eine radialsymmetrische (klassische) Losung der Laplacegleichung, d.h.
eine Losung der Form u(x) = v(r) mit r := |z|. Wegen

d i X
Tzia I7é07 Z:L...,’n,
dx; r
erhalten wir
T
Ug; = v ('I’) r )
2 2
B S E
Uaw = v(r) r2 o) <7’ T )
und damit
n . n -'15% ) n 1 J,’?
Au(e) = Y waale) = V)3 Y-
=1 i=1 i=1

= () + () (” - 72) = V() +u ()

roor3
Also gilt Au(x) = 0 mit u(z) = v(r) genau dann, wenn

-1
U”(T) + n

v'(r) =0

erfiillt ist. Mit der Substitution w = v’ ergibt sich die gewdhnliche Differentialgleichung
erster Ordnung w’ + 2w = 0, deren allgemeine Losung gegeben ist durch w(r) = %
mit ¢ € R. Also ist

dr alogr + ¢, n=2,
v(r) =a — = 1
rnl ‘s +ec, n>3,

2—n rn—

mit a,c € R.

DEFINITION 2.1. Die Funktion ® : R™ \ {0} — R mit
1
~ 5 loglal, n=2,
(2.2) ®(z) := T 1
n(n —2)V, |x|n=2’

18

n >3,
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heif3t Fundamentallosung der Laplacegleichung. Hier ist

71-”/2
ey

das Volumen der Einheitskugel im n-dimensionalen Raum.

Vo =BT (0)] =

Wie die obige Rechnung zeigt, ist die Fundamentallésung ® harmonisch in R™ \ {0}.

BEMERKUNG: nV,, ist der Oberflacheninhalt der Einheitskugel im n-dimensionalen
Raum, d.h. nV,, = |0B7(0)|.

SATZ 2.2. Sei f € C3(R™). Definiere

(2.3) u(z) = — /n O(x—y)f(y)dy = —D* f(x), xeR".

Dann gilt
(@) u € C%(R"),
(b) Au= finR"™

BEMERKUNGEN:

(1) Der Satz beinhaltet keine Aussage iiber die Eindeutigkeit der Losung der Pois-
songleichung. Diesen Aspekt werden wir spiter studieren (vgl. Korollar 2.25).
(2) Das Integral

[ v@—wrway
konvergiert fiir alle x € R™. Insbesondere ist u in (2.3) wohldefiniert.

BEWEIS. Sei z € R" beliebig. Da f nach Voraussetzung einen kompakten
Tréger besitzt, finden wir ein R > 0 so, dass supp f C Br(x). Damit gilt

/ni)(m—y)f(y)dy‘ < /n | @(z —y)| - [f(y)ldy

_ / D(z — )| - |£()|dy
Br(z

)
O(x —y)ld
f(y)l/BR(z)l (& — y)\dy

< max
yER"
=" max|f(y)l [©(2)|dz.
yER™ Br(0)

Im Fall n = 2 erhalten wir unter Zuhilfenahme von Polarkoordinaten

1 R
/ |®(2)|dz = — [log |z||dz = / r|logr|dr

Br(0) 27 JBg(0) 0
und der letzte Ausdruck ist endlich, da der Integrand in O stetig fortgesetzt wer-
den kann, wie man zum Beispiel mit der Regel von L'Hospital zeigt. Im Fall
n > 3 erhalten wir

1 dz
|®(2)|de = ———+ Ty < 00,
/BR(O) n(n —2)Vu Jpu0 121772
da die Potenz im Nenner kleiner ist als die Raumdimension. O

(3) Da die Fundamentallosung iiberall auBer in einem Punkt und somit fast iiber-
all definiert ist, konnen wir sie dem soeben gesehenen Beweis entsprechend als

Element aus L; . (R") auffassen.
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(4) Satz 2.2 bleibt richtig unter schwicheren Voraussetzungen an den inhomogenen
Term f. Es geniigt zu verlangen, dass f kompakten Triger hat und Holder-stetig
ist, d.h. dass fiir ein s € (0, 1) eine Konstante C' > 0 existiert mit

lf(z) = fy)] < Clz —y|?, Va,yeR™

Auch dann ist die Funktion v aus (2.3) zweimal stetig differenzierbar und geniigt
der Poissongleichung. Dabei sind die zweiten Ableitungen von u Holder-stetig
mit demselben Exponenten. Unter der noch schwicheren Voraussetzung f €
Co(R™) ist (2.3) im Allgemeinen keine klassische Losung der Poissongleichung,
u ¢ C?(R™).

BEWEIS VON SATZ 2.2. (a) Die Faltung ist kommutativ (Transformationsformel!),
d.h. es gilt

uw) =~ [ -ty =~ [ ey

Sei xg € R™ beliebig. Ist R > 0 so gewihlt, dass supp f C Bgr(xg), so lassen sich die
partiellen Ableitungen des Integranden in B, (z) fiir alle || < 2 abschétzen durch

|De®(y) f(zo — y)| < P(Y)XBr(we)(y) sup [Df(2)],

z€BR(zo0)

sie sind also allesamt durch eine wegen f € C*(R") und ® € Lj, integrierbare Funktion
majorisiert. Mit majorisierter Konvergenz (vgl. Ubungsaufgabe 1) folgt nun bereits (a),
wobei

DRu(eo) = — [ @(4)D2 f(zo — y)dy.

(b) Fiir beliebige x € R™ und € > 0 ist nun

Bu(e) =~ [ A g)dy

= */ Q(y)Asf(z —y)dy — / O(y) Az f(x —y)dy
B.(0) R\ B, (0)
= I.+ J..

Es gilt

LI< sup [Auf(z—y |/ dy <2 0,

y€B:(0)

denn der vordere Faktor ist wegen f € CZ(R™) beschrankt und wie in der Bemerkung
vorm Beweis gesehen ist ® iiber Kugeln um den Ursprung integrierbar. Andererseits ist

L o= - / B(y) A f(x —y) dy
R™\ B, (0) N——
:Ayf($_y)
Green B B Oflx—y) .
r /R RO SISO /a o 2O oty
= K.—-L..

Die Greensche Formel ist hier anwendbar, da wegen supp f C Bpg(0) effektiv nur iiber
eine Kugel integriert wird, wobei das Integral iiber den dufleren Rand verschwindet, da f
selbst dort verschwindet. Es bezeichnet 6% die Normalenableitung, d.h.

of(x—y) _
T(y) = (Vyf(z —y),v(y)),

wobei v(y) der Normaleneinheitsvektor ist, der senkrecht auf 9B, (0) im Punkt y steht
und nach auBen bzgl. R"™ \ B.(0) zeigt, d.h. y + tv(y) € R™ \ B.(0) fiir alle hinreichend
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kleinen ¢ > 0 (vg. Anhang). In diesem Fall zeigt v(y) in Richtung des Ursprungs. Mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

‘ Of(x —y)
o (y)
fiir ein C' > 0, denn f € C2(R™). Daher ist

L] <C / 1©(y)|do (y)
9B-(0)

<|Vi@-y)|<C VaycR"

B %| logele|0B:(0)| = Ce|loge], n =2,
7n(n_c2)vn £27"0B.(0)] = 711(”_02% g2 eIy, = S5 n >3,
insgesamt gilt folglich L. =49 0. Nun betrachte
Ko = [ (9,00), 96 - )y
R”\ B.(0)
Green 8<I>
= —/ AQ(y) f(x —y)dy + / 5, W@ —y)do(y).
R\ B (0) ~—~— 9B.(0) OV

Zur Benutzung der Greenschen Formel gilt dasselbe wie oben. Um die normale Ableitung
von P zu bestimmen, errechnen wir

11y 1 vy
Vo) =-——— 2L =~ Y o
W) = o Tl = " 2 P
1 n—2 vy 1 vy
Vo(y) = — = =—-——"—, n>3,
W) = V] v
also
1
(2.4) V‘b(y):—ﬁﬁ Vn > 2.

Fiir jeden Punkt y € 0B.(0) folgt wegen v(y) = — 1 nun

02(y) _ Ly y\N_ 1 W 1 1
v (y) nVy |yt nV, et
Damit erhalten wir schlieBlich

nV lyl* |yl

: /
K. _ T —y)do
AV OBE(O)f( y)do(y)
T—y=z 1 Lemma A.7
B e |, S EE ),

Unterm Strich haben wir nun gezeigt, dass
Au(z) =I. + J:
gilt mit I, — O und J. — f(z). Die linke Seite hingt aber von € nicht ab, weswegen
Au(z) = f(x) ist. O
2.2. Distributionen

Unter C§°(2) verstehen wir die Menge aller K-wertigen (K = R oder K = C) Funk-
tionen ¢ € C°°(£2) mit kompaktem Tréger supp ¢ C Q.

DEFINITION 2.3. Sei 2 C R™ offen. Als Testfunktionenraum D(2) bezeichnen wir die
Menge C§°(Q2) ausgestattet mit der folgenden Konvergenz: Fiir pj, o € D gelte ¢; z o,
falls es ein Kompaktum K C ) gibt mit supp ¢; C K Vj € Nund

lim sup |[D*(¢;(z) — ¢(z))| =0
IO e K
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(d.h. D%p; girg- D) fiir alle Multiindizes o € (Ng)™.

Offensichtlich ist D(2) ein K-Vektorraum.

DEFINITION 2.4. Die Menge

D'(Q) ={T : D(Q) — K| T ist linear und stetig}

heifit Raum der Distributionen iiber ). Ausfiihrlicher: Ein lineares Funktional T : D — K
heifst Distribution, wenn T'(y;) — 0 fiir jede Folge (¢;); C D mit @; 20 gilt.

Offenbar ist D’ ein K-Vektorraum, denn

(MT1 + X2To) (@) := MTi (@) + XoTa(e).
Beispiel (1). Sei f € L{ (),

d.h
/ |f(x)|dz < 0o
K

fiir alle Kompakta K C €. Betrachte das Funktional
Ty : D)2 /Qf(x)go(x)da:

Das Funktional T ist offensichtlich wohldefiniert und linear. Sei ¢, 20 beliebig. Dann
gilt

\ [ S

1Ty ()] < /K 1F(@)] - 19y (2)da

IA

sup |o; ()| / f(@)ldz ——s 0.
zeK K J—r0

Also ist T eine Distribution. Distributionen, die eine solche Darstellung besitzen, nennt
man reguldr. Um die Schreibweise zu vereinfachen, schreibt man manchmal f statt T,
d.h.

f(g) = /Q f(@)p(x)dz.

Beispiel (2). Betrachte
5:D(2) 3 ¢ p(0).

Das Funktional § ist offensichlich linear. Sei ¢; 2o beliebig. Dann gilt
10(25)] = le;(0)] < sup |p;(z)] — 0.
z€EK J—oo
Also ist § eine Distribution, die sogenannte §-Distribution oder J-,,Funktion” oder Dirac-
Distribution.
SATZ 2.5. Die 8-Distribution ist nicht reguliir.

BEWEIS. Angenommen, es gibt ein f € L () mit

loc

5(p) = /Q f@)p(@)dz = o(0) Vo € D).

Fiir jedes ¢ € D() ist die Funktion = (x1, ..., z,) — z1¢(z) auch in D(12). Folglich
ist

/Q f(@)zrp(x)dz = 06(0) = 0 Yo € D(Q).

Nach Lemma A.6 ist dann 2 f () = O fiir fast alle 2 € (, also verschwindet f fast iiberall
und wir erhalten

(p) = / 0-p(x)de = 0 Vo e D).
Q
Das ist ein Widerspruch. O



2.2. DISTRIBUTIONEN 23

Dennoch schreibt man manchmal formal

= /Q o(x)(x)dz

obwohl 0(z) wie gerade gesehen nicht im Sinne einer Funktion definiert werden kann. Al-
lerdings kann man ¢ beliebig gut durch regulére Distributionen approximieren, wie sowohl
an spiterer Stelle als auch in den Ubungen gezeigt wird.

Das Produkt zweier Distributionen, z.B. § - 4, ist im Allgemeinen nicht definiert. Im
Falle regulérer Distributionen 7,,, 7y € D'(2) mit f € L, () und a € C>°(2) erscheint
es hingegen ganz natiirlich, das Produkt 7,7’ als

(T.Ty)(p) == /Q a(2) f () p(x)dz

zu definieren. Offenbar gilt ap € D(Q) und folglichist (T, Ty)(¢) = Ty (ayp). Diese Rela-
tion gibt Anlass zur folgenden allgemeineren Definition, in der nur eine der Distributionen
reguldr sein muss:

DEFINITION 2.6. Fiira € C*(Q), T € D'() setzen wir
(T.T)(¢) :=T(ap), ¢ €DQ).
Beispiel. 7,0 = a(0)d, denn
(ad)(p) = d(ap) = a(0)p(0) = a(0)d().
Eine andere Schreibweise dieser Gleichung ist a(x)d(z) = a(0)d(x).

2.2.1. Ableitungen. Sei f € C?(Q) mit einem p € N. Dann gilt fiir alle Multiindizes
a € (No)” mit || < pundalle ¢ € D(Q)

[ @ n@stde = 1) | ) D))
Dies wird durch folgende Definition konsistent auf Distributionen fortgesetzt.
DEFINITION 2.7. Sei T € D'(Q). Das Funktional
(DT)(p) == (-1)*IT(D*¢), ¢ € D),
heifit die a-te Ableitung von f.

LEMMA 2.8. DT ist eine Distribution. Insbesondere ist jede Distribution beliebig
oft differenzierbar.

BEWEIS. Linearitdt: Fiir alle ¢, € D(Q2) und A\, p € K gilt
(DT)(Ap + pp) = (=) T(AD%p + pD)
= M=D)IT(D) + p(—1)!*IT (D)
= XDT) () + (DT (¥)).
Stetigkeit: Sei ), = 0 fiir k — oo beliebig. Folglich gilt auch D%, = 0 und somit
(D°T)(px) = (—1)IT (D) =25 0.
O

Beispiel (1). Es sein = 1und Q = R. Sei f € C(R) nirgends differenzierbar auf dem
Triager supp f, z.B.

oo

Fe Z(r!)_l sin((r)2t), te€ [—m, ],
~ Yr=0

I
0, sonst.
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Da C(R) C Li . (R) ist, existiert die von f erzeugte regulire Distribution 7'y, welche nach

loc
dem Lemma im distributionellen Sinne dennoch beliebig oft differenzierbar ist.

Beispiel (2). Es seien n = 1 und 2 = R. Betrachte die Heaviside-Distribution
o) = | olarde.
0 ist offensichtlich eine reguldre Distribution, denn
0(p) = / O(z)p(z)de mit O(x) = {
R
Es gilt
d / > /
=) ) =)=~ | ¢)de = —p()
B 0
d.h. J ist die distributionelle Ableitung der Heaviside-Distribution. Weiter gilt
d? d
—0 =|—6 =8(p) = =3(¢) = —¢'(0).
(20) ) = (30) ) =8') = ~3) = ~¢'0)
Beispiel (3). Es seien wieder n = 1 und 2 = R. Dann definiert
(ogel)(¢) = [ 1og el (o)
eine regulédre Distribution, denn log | - | ist lokal integrierbar. Ihre Ableitung ist
d
(s oslel) (o) = = [ 1oglely' (0o
—& o0
— lim [/ log(—x)¢' (z)dx + / log 2’ (x)dx
g

e—+0 o

=0

+/5 log J;|ga'(a:)dx} .

—E

Dabei gilt fiir die einzelnen Integrale

/_glog(—m)w’(x)dw = —/__E deﬁ”og(—x)w(m)

— 00 o X T——00

T=—¢€

= - /_E Mdm +logep(—¢),

©~ T

/ logx ¢ (z)dx = —/ @d:ﬂ—l—log:ﬂap(:ﬂ)
€ € €

= - /OO @dw —logep(e),

1>
< suply/(x)] flog|x||d:c 20,
z€R —e

Tr—r 00

xr=&

| 1oglal ¢ (@)

—&

Insgesamt erhalten wir
d
(55 oet) (o) = 1 . 29 4y 4t log<(p(€) ~ o(2)).

Der hintere Limes ist 0, denn mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt

e—0

|log e(p(e) — p(—e))l < [loge| max ¥'(§)|2e — 0.
Wenn der vordere Limes existiert, bezeichnet man ihn als
(2.5) v.p. / 2(%) 1 = lim 2 4
R

X e—=0 ‘Z|>E xr
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und nennt ihn den Hauptwert (franzosisch: valeur principale) des Integrals fR #dw, wel-
ches im Allgemeinen selbst nicht konvergiert.

Wir untersuchen nun (2.5) auf Konvergenz. Betrachte

/ w(x)dx:/ s@(x)dwr/ ple) ,
lz|>e ¥ 12[z]>e T lzj>1 &

Das hintere Integral ist endlich, da der Integrand stetig ist und ¢ einen kompakten Triger
hat. Das vordere Integral zerlegen wir weiter in

/ w(z)dxz/ p(x) —w(O)dx+/ 20) e 1 4 g
1>z|>e L 1>|z|>e T 1>z|>e &

Um zu zeigen, dass der Grenzwert von I fiir ¢ — 0 existiert, geniigt es, das Integral

1
[ et=e),,
- x
zu betrachten. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist der Integrand auf ganz
[0, 1] beschrinkt durch maxeco 17 |¢’(£)| und I somit konvergent. Auf der anderen Seite
ist der Integrand von J. beschrinkt auf {¢ < |z| < 1} und dariiber hinaus punktsymme-
trisch zum Ursprung, also ist J. = 0. Der Hauptwert (2.5) existiert also.
SchlieBlich definieren wir die Distribution

(P;) (¢) = v.p.A‘PEC@dx = gig%/lwg ‘pf)dx.

Die obige Rechnung zeigt, dass P L die distributionelle Ableitung von log || ist.

PROPOSITION 2.9 (Leibnizformel fiir Distributionen). Seiena € C*(Q), f € D'(Q).
Dann gilt

D¥(af)=>_ CiDPaD* P f
Ba
mit geeigneten Konstanten Cg .
BEWEIS. Ubungsaufgabe. O
2.2.2. Integrale. In diesem Teilkapitel sei stets {2 = R.

DEFINITION 2.10. Eine Distribution g € D'(Q) heifit Stammdistribution von f €
D'(Q), wenn g’ = f gilt. Man schreibt

o) = [ o

LEMMA 2.11. g € D'(Q) ist genau dann eine Stammdistribution von f € D'(f),
wenn fiir alle ¢ € D() gilt
9(¢") = =1 ().
BEWES. ¢'(¢) = f(¢) Ve €D(Q) & —g(¢) = f(p) Ve e D). .
SATZ 2.12. Jede Distribution f € D’'(Q) besitzt eine bis auf eine additive Konstan-

te eindeutige Stammdistribution, d.h. fiir beliebige Stammdistributionen g, und go von f
existiert ein ¢ € K mit

mw—wwﬁwéwwm,wemm.

BEWEIS. (a) Existenz: Betrachte die Testfunktion (Ubung!)

C + ) 17
n(z) = { xp (W _1) o1 < mit /Rn(x)da: =1

07 |ZE| Z 17
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Definiere zu ¢ € D(€2) die Funktion
xT —+oo
26) v = [ (w0 -ne) [ ecrae’) ae
BEHAUPTUNG: ¢ € D(2).
BEWEIS. Offenbar ist 1) € C*°(R) (vgl Ubungsaufgabe 1). Sei R > 0 so groB, dass
supp ¢ C (—R, R). Offensichtlich gilt
P(x) =0 firalle = < —max{R,1}.

Fiir alle z > max{R, 1} gilt

vla) = [ O:O sl - [ :O wae’ [ Zn(@df —0.

Folglich ist supp ¥ kompakt.

Betrachte das lineare Funktional g : D — K mit

2.7 glp) = —f(W)+ / p(&)d¢ mit ¢; € K beliebig.
R
BEHAUPTUNG: g ist stetig (also g € D'(2)).
BEWEIS. Sei (¢;); C D(R) mit ¢; L) 0. Sei R > 0 so groB, dass supp ¢, C
Jj—o0
(=R, R) fiir alle j € N. Dann definiert
xT +oo
wita) = [ (e@ o) [ eiere) ae
wie oben gesehen fiir alle j € N eine Testfunktion ¢; € D(R) mit suppyy; C K :=
[—max{R, 1}, max{R,1}], j € N. Wir wollen zeigen, dass 1, L 0.
Jj—o00

Da ¢; und alle Ableitungen auf K O (—R, R) gleichmiBig gegen Null konvergieren
(vgl. Definition 2.3), gilt auch

sup 03(0)| < ( [ lost@de+ [ n©)as [ 1esteag') =0

und ferner fiir jedes k¥ € N unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Inte-

gralrechnung
dk dk—l o0 , ,
sup || = sup | 2o (136 = nto) [ irae’)

dk—l
< .
< 2 et

e /K 0 (€)]de’ 225 0.

o D
Damit gilt vp; ——— 0.
Jj—o0
Da f nach Voraussetzung stetig ist, folgt nun aus ¢; L 0 und 9, L) 0
j—o0 Jj—o0

o) =~ +e [ 7 ei(e)de 750,

Folglich ist g stetig, also eine Distribution.
Sei nun 1) die Testfunktion, die man durch (2.6) aus ¢’ erhiilt, d.h.

(x) = /_ " (e - /_ " e /R SO = pla).
=0
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Hiermit gilt

g(¢")

Il
\
=
£
+
2
—
‘6\
o
QU
ars
|
\
=
S

fiir alle ¢ € D(R) und aus Lemma 2.11 folgt, dass g eine Stammdistribution zu f ist.
(b) Eindeutigkeit: Sei go € D'(R) eine Stammdistribution zu f. Aus (2.6) folgt

oz) = (@) +() / o(€)de

R
o ist linear
B ga() = W)+ onlo) [ ol€)de
Lemma 2.11
e ga(e) = —F0)+ gali) [ pl€)d
S~—~—JR
=—C2
Ein Vergleich mit (2.7) liefert g — g2 = ¢1 + ¢ :=c. O

BEMERKUNG. Aus Satz 2.12 folgt, dass die allgemeine distributionelle Losung der
Differentialgleichung

o =f mit feD(R)

die Form v = g + ¢ hat. Hier ist g eine Stammdistribution von f und c eine Konstante.
Insbesondere folgt aus v’ = 0, dass u € D’'(R) eine reguldre Distribution

ug)=c [ slald.

— 00

2.2.3. Fundamentallosung als Distribution. Betrachten wir die allgemeine Form
linearer partieller Differentialgleichungen k-ter Ordnung

(2.8) z aoD%u=f inQCR"
lal <k

mit konstanten Koeffizienten a,,.

DEFINITION 2.13. Eine Distribution ® € D’ (), welche der Differentialgleichung

(2.9) > aaD*® =
lal<k

geniigt, heifst Fundamentallosung.

Gleichung (2.9) definiert die Fundamentallosung nicht eindeutig: Sei u € D’'(Q) ei-
ne Losung der homogenen Differentialgleichung. Dann ist ® + « auch eine Fundamen-
tallosung. Dennoch spricht man hédufig von der Fundamentallosung, sobald man eine ge-
eignete gefunden hat.

SATZ 2.14. Sei f € D'(Q). Dann ist die distributionelle Faltung (vgl. Ubung)

ua) = [ B =) i)y
eine Losung von (2.8) in D'(Q2).

Beispiel (1). Sei Q2 = R?. Wir zeigen, dass die Funktion ®(z) = — 5= log ||, die wir
im Zusammenhang mit der Laplacegleichung als Fundamentallosung bezeichnet haben,
auch im Sinne von Definition 2.13 eine Fundamentallosung von —Awu = f ist.
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Da log | - | lokal integrierbar ist, ist @ eine regulire Distribution. Wir wissen weiterhin,
dass log || € C*°(R?\ {0}) und dass Alog |x| = 0 fiir alle x € R?\ {0}. Sei ¢ € D(R?)
mit supp ¢ C Bg(0). Dann gilt

(Alogla(p) = loglel(Ap) = [ loglalAp(e)ds
Br(0)
= sl—iﬁo E<W<Rlog|96|Ag0(ac)daz:
= 61_13_10 E<|I‘<R(log|x|Aga(oc)—go(m)Alog\:deac
Y (1081152 0) - (o) 5 o) o)

o (1081152 0) ~ (o) 3 o) o),

=0

wobei man beachte, dass im Integral iiber die e-Sphire der Einheitsnormalenvektor in
Richtung des Ursprungs zeigt. In Polarkoordinaten erhalten wir

27
. Op(r, @) 0]
E1_1)1}:0 6/0 da( — log = + o(r,a) or logr .

=1
T

2
+ lim (e, a)da

r=¢ e—40 0

2m
0
= — lim alogs/ dozM
e—+0 0 or

=0

2
= lim ; (e, @) — ¢(0))der + 2mp(0)
= 2mp(0).
Damit ist in der Tat —A® = §. Analog sieht man
1 1
AP =0 mit P(x)= n > 3.

n(n —2)V, |z|n—2’ -
Beispiel (2). Betrachte die lineare Transportgleichung
ug(t, ) + (b, Vu(t,z)) =0, (t,z) € R xR",

mit konstanten Koeffizienten b € R™. Dann ist die Distribution

B(p) = (O3 = 0)(0) = [ pltbdr, o DR
eine Fundamentallosung, denn es gilt

(@4 (B, VD)) (p) = —P(pr+ (b, V)

. /oo(@t(t, bt) + (b, Veo(t, bt)))dt
0

- _/OOO %gp(t,bt)dt = ¢(0) = d(p).

BEMERKUNG. Mit Hilfe der Distributionentheorie kann man alle distributionellen
Losungen der Differentialgleichung

Z oD% =106, as €R,
la|<k
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finden. Dafiir benutzt man die Fouriertransformation von Distributionen.

2.3. Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen

SATZ 2.15 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen). Sind 0 C R"™ offen und
u € C?(Q) harmonisch, so gilt

1 1
u@) nVyrn=1 /c’)Br,-(w) uly)do(y) Var® /Br(m) uw)dy

fiir jede Kugel B,.(x) mit B.(x) C L

Jede harmonische Funktion ist also gleich ihrem Mittelwert auf umbhiillenden Kugeln
bzw. Kugeloberflichen (man beachte: nV,,7"~! = |0B,.(z)|,_1 und V,,r" = | B,.()|,).

BEMERKUNG. Aus der Funktionentheorie ist der Mittelwertsatz von Gauf} bekannt
(hier gilt n = 2): Ist f : Br(a) — C, Br(a) C C holomorph, so ist

1 27 )
f(a)zQ—/ f(a+re¥)dp, 0<r<R.
T Jo
BEWEIS. Betrachte zunichst fiir ein beliebiges = € {2 die Funktion
1 y=x+T8 1
F(r):= 7/ u(y)do(y) " = —— u(z + rs)do(s),
nVor™ ! Jop, (2) Vi JaB, (0)

definiert fiir alle hinreichend kleinen r. Hierfiir gilt mit majorisierter Konvergenz

1 1 ou
Fl'(r) = — Vu(z +rs),s)do(s) = / —(x +rs)do(s
(r) e 831(0)< ( ),s)do(s) A 7 )do(s)

y=x+rs 1 8’LL Green 1 /
nVprn=t /OBT(JE) ov W)do () nVyrn=1 B (x) ul)dy ’

also ist /' konstant. Daher ist
1
nVyrn—1

/ u(y)do(y) = lim —> / u(y)do(y) = u(z),
OB (x) 9B ()

cl0 nV,en—1

wobei Lemma A.7 benutzt wurde. Somit ist die erste Gleichung bewiesen. Hieraus folgt
auch die zweite Gleichung via

1 1"
d = I d d
Vo /B » u(y)dy Vo /0 ( /6 o) u(y) 0(1/)) p

1. Gleichun, 1 " e
= Vnrn/o (nVup" tu(z)) dp
- o / P ldp = u(z)
r 0

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 2.15.

SATZ 2.16. Ist Q C R™ offen und gilt fiir u € C*(SY) die Identitdit

1
u(e) =~ /8 M)

nV,rn—1

fiir beliebige Kugeln B,.(x) mit B,.(x) C ), so ist u harmonisch.
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BEWEIS. Angenommen, Au(z) # 0 fiir ein z € 2, ohne Einschrinkung gelte
Au(z) > 0. Wegen Au € C(R2) gibtes ein r > 0 so, dass Au(y) > 0 fiiralle y € B,.(z).
Betrachten wir wieder die Funktion F' aus dem Beweis von Satz 2.15, so folgt daraus

1
F/pzi/ Au(y)dy > 0 Vpe (0,r).
( ) nvnpnfl B,(x) ( ) ( )
Also gilt
1 .
Vo1 /BBP(@ u(y)dy = F(p) > lim F(r) = u(x).
Dies ist jedoch ein Widerspruch. Daher folgt Au = 0 in €. 0

BEMERKUNG. Es gilt auch die folgende Variante der Umkehrung von Satz 2.15: Ist

Q C R" offen und gilt fiir u € L{, () die Identitiit
1

= d
u(x) uwnéﬂm“@)y

fiir beliebige Kugeln B,.(x) mit B,.(x) C ), so ist u harmonisch.

2.4. Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

SATZ 2.17. Sei ) C R™ offen und beschrdinkt und sei u € C?(Q) N C(Q) harmonisch
auf .

(a) Es gilt maxu(r) = max u(z), d.h. u nimmt sein Maximum iiber Q) auf dem
cQ e

xr
Rand an (schwaches Maximumprinzip).

(b) Ist Q) ferner zusammenhiingend und gibt es ein xy € 2 mit u(zo) = maxu(z),
€N
so ist u konstant auf ) (starkes Maximumprinzip).

BEMERKUNGEN. (1) Istu harmonisch, so ist —u ebenfalls harmonisch. Daher
gilt mit (a) auch
ine%l u(zx) = min u(x).

(2) Eine Menge Q2 C R™ heifst zusammenhdingend, wenn sie nicht in zwei disjunkte
nichtleere in Q) offene Mengen zerlegt werden kann. Dies ist offensichtlich dqui-
valent dazu, dass jede nichtleere in () sowohl offene als auch abgeschlossene
Menge notwendig ganz () ist. (Erinnerung: Eine Menge A C §Q heifst offen in 2,
falls eine offene Menge B C R™ existiert mit B N §) = A, und abgeschlossen in
Q, falls Q \ A offen ist in 2.)

BEWEIS. Zunichst beweisen wir (b), danach folgern wir (a) aus (b). Dazu setze

M = ma%(u(x), S:={yeQ|uly) =M}
€

Nach Voraussetzung ist ¢ € .S, insbesondere ist S also nichtleer. Wir zeigen nun, dass S
in ) sowohl offen als auch abgeschlossen ist, woraus S = () folgt, da €2 nach Annahme
zusammenhingend ist. Wegen u € C(€2) impliziert dies die Behauptung.

Abgeschlossenheit: {M} C R ist abgeschlossen und u : 2 — R ist stetig. Damit ist
S =u"Y({M}) in Q2 abgeschlossen.

Offenheit: Seien € Sund 0 < r < dist(z, J2). Angenommen, es gibt ein yy €
B, (z) mit u(yo) < M. Aufgrund der Stetigkeit von u gibt es dann eine offene Umgebung
U von yp in B, (x) so, dass u(y) < M fiir alle y € U. Folglich gilt

1 1
u(z) = n/ u(y)dy = —— / u@@+/u@@ <M
Var™ B, (x) Var Br(m)\U\;A/Z U\\wa’
< <
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und somit 2z ¢ S, ein Widerspruch. Fiir alle yo € B,.(z) gilt daher u(yg) = M, also
B, (x) C S. Somit ist  ein innerer Punkt von S und da z beliebig war, ist S offen.
Damit ist (b) bewiesen.
(a) folgt aus (b), denn eine offene und beschrinkte Menge {2 ldsst sich darstellen als
disjunkte Vereinigung
o=,

icl
offener, beschrinkter, zusammenhéngender Mengen §2;, wobei [ irgendeine Indexmenge
ist. Offenbar gilt stets

max u(z) > max u(x).
z€Q z€N

Angenommen,

M := maxu(z) > max u(z),
z€Q €N

dann existiert ein y € 9 mit u(y) = M. Es gibt genau ein ¢ € I mit y € £2; und mit (b)
folgt u = M auf ganz €2;. Insbesondere ist u = M auf 092; C 02 und folglich

max u(x) > M.
€N

Das aber ist ein Widerspruch zur Annahme, also gilt auch (a). O
Wir sehen nun eine Anwendung des Maximumprinzips:

KOROLLAR 2.18. Sei  offen und beschrénkt. Sind g € C(9Q) und f € C(RQ), so
gibt es hichstens eine Losung u € C%(Q2) N C(Q) des Randwertproblems

Au=f in{Q,
u=g auf 09).

BEWEIS. Seien ui,us € C%(Q2) N C(Q) zwei Losungen des Randwertproblems. Fiir

w = u1 — ue gilt dann

w=20 auf 00

und mit Satz 2.17 folgt w(z) < 0 Vz € Q. Dieselbe Argumentation zeigt auch die umge-
kehrte Ungleichung und somit letztlich v = us. (]

{Aw:O in €2,

2.5. Regularitit harmonischer Funktionen

SATZ 2.19. Sei Q C R™ offen. Besitzt u € L}, (2) die Mittelwerteigenschaft
1

u(z) = W /a&(gc) u(y)do(y)

fiir jede Kugel By (x) mit B,(xz) C , soistu € C>®(Q).

Ist u € C*(£2) harmonisch, so besitzt u nach Satz 2.15 die Mittelwerteigenschaft. Mit
Satz 2.19 erhalten wir also:

KOROLLAR 2.20. Istu € C?(Q) harmonisch, so ist u € C* ().

Das folgende Korollar ist eine Verschérfung von Satz 2.16: Anders als dort wird hier
nicht gefordert, dass u zweimal stetig differenzierbar ist, sondern lediglich lokal integrier-
bar.

KOROLLAR 2.21. Ist Q C R” offen und erfiillt u € L} () die Mittelwerteigenschaft

loc
1
[ — d
u() nVprn—1 /{93,.(1) ulw)do(v)

fiir jede Kugel B,.(x) mit B.(x) C §, so ist u harmonisch.
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BEWEIS. Da u die Mittelwerteigenschaft erfiillt, ist mit Satz 2.19 v € C°°(£2). Dann
ist insbesondere v € C2(£2) und nach Satz 2.15 ist u harmonisch. O

BEWEIS VON SATZ 2.19. Wir verwenden die aus den Ubungen bekannte Methode
der Glittung durch Faltung mit dem Friedrichsschen Standardglitter 7). Sei 7 : [0,00) — R
mit 7(|z|) = n(z), x € R™. Dann gilt fiir jedes = € Q.

1 (1Y
i) = [nte—pa = 5[5 (L)
z=— 1
=Y = 7 (|Z|) u(z + z)dz
€ B \ ¢

Nach Ubergang zu sphirischen Koordinaten (r, s), 7 = |z|, s € B,.(0), erhalten wir also
unter Ausnutzung der Mittelwerteigenschaft

ue(x) ei” ; 7 (g) (/8&(0) u(x + s)da(s)> dr

=nVpr*—lu(z)

_ nVau(z) /OE 7l (g) " ldr = u(x) /BE(O) e (2) dz = u(x).

677,

Wegen u, € C(€.) ist damit auch u € C°(€.). Da aber ¢ beliebig klein gewihlt
werden kann, ist u € C*°(Q). O
Als Néchstes wollen wir Schranken fiir die Ableitungen harmonischer Funktionen an-

geben.

SATZ 2.22. Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt. Ist u : Q0 — R harmonisch, so gilt

C
|D%u(x)| < mH“HLl(Br(r))

fiir jede Kugel B,.(x) C Q mit B,.(x) C  und jeden Mutliindex o der Ordnung || = k.
Die Konstanten sind gegeben durch

2n+1 k
Ck:(Tnk), kENO (OO = 1)

Hier bezeichnet
llull L1 (B, (2)) = / lu(y)|dy
B, (z)

die L*(B,(x))-Norm von u.

BEWEIS. Induktion iiber £. Fiir £ = 0 erhalten wir mit dem Mittelwertsatz 2.15 sofort

1 Co
2.10 ) < g [y = gl o,

Aus technischen Griinden betrachten wir noch den Fall £ = 1 gesondert, bevor wir zum
Induktionsschluss kommen, welcher jedoch von der Idee her im Wesentlichen genauso
geht. Wegen | = 1ist D®u = u,, fireini € {1,...,n}. Da Au,, = 2~ Au, ist diese
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Funktion harmonisch und mit dem Mittelwertsatz 2.15 und mit partieller Integration folgt

1 on
D) = | [ wny] = | [ ulw)da)

Vo (3) By (o) Var? 9By (v)

2m on ryn—1
< d - Vn
- Vprm /am(m) [u(y)ldo(y) < Vrm yEBBr(w) [u(y)l (2) n

2
2n

= max u .
r yEBB%(z)| (y)‘

Fiir jedes y € 0Bz () ist Bz (y) C By(x) C €, hierfiir gilt also wie in (2.10)

1 ’fl
lu(y)| < a ( )nHUHLl (Br (y)) SV n”uHLl(B (z))

und die obige Abschitzung setzt sich fort durch

2n 2" Cl
|D%u(z)| < Vo llull 1 (B, (2)) = WHUHD(BT(:&»

womit die Behauptung auch fiir k£ = 1 gezeigt ist.

Es sei also nun k£ > 2 und die Aussage des Satzes gelte bereits fiir alle Multiindizes,
deren Ordnung hichstens k — 1 ist. Sei v € (Ng)™ mit || = k. Dann ist D% = (D%u),,
fiir einen geeigneten Multiindex 8 der Ordnung & — 1 und ein @ € {1,...,n}. Es gilt
AD% = D*Au, also ist D%y harmonisch. Vollkommen analog zur Rechnung im Falle
k = 1 erhalten wir dann

kn
Du(z)| < — DPu(y)|.
D)l < T s 1D%u(y)
Nun ist fiir jedes y € Bz (v) auch Bi_1,(y) C B;(z) C  und nach Induktionsvoraus-
] E
setzung erhalten wir

Ck 1 Ckfl
|D’8U(y)\ < WHUHL (Bk 1 (y)) = T nth-1 ||UHL1(BT(x))7
(55+r) (5%+r)
womit sich die obige Abschitzung fortsetzt zu
kn Ck 1 kan_l
|D%u(x)| < — el B @) = Py llull 1 (B, (2))-
") (5" e
Wegen k 7 < 2ist hierbei
knC’k,l B kn (2" n(k — 1)kt kn(2"Tink)k—? E\"
(@)”“H N (@)"%—1 Vi, N v, k—1
k k
n+1 k—1 n+1 k
< kEn(2"tnk) o+l _ (2"t ink) _c
Vi Vo
und der Beweis ist vollendet. O

Satz 2.23 (Liouville). Jede beschrinkte harmonische Funktion u : R™ — R ist
konstant.

BEWEIS. Seien z € R"™ und |o| = 1. Mit 2.22 erhalten wir

01 Cl
_— 1 = — d
et 1wl (Br(2)) = 1 /Br(m) lu(y)|dy

Cq C1V, r—00
< nHVr sup |u(y)| = sup |u(y)] —— 0.

yER™ T yER™

[ D% u()|

Damit ist Vu = 0 und u folglich konstant. O
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SATZ 2.24. Es sei f € Cg(]R”), n > 3. Dann hat jede beschrinkte (klassische)

Losung der Poissongleichung
Au=f inR"

die Form
u(w) =~ [ By e
mit einer geeigneten Konstante ¢ € R.

BEWEIS. Seiu € C?(R") eine beschrinkte Losung der Poissongleichung. Nach Satz
2.2 st
(o)1=~ [ @~ 9)fw)dy

ebenfalls eine Losung der Poissongleichung. Sei R > 0 so groB, dass supp f C Bg(0).
Dann gilt

maxyern | f(y)| dy
i) < maxl S [ fote gy = R GO [ S
yEeR Br( ) n(n —2)V, Br(0) lz -yl
_ maxyen |/(y) dy
n(n—=2)Va  Jpgpe) [y*3
d d
BEHAUPTUNG: / % S / % < 0o0.
Br(x) 1Yl 0 |yl
BEWEIS. Mit

= [Br(z) N Br(0)°| = [Br(z)" N Br(0)|

/ dy WI=R M y|<<R/ dy
Br(z)nBr(0) [y 2 =2 7 pa)enBao) Y2

Somit erhalten wir

dy dy dy
n—2 n—2 + n—2
Br(z) 1Yl Br(z)nBr(0) 1Yl Br(z)nBr(0) |Y]

dy dy
S n—2 + n—2
Br(z)NBr(0) ly Br(z)°NBg(0) |yl

_ / dy
Br(o) UM%

Also ist © beschrinkt. Die Funktion w := u — « ist folglich ebenfalls beschréankt und
harmonisch in R™, nach dem Satz von Liouville (Satz 2.23) also konstant. Das war zu
zeigen. ]

gilt

[\

IN

Als eine Anwendung von Satz 2.24 erhalten wir die folgende Eindeutigkeitsaussage
fiir die Poissongleichung.

KOROLLAR 2.25. Es sei f € CZ(R™), n > 3. Dann besitzt die Poissongleichung

Au=f inR"
genau eine Losung mit
lim w(z)=0.

Diese ist gegeben durch

@.11) u(w) =~ [ Bz =) f()dy.
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BEWEIS. Zunichst zeigen wir, dass (2.11) der Bedingung lim |, o, u(z) = 0 geniigt.
Mit R > 0 wie im Beweis von Satz 2.24 und mit der dortigen Rechnung erhalten wir fiir
x ¢ Bgr(0) dann

lu(z)] < C — <O —R"V, 0.
Br(o) |7 —y["? = (dist(z, Br(0))"~2
Ist u; eine weitere Losung mit lim,| ui(x) = 0, so hat diese nach Satz 2.24 die
Gestalt u; = wu + c fiir ein ¢ € R. Aus der Limesvoraussetzung folgt jedoch ¢ = 0 und
damit u = uq. O

2.6. Die Harnacksche Ungleichung

SATZ 2.26 (Harnacksche Ungleichung). Sei 2 C R™ offen und beschréinkt. Zu jeder
zusammenhiingenden offenen Menge V- C Q mit V. C Q) gibt es eine Konstante Cyy, > 0
so, dass fiir jede nichtnegative harmonische Funktion u : 0 — R gilt
(2.12) sup u(z) < Cy inf u(y).

zeV yev

BEMERKUNGEN:

(a) Die Harnacksche Ungleichung (2.12) ist dquivalent zu

Cylu(y) < u(z) < Cvuly), z,y€V.

(b) Wir diskutieren den Fall n = 1, Q@ = (—1,1), um die Aussage des Satzes
intuitiv zu verstehen. Hier hat offenbar jede harmonische Funktion die Gestalt
u(z) = ax + b und ist genau dann nichtnegativ, wenn b > |a|. Betrachten wir
beispielsweise V = (—1/2,1/2), so ist

la| . lal
= —_ f — -
21615 u(z) =b+ 5 of u(x) =0 5
und die Harnacksche Ungleichung gilt mit Cy, = 3, denn

la] a la|
b+ — <b+_-+2(b—- =3(b—- —).
+ < b+ L2 - fa) = 30— )
(c) Fir V = Q gilt die Harnacksche Ungleichung im Allgemeinen nicht: Die Funk-
tion u(z) = = + 1 ist harmonisch auf = (—1, 1) und es gilt
=2, inf =0,
sup u(z) =2,  nf u(z)

eine Konstante C' > 0 mit 2 < C - 0 existiert jedoch nicht. Die Voraussetzung
V' C Qin Satz 2.26 darf also nicht weggelassen werden.

BEWEIS VON SATZ 2.26. Sei r := 1dist(V,09) > 0 und seien z,y € V mit |z —
y| < r. Mit dem Mittelwertsatz 2.15 folgt
1 1
u(z) = 7/ u(z)dz > 7/ u(z)dz

Vi (2r)™ J By, (2) Vi (2r)™ /B, ()
2" /

= u(z)dz = 27 "u(y),
Var™ JB, ()

wobei in der Ungleichung die Nichtnegativitit von v ausgenutzt wurde sowie die Tatsache,
dass Ba,(z) D B,(y). Dieselbe Rechnung funktioniert auch mit vertauschten Rollen von
z und y, insgesamt erhalten wir also

(2.13) 2"u(y) > u(xz) > 27 "u(y) Vao,y € Vmit|z —y| <r.

Um dies einsetzen zu kdnnen, zeigen wir zuerst die folgende

BEHAUPTUNG: Es existiert eine endliche Uberdeckung von V aus offenen Kugeln
B.(z;) CcQ,i=1,...,N,mit B.(2;) N By(2;—1) # Dfirallei =2,...,N.
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BEWEIS. Da V' kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung von V mit offenen
Kugeln By von Radius r. Sind By und Bj_; disjunkt, so schlieBen wir mit folgender
Konstruktion die Liicken: Da V' offen und zusammenhiingend ist, gibt es einen stetigen
Weg ~v : [0,1] — V, der die Mittelpunkte dieser Kugeln miteinander verbindet. Da das
Intervall [0, 1] kompakt ist, ist v gleichmiBig stetig und folglich existiert ein § > 0 so, dass
|v(#) — ()] < rfiralle t,t’ € [0,1] mit |t —¢'| < §.Seinun0 =ty < t; < ... <
tyr = 1 eine Zerlegung des Intervalls [0,1] mit ¢; — ¢;_1 < 0,4 = 1,..., M. Dann ist
B.(v(t:)NBy(v(ti—1)) # Dfiirallei = 1, ..., M. Betrachtet man alle Paare By, By_1,
so erhilt man also mit diesem Verfahren durch Hinzunahme endlich vieler weiterer Kugeln
eine endliche Uberdeckung von V mit der geforderten Eigenschaft.

Seien nun z,y € V beliebig. Es gibt k,1 € {1,..., N} mitz € B,(z;), y € B-(21),
wobei ohne Einschrinkung k < [ sei. Sei Z; € B,(z;) N By(zj41) fir j =k, ..., 1 — 1.
Dann erhalten wir duch sukzessives Anwenden von (2.13)

w(x) > 27 "u(z) > 2727 M u(E) > 27272 () > L > 272 2RIy ()

> 2—2712—2(l—k)nu(y).

Da die gewdhlte Uberdeckung von V endlich ist, gilt ] — k < N — 1, also 2-2(=k)n >
2-2(N=17n ynd somit

u(x) > 2_2N"u(y).

Wieder funktioniert dasselbe Argument auch mit vertauschten Rollen von = und y, insge-
samt erhalten wir also

22Mm(y) > u(z) > 27N "u(y) Yo,y eV

und somit die Behauptung. (]

2.7. Greensche Funktion

Das Ziel dieses Abschnittes ist, das Dirichletproblem fiir die Poissongleichung

Au=f inQQ,
u=g auf 090,

zu 16sen.

LEMMA 2.27. Es sei Q@ C R offen und beschrankt mit C'-Rand. Ist uw € C%*(Q) N
C1(Q) eine Losung der Poissongleichung

Au=f inQ

mit f € C(Q) N LY(Q), so gilt

_ o2 OB —y) L .
we) = [ (2= nGalt - un 5= ) dots) - [ @ - sy

fiir alle © € Q.
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BEWEIS. Zu beliebigem x € ) wihlen wir e > 0 so klein, dass B.(z) C €. Mit der
Voraussetzung f = Aw und unter Zuhilfenahme der Greenschen Formel erhalten wir

[ ew-iwi- | Bz — y)Auly) — uly) Ayd(z —y) | dy
O\ —_———

B.(z) Q\ B. (z)

=0

= x— Ou —u 0z —y) o
-/ - (<1>< Do)~ ul) )d )

= x— Ou —u 90 —y) o
= [ (0= 0Gew - ut) TG dotu)

- 2= 220 — u(y) 22E =Y 4,
/ . (<1>< Do)~ ul) 5 )d ),

wobei sich das Vorzeichen im letzten Schritt aus der Orientierung des dufleren Normalen-
einheitsvektors ergibt. Wir treffen die Unterteilung

2% — w22 =9
L, (=05 - T dew

- /a o, P05 @) () - /6 R Sl
= I.—J:

und berechnen einzeln

-
L= [ e (V=) )
9B. (x) ly — x|
< max |®(z—y)|- max |[Vu(y)|nV,e" ! ﬂ>0,
< max [0z -y)|- max |[Vu(y)
beziehungsweise
J. =Y / u(z — 2)(V.8(2), v(2))do(z)
9B, (0)
0.4 1 e?
= —_ —2)d
nV, entl /3135(0) ulw —2)do(z)
y=z—2 1 1 Lemma A.7
= T/Vng'ﬂ*l aBE(x)u(y)dU(y)T U($>

Also erhalten wir insgesamt

du(y) 00 (x — y))
Oz — d:/ Oz — —uly)—F5———= | do(y) — (I — J.
/Q (z —y)f(y)dy - ( (z —y) (1) () 0 (y) — (L = Je)
ﬂhl(x)
und da die linke Seite nicht von ¢ abhiéngt, folgt die Behauptung. (]

DEFINITION 2.28. Sei Q) C R" offen. Betrachte zu jedem festen x € ) die Randwert-
aufgabe

AyFm(y) = 07 ) S Qa
Fo(y) = ®(z —y), ye o

Falls diese eine Losung F,.(-) € C?(2) N C(Q) besitzt, so nennt man
G: P\ {(z,y) €|z =y} =R, Gla,y) = 2(z —y) — Fu(y)
die Greensche Funktion fiir .

Offenbar gilt G(z,y) = 0 fiir alle y € 99.
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SATZ2.29. Es sei Q) C R™ offen und beschréinkt mit C*-Rand. Istu € C*(Q)NC(Q)
eine Losung der Randwertaufgabe

Au=f in(Q,
u=g auf 09,

mit f € C(Q) N LYQ), g € C(0N) N L (0NQ), und existiert die Greensche Funktion
G(z,y) = ®(x —y) — F,(y) fiir Qmit F,(-) € CY(Q), z € Q, so gilt

U(w)Z—/mg(y)any /f

BEWEIS. Da u die Randwertaufgabe 16st, gilt mit der Greenschen Formel

/ Fo.(y) f(y)dy = / (Fw(y)Au(y)—u(y) AyFw(y)) dy
Q Q N———

=0

Ou(y) an(y)>
= F, — d
/6 . ( W5, ™) u(y)—5, W o(y)
duly) OFy(y) >
= b(x — — do(y).
/8 . ( (@ —y)5- ) 9) 5, W ()
Setzen wir dies in die aus Lemma 2.27 bekannte Darstellung von u ein, so erhalten wir

_ o nouy) OBy .
ue) = [ (#o -G~ utn P ) dot) ~ [ @) sy
B ou(y) OG(x,y) = OF.(y)
-/, (@(x_%y@ ‘g(y)< aly) | ony) ))da(y)
- /Q (Glavy) + Fuly)) F(y)dy

=—/an<y>aG” o) - [ 106

SATZ 2.30 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei Q@ C R" offen und beschrinkt
mit C1-Rand. Existiert die Greensche Funktion G(z,y) = ®(x — y) — Fy(y) fiir Q mit
F.(-) € CY(Q), x € Q, so ist sie symmetrisch, d.h. fiir alle x,y € Q mit x # y gilt

G(z,y) = G(y, z).

BEWEIS. Seien z,y € Q mit x # y beliebig. Setze v(z) := G(z,2) und w(z) :=
G(y, z). Dann ist

O

Av(z) =0 fiir z # «,
Aw(z)=0  firz #vy,
v(z) =w(z) =0 fiir z € 0N2.

Sei e > 0 soklein, dass |z —y| > 2¢ und B, (z) sowie B, (y) komplett in ) enthalten sind.
Setze V := Q \ B.(x) U B(y). Dann erhalten wir mit der Greenschen Formel

(v<z> 20 (2)— u() Z%)) do(2)
14 N~ OV

=0

/ (v(2) Aw(2) —w(z) Av(z))dz = /
T 5
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und somit

e [ . (w<z>§z<z> - v(z)‘g‘j(z)) do(2)

-/ » ()50 = 0D 5o 2) ) dota)

Die Funktion w ist harmonisch in B, (z) und es gilt v(z) = G(z,2) = ®(x — z) — F(2).
Dabher ist

< Ce"tosup |u(2)]
z€0B.(x)

IA

Cen! <C'+ sup |<I>(x—z)|>

2€0B. (x)

< cetp oot {8 s,
B |logel|, firn=2,

fiir geeignete Konstanten C, C’, C”. Dieser Ausdruck konvergiert gegen Null fiir ¢ — 0.
SchlieBlich betrachte

ov

811_1}1(1) 6B5(z)w(2)$(2)d0(2)
D(x — F,
= lim w(z Mda(z) — lim w(z 0 (z)do(z)
€20JoB. (2) Iv(2) €20JoB. (2) v
Im Beweis von Lemma 2.27 wurde bewiesen, dass
0P(x —
lim Mdo(z) = —w(x)
€=0JoB. (x) v (z)
und auflerdem ist
I (922 (2)do(2) = 0
lim aBs(z)wz £y z)do(z) =0,

denn w(z)9£= () ist beschrinkt. Daher konvergiert die linke Seite von (2.14) fiir & — 0

gegen —w(x) und analog konvergiert die rechte Seite gegen —v(y). Somit erhalten wir
Gy, z) = w(z) =v(y) = G(z,y).

2.8. Die Greensche Funktion fiir den Halbraum

Sei @ := R} = {z € R" | 2, > 0}. Diese Menge ist nicht beschrinkt und die
Ergebnisse des vorigen Abschnittes sind daher nicht anwendbar.
Firz = (z1,...,,) € R definieren wir die Spiegelung am Rand OR"} = R"~! als

T:= {I17 sy Ip—1, _xn}

Setzen wir fiir 7,y € RY}
so gilt wegen
folglich

Deshalb erhalten wir
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d.h. die Greensche Funktion des Halbraumes R} ist gegeben durch
Glz,y) =y —=) - Fu(y) =2y —2) -2y —7), =zyeRL
Man bemerke, dass sie aufgrund von
ly—z[=ly—z, ly—z|=[F-2l=|z-7|
symmetrisch ist, auch wenn die Voraussetzungen von Satz 2.30 nicht gegeben sind. Es gilt
0G(x,y) _ 0(y—=x) 0P(y-—7) 1 (yn —Tn Yt xn>

Y, Y, Oyn Vi \Jy—z* |y—z

und fiir y € R’} folgt

0G(x,y) _ 0G(x,y) 2=, 2 2 2\ %
() - g A ((-731 —y1) . (Tt = Y1) F xn)
Nun sei v € C?(R7) N C(R?) eine beschrinkte Losung der Randwertaufgabe
Au=0 inR%
2.15) u=0 mRi,
u=g auf OR} .

Man kann hoffen (und wir werden es gleich auch zeigen), dass die Formel aus Satz 2.29
auch fiir die unbeschriinkte Menge ) = R’ gilt, d.h. wenn eine Losung u von (2.15)
existiert, kann sie als

2, 9(y)
2.16 = 7
( ) U(x) nv, /]R”_1 ((xl 7y1)2+...+($n—1 *yn—1)2+$%)5 !

dargestellt werden. Diese Darstellungsformel heif3t Poisson-Formel fiir den Halbraum. Der
Integralkern

2x

K(Jf,y) = # ((:El — y1)2 +...+ ($n_1 - yn_1)2 + 1‘%)

mitz € R,y € R"™~! heiBt Poisson-Kern fiir den Halbraum.
Der folgende Satz ist nicht nur ein Analogon zu Satz 2.29 fiir den Halbraum R},
sondern er liefert auch die Existenz einer Losung der Randwertaufgabe (2.15).

—_n
2

SATZ2.31. Seig € C(OR" )NL>*(OR" ) und sei u gegeben durch die Poisson-Formel
fiir den Halbraum (2.16). Dann gelten
(@ ue C®RY)NL2RY),
(b) Au=0inRY,
(©) mlggo u(x) = g(xo) fiir jedes xo € OR}.
z€RY
BEMERKUNG. Der Satz macht keine Aussage iiber die Eindeutigkeit der Losungen
von (2.15). Man kann aber zeigen, dass (2.16) in dieser Situation die einzige beschrdinkte
Losung ist: Ist u eine weitere beschriankte Losung, so ist w := u — u eine beschridnkte
Losung der Randwertaufgabe

Aw =0 inR7%,
w=20 auf OR"} .

Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip (vgl. Ubung) ist die beschrinkte Funktion

w(T1, .y Tp_1,Tn), Ty >0,
w(z) =<0, X, =0,
_W($1,...,xn71,—$n)7 In <07

harmonisch in R” und infolge des Satzes von Liouville 2.23 ist sie konstant. Wegen w(0) =
0 ist also w = 0 und damit & = u.
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BEWEIS. Seix € R’} beliebig. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.
Schritt 1: Als Erstes zeigen wir, dass

(2.17) K(z,y)do(y) = 1.
OR%

Dazu betrachte

K(rydoy) = %o do(y) .
IRY nV or? (1 —9y1)? 4. 4 (Tn—1 — Yn-1)? +22)°

w3

z=x—y 2Tn / dz
Vo Jrnot (224 4 22 +a2)
Im Falle n = 2 erhalten wir

2%, dz 2,0 1 1 2 177
—_— 5 = — |x,— arctan — 1.
21 R % + l’% ™ Tn Tn

Sei also nun n > 3. Dann gilt

2z, dz p=|z| 2z, > pn72dp
— , = —m-1)Vau T o m
Vo Jrnt (24 422 4 a2) nVn o (PP +a7)2

N3

pa”:"gnor 2(n — 1)V, /°° " 2dr
o (

nVy, r24+1)%’
wobei
< pn=2qy o= 1 [ 3
[ = 4 e
0 (T2+1>2 2 0 (S+1)2
t:sil 1 ! _1 n—3
= - t72(1—t) 2 dt
2 /o
_ 1[3(1 n—1>_1f(é)F(”21)_ﬂ("21)
20\ \2 2 2 (%) 2 T (%)

Unter Verwendung der Identitit V,, = F(”il) und der Funktionalgleichung der Gamma-
3

funktion rechnet man leicht nach, dass

2(n —1)Viy ﬁf (u) -1
nVy, 2 F( L ’

3|

Nl
~—

Damit ist (2.17) bewiesen. Wegen

lu(x)| < sup |g(y)| | K(z,y)do(y) = sup [g(y)|
yeR™ oR™ yeR™
folgt nun hiermit aus der Beschrinktheit von g auch die von wu.
Schritt 2: Fiir y € R" ! setze §j = (y,y,) € R™. Hiermit gilt
9G(z,7)

A’EK ) :Az A
«K(z,y) < 0,

Yn=0

8yn ynZO'

Aufgrund der Symmetrie von G erhalten wir

und somit schlieBlich
A K(z,y) =0,
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d.h. die Funktion R} > x ~ K(x,y) ist harmonisch. Thre partiellen Ableitungen sind
lokal durch eine integrierbare Funktion majorisiert (Details als Ubung) und da g beschriinkt
ist, folgt u € C*°(R"}) und

Au(z) = /aR" 9(y) ALK (z,y)do(y) = 0.

Schritt 3: Um noch (c) zu beweisen, wihlen wir zu beliebigen zy € aR’_f_ und e > 0
ein 6 > 0 so, dass

lg(y) — g(zo)| < e fiiralle y € ORY} mit |y — x| < 0.
Fiir jedes = € R% mit [z — 29| < § schlieBen wir

K(z,y)g(y)do(y) — g(xo) K(z,y)do(y)
AR OR™

u(z) = g(xo)| =

K(z,y)[9(y) — g(xo)]do(y)
OR?

< / K(z,9)|9() — 9(x0)|do(y)
OR7 NBs (o)

+ / K (z,9)l9(y) — g(xo)|do(y)
AR\ B (o)

=: T+ J

Fiir die einzelnen Integrale gilt

r<e K(o,y)do(y) < e | Kloy)doly) = e
OR™ N Bs (x0) aR™

bzw.

J< / K(z,9) (l9)| + lg(zo)]) do(y)
OR?\ Bs (w0)

<2 sup [g(y)] K(z,y)do(y).
yERT OR™ \Bs(z0)

Aus den Ungleichungen |z — 20| < § und |y — 0| > ¢ folgt
) 1
ly = ol < Iy — 2l + & — 2ol < ly — 2l + 5 < Iy — 2| + 51y — o,

also |y — x| > 3|y — 0. Damit ist nun

2z, do(y)
/ K(z,y)do(y) = 7/ [T
AR\ Bs (o) NVn JORY\Bs(x0) |z —yl

2", / do(y)
0)

< .
= ’n,Vn Ri\BJ(EO) |y — x0|n

Sei zunéichst n > 3. In sphirischen Koordinaten (p, s) mit p = |y — zo| und s € S"~2
ausgedriickt ergibt sich

2n+1$n o] n—2d
/ K(z,y)do(y) < (0= [ L
ORT\ Bs (o) nV, 5 p

_ gty (N DV /OO dp
n TLVn s p2

27y, (n—1)Vaq €
5 nV, T 2supyegn l9(y)|
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fiir alle hinreichend kleinen x,, > 0. Fiir n = 2 erhalten wir mit 2z = y — z¢

23249 > =9\ dz

K(z,y)doly) < / + / dz

ARi\Bg(mo) 2Va \Js o) 7P
£

833‘2

57‘/2 - ZSupy€R1 9y

Damit ist [ 4+ J < 2¢ fiir alle z in einer hinreichend kleinen Umgebung von zy. Damit ist
auch (c) nachgewiesen und der Beweis abgeschlossen. (]

2.9. Die Greensche Funktion fiir eine Kugel

Zunichst betrachten wir die Einheitskugel um den Ursprung. Durch geeignete Trans-
formation konnen alle Ergebnisse auf eine beliebige Kugel iibertragen werden. Man be-
merke, dass die Resultate aus Abschnitt 2.7 in dieser Situation wieder anwendbar sind.

Fiir z € R™ \ {0} definieren wir die Inversion an der Kugeloberfldche 0B (0) durch

_ x
Ti=—.
|z[?
Diese hat offenbar die Eigenschaften
@) [z =z~
(b) z € B1(0) =T € R™\ By(0),
() z € R"\ B1(0) = = € B1(0),
(d) x € 0B1(0) = 7T = x.
Wir wollen fiir x € B;(0) das Randwertproblem

Any(y) = 0, TAS Bl(()),
Fi(y) = ®(y — ), ye€dBi(0),

16sen, um die Greensche Funktion fiir die Kugel zu bestimmen.

Es sei zunéchst n > 3. Fiir x € B1(0) \ {0} ist T € R™ \ B1(0) und die Funktion
B1(0) 3y = @(y —7)

somit harmonisch. Offenbar ist damit auch
B1(0) 3y = |z* " ®(y — T) = &(|z|(y — 7))
harmonisch, auerdem gilt fiir jedes y € 9B (0)

—1/2

(y, ) + L

—2
x> J2?

|y = 2)| = |2| (lyl® = 20y, %) + [2*) "% = ||

lyl?
~—

=1
~1/2

= | l2]* = 2(y,2) + 1 = [z -y
e

und somit ®(|z|(y — T)) = ®(y — ). Setzen wir also

Fuly) = O(lzl(y —m)),  « <€ B1(0)\{0},
=\ O(z)mit |z| =1, z=0,

soist G(z,y) := ®(x — y) — F,(y) die Greensche Funktion fiir B1(0) mit n > 3.
Analog behandeln wir auch den Fall n = 2. Hier ist die Funktion

B1(0) 3.y By~ 7) — 5 loga| = @(al(y — )
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harmonisch und dieselbe Rechnung wie oben zeigt
1
Dy~ ) 5 loglal = Dy —2) ,y € IBL(0).
Wir setzen also

Fo(y) = {g’(y = 7) = 5 loglal =€ O\ ()

und finden G(z,y) := ®(x —y) — F(y) als die Greensche Funktion fiir B (0) mitn = 2.
Ist g € C(0B1(0)) und ist u € C%(2) N C* () eine Losung der Randwertaufgabe

Au=0 in By(0),
u=g aufdB(0),

so kann man u nach Satz 2.29 darstellen als

ulz) = /8 " o) 28T 45 ),

v(y)
Um die Normalenableitung der Greenschen Funktion zu bestimmen, berechnen wir
oG 0P 0
= —_ f— (b —
0; (2,9) 0 (y — ) o (lzl(y — )
und
o ( ) 1 Ty —Y;
)= — ,
y; Y nVy |z —y|™
0 . 1ol — el
O(lzl(y—7) = Pt
9y nVo (|2] - ly —z)"
ePzi=e 1 @ — |z
nVn (] - [y —z|)"
_ 1 Li — |$|2yz‘
Vo fz| ([yf? = 2la|=2(z, y) + |z]72)*
1 i — |z[y;

n
2

Vi (|22 = 2(z,y) + |y[?)
1z — |y

nVo e —yln
wobei wieder verwendet wurde, dass |y|?> = 1 ist. Damit ergibt sich
0G(z,vy) = 0G Yi
= v,G r,y),v\y)) = T, YY)
1 1 " Ti —Y; T; — |T 2 i
= e (o )
ly[ nVn = \ |z -yl |z -yl
11 1 2 20,12
Folglich gilt
0G (z,y 1 |z)2-1
2w, ) S i 5
alj(y) ly|=1 nvn |.’B - y|

und wir erhalten die Poisson-Formel fiir die Einheitskugel

—|z|?
u(z) = - I/8 9(y) do(y).

nVs Bi(0) [T —y["
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Der Integralkern

1—1z]2 1

K(z,y) = x € B1(0),y € 9B1(0)

heiB3t der Poisson-Kern fiir die Einheitskugel.
Wir wollen nun die Poisson-Formel auf beliebige Kugeln iibertragen. Lost u die Rand-
wertaufgabe

o8 {M:o in B,.(0),

u=g auf dB,(0),
soisti(z) = u(rz),x € B1(0) eine Losung von

A =0 inBi(0),
i=g aufdBy(0),

mit §(z) := g(rz). Folglich gilt

1—|z|? g9(ry)
Sl 9y,
u(ra) nV, /031(0) lz —y|" o(v)

und mit der Transformation B1(0) > = — 2’ := rz € B,(0) erhalten wir die Poisson-
Formel

1— 222 g(ry
u(z') = 7"/ _1(,7)610(2/)
nV, oy (0) [T 712" —y|”
, =212
y=ry 1—r IZ‘/‘ / - /g(y/) - r_("_l)da(y)
nVn oB,(0) [Tt —rly/|"

o= 9y)
- el /8 W) _4o(y).

’I’LVnT B,.(0) |$/ — y/|n
Somit ist der Poisson-Kern fiir die Kugel B,.(0) gegeben durch

r? — |z|? 1

K =
<x7y) nVnr |x7y‘,n7

x € B;(0),y € 0B,(0).

Zur Herleitung der Poisson-Formel haben wir die Existenz einer Losung zur Rand-
wertaufgabe (2.18) vorausgesetzt. Dass eine solche tatsdchlich existiert, liefert uns der fol-
gende Satz:

SATZ 2.32. Es sei g € C(0B,(0)) und u(x) sei definiert durch das Poisson-Integral

_ P —zf? 9@ o
u(z) = [9 do(y).

nVpr B,.(0) [z —y|"

Dann gelten
(a) u € C*(B-(0)),
(b) Au=0in B,-(0),
(©) Ili)nggo u(z) = g(xg) VYao € 9B,(0).
z€B,(0)

BEWEIS. Diese Aussage beweist man analog zu Satz 2.31. U
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2.10. Fourier-Methode

Hier untersuchen wir im Fall n = 2 die Randwertaufgabe

Au=0 in By(0),
u=g auf 9B1(0).

In Polarkoordinaten lautet die Laplace-Gleichung
1 1
Upp + ;up + EUSMP = O, pE (0, ].)

Wir machen einen Ansatz mit Trennung der Variablen als u(p, ¢) = R(p)®(¢) und erhal-
ten so

P°R"(p)®(0) + pR'(p)@() + R(p)2" () = 0
PR (p) + pR'(p) _ _2"(p)
R(p) @(p)
In der letzten Zeile sind die Variablen getrennt, die Terme auf beiden Seiten sind folglich

konstant. Nennen wir diese Konstante A € R, so erhalten wir ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen:

(1) p*R"(p) + pR'(p) = AR(p) =0, p€(0,1),

(2) 2"(¢) + A®(p) =0, ¢ €[0,2m).
Zunichst betrachten wir (2). Die Funktion ® muss 2m-periodisch sein und aus der Theorie
der gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir dann

VAeNy und ®(p) = asin(vAp) + beos(VA).

d ( ) _ bO) k= 07
R = ay sin(ke) + by cos(ky), ke N.

=

Setze

Nun kommen wir zu (1). Zunichst sei (VX =)k # 0. Mit dem Ansatz R(p) = p® erhalten
wir

prala—1)p" " + pap® ! —k*p® =0
= (@®—a+a—-k)p*=0 Vpe(0,1)
= a1 =k und ay=—k.
Die allgemeine Losung lautet dann Ry, (p) = cxp® + dpp~*. Im Falle k& = 0 wird (1) zu
p*R"(p) + pR'(p) = 0.
Mit V(p) := R/(p) gilt

<

PV (p)+pV(p) =0 = W _ 1 Vip) = d

Vi(p) p p

d
= R'(p) = ?0 = Ro(p) = dolog(p) + co.

Da die von uns gesuchte Funktion in 0 keinen Pol haben kann, ist d;, = 0 fiir alle £ € N
und wir erhalten letztlich

cep®, keEN,
Rk<p>{ ke

Co, k=0.

Damit 16st

u(p,p) =Y Ri(p)@r(p) = p"(ax sin(kep) + by cos(kep))
k=0 k=0
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die Laplacegleichung, sofern die Reihe konvergiert (hier haben wir c;, = 1 gesetzt fiir alle
k € Np).
Auf dem Rand des Einheitskreises erhalten wir so

u(l,9) =Y Rie()®x(p) = > (ax sin(kp) + by cos(ke)).
k=0 k=0

Besitzt g eine absolut konvergente Fourier-Reihe, so ist diese eindeutig und die Koeffizi-
enten sind gegeben durch

1 2
o = = [ gy, ke,
0
1 27‘(‘
by = ;/ g(p) cos(kp)dp, k€N,
0
1 27
by = Py g(@)dy, ag=0.
™ Jo

SATZ 2.33. Seienn = 2 und g € C(0B1(0)). Die Fourier-Reihe

oo

Z(ak sin(key) + by, cos(kyp))
k=0

von g sei absolut und gleichmdiflig konvergent gegen g(). Dann ist

(2.19) u(p, @) == Z P (ay, sin(ky) + by, cos(ky))
k=0

harmonisch und es gilt

lim wu(x) = g(xg) fiiralle zog € 9B1(0).

r—rTo

z€B1(0)
BEMERKUNGEN.
(a) Fiirjedes p € [0,1] und jedes ¢ € [0, 2] ist die Reihe (2.19) absolut konvergent,
denn
oo [ee]
Z |pk(ak sin(ky) + by cos(k;gp))‘ < Z lag sin(kp) + by, cos(kp)| .
k=0 k=0

(b) Fiir den Beweis der gleichméfigen Konvergen einer Funktionenreihe ist oft das
Kriterium von Weierstra niitzlich: Gilt | f,,(z)| < a,, Yz und ist > a,, ist kon-
vergent, so konvergiert > f,,(x) gleichmiBig.

BEWEIS. Wir zeigen zunichst, dass u € C?(B1(0)) ist. Da g stetig ist, gilt mit dem
Lemma von Riemann-Lebesgue (s. Anhang)

ap, by —— 0.
k— oo
Somit ist
C := max (sup |ak|, sup |bk:> < 00.
k

o k€N

Betrachte

Z ‘awpk(ak sin(ke) 4 by cos(kp))| < Z ko (Jay sin(ke)| + by cos(ky))
k=0 k=0

20 i kp®
k=0

IN
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Aus
(k + 1)pk+1 k—oo
kpk
folgt mit dem Quotientenkriterium, dass diese Reihe absolut konvergiert fiir alle p € [0, 1).
Mit dem Majorantenkriterium von Weierstraf ist dann

p<l1

Z D,p" (ay cos(kp) — by, sin(kp))
k=0

absolut und gleichméBig konvergent in (p,¢) € Bji_.(0) mit beliebigem ¢ > 0. Somit
ist u(p, @) beziiglich ¢ differenzierbar und die Reihe (2.19) lisst sich gliedweise nach ¢
differenzieren, d.h.

Dpul(p, ) = > Dpp®(ar sin(kep) + by cos(kp))  V(p, ) € Bi—<(0).
k=0

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt

Opu(p, ) = Z d,p"(ay sin(ke) + by cos(kp))  V(p, ) € B1(0).
k=0

Mit den gleichen Argumenten erhalten wir aus

d 1
k - S <92 k=l — 90— ——
kg . |8,,p (ag sin(ke) + by COb(/fgo)M c kg 1 kp C 1 ,

dass u beziiglich p differenzierbar ist mit

Opu(p, @) = Y _ Dpp* (ar sin(ke) + b cos(kep))  V(p, ) € By(0).
k=0

Analog zum bisherigen Vorgehen kann man die Existenz beliebiger partieller Ableitun-
gen beweisen. Somit ist insbesondere u € C?(B;(0)). Durch gliedweises Differenzieren
erhalten wir dann

AU*i i+12+iﬁ *(ay sin(kyp) + by, cos(kyp)) =0
7k:0 002 " pop | ppogz ) 7o e

fiir alle (p, ¢) € B1(0), d.h. w ist harmonisch.
Zu zeigen bleibt die Randbedingung. Sei hierzu ¢ > 0 beliebig. Wihle N € N so
groB3, dass

Z p¥lag sin(kep) + by, cos(kyp)| < Z |ax sin(ke) + by, cos(ke)| < %
k=N+1 k=N+1

fiir alle ¢ € [0,27), p € (0,1). Die Funktion

N

Fy : B1(0) 3 (p,0) = > _(p* = 1)(ax sin(kep) + by, cos(kep))
k=0

ist stetig und verschwindet auf 9B (0

=

. Daher gibt es ein pp > 0 mit

|[Fn(ps@)|l < = Vp € (po,1], ¢ €[0,27).

Wl ™



2.11. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER LOSUNGEN VON RANDWERTAUFGABEN 49

Fiir beliebige p € (po, 1) und ¢ € [0, 2) gilt

oo

lu(p, @) —gle)l < [Fn(po)l+ > pFlansin(ke) + by cos(ky)|
k=N+1
+ Z |ag sin(ke) + by, cos(ke)|
k=N-+1
< 3 % =e.
und es folgt die Behauptung. (]

2.11. Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Randwertaufgaben

Sei Q C R” offen und beschrinkt, sei g € C(99Q). Schreibe ' = R™ \ . Man
betrachtet die folgenden Randwertaufgaben fiir die Laplacegleichung:

RWA (1) Inneres Dirichlet-Problem: Finde ein u € C%(Q) N C(Q) mit
Au=0 1in{Q,
u=g  aufOQ.
RWA (2) Auferes Dirichlet-Problem: Finde ein u € C%(Q') N C(Q’) mit
Au=0 in¢,
u=g auf 0.
RWA (3) Inneres Neumann-Problem: Sei 92 € C. Finde ein u € C%(Q) N C1 () mit

Au=0 1in$,
%:g auf 09.

RWA (4) Aufleres Neumann-Problem: Sei 9 € C*. Finde ein u € C?(2') N C1 (V') mit
Au=0 in¢,
% =g aufoQ.

RWA (5) Inneres Robin-Randwertproblem: Seien 9Q € C* und o € C(992). Finde u €
C?(2) N C1(Q) mit
Au=0 in Q,
u—l—a% =g auf 0.

RWA (6) Aufleres Robin-Randwertproblem: Seien und 092 € C* und a € C(95). Finde
u € C2Q) N CHY) mit
Au=0 inQ,
u—i—a% =g auf 9.

Man benutzt auch die folgende Terminologie:

Dirichlet = 1. RWA
Neumann = 2.RWA
Robin = 3.RWA.

Unsere bisherigen Ergebnisse zu diesen Randwertaufgaben fassen sich wie folgt zu-
sammen:
e zu (1): Eindeutigkeit (Korollar 2.18), Existenz fiir B,.(0) C R™ (Satz 2.33).
e zu (2): Existenz fiir B,.(0) C R? (Ubungsaufgabe).
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e zu (3): Notwendige Existenzbedingung
/ g(z)do(xr) =0 (Ubungsaufgabe).
a0
e zu (4) bis (6): Nichts.

Wir kénnen die Liste leicht um eine Eindeutigkeitsaussage erweitern.

SATZ 2.34. Sei ) C R™ offen, beschriinkt und zusammenhdingend mit C 1-Rand.7Dann
existiert bis auf eine additive Konstante hichstens eine Losung u € C*(2) N CH(Q) der
Neumann RWA (3).

BEWEIS. Sind u,us € C%(Q)NCY(Q) Losungen der RWA (3), so 16st w := uy —uz
die RWA

Aw=0 1in{,
9w —0  auf 0.

Mit der Greenschen Formel erhalten wir daraus

/\Vw\dxz/(Vw,Vw)dx:/ wa—wda(x)—/wAwda::O
Q Q oo OV Q

und es folgt |[Vw| = 0. Damit ist w lokal konstant und somit auch in ganz ) konstant,
denn € ist nach Annahme zusammenhéngend. Daher ist u; = us + konst. O

2.12. Das Perronverfahren

DEFINITION 2.35. Sei Q) C R™ offen. Eine Funktion u € C(2) heifit subharmonisch,

falls
1

u(z) < Vo1 /BBT(:c) u(y)do(y)

fiir alle r > 0 und x € Q mit B,(x) C .
BEMERKUNG. Ist u € C?(£2) subharmonisch, so gilt Au > 0 (Ubungsaufgabe!).
SATZ 2.36. Seien Q) C R" offen und beschrénkt und u € C(Q) subharmonisch. Dann
gilt

maxulxr) = max u(x).
g ele) = g e)

BEWEIS. Ubungsaufgabe. (]

Sei g : 092 — R stetig. Definiere
S, := {u € C(Q) | u subharmonisch in Q und u < g auf 9Q}.
Diese Menge ist nicht leer: Ist ¢ := m(ia% g(x), so ist die konstante Funktion u = ¢
(S

subharmonisch und es gilt v < g. Somit ist u € S,.
Unter dem Perronverfahren versteht man das folgende Ergebnis:

LEMMA 2.37. Die Funktion

u(x) := sup v(x), x €.
vESy

ist harmonisch in €.

Den Beweis hierfiir werden wir an einer spiteren Stelle fithren (s. Abschnitt 2.14).

Zunichst wollen wir zeigen, dass
lim u(z) = g(y) Yy € oN.

Ty
€
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LEMMA 2.38. Seien u wie in Lemma 2.37 und
T, :={v € C(Q) | — v ist subharmonisch in Q und v > g auf OQ}.
Dann gilt v < w auf Q fiir alle w € Ty.
BEWEIS. Zu beliebigen v € S, w € T betrachte £ := v — w. Dann ist £ subharmo-
nisch in  und aus £|sn < g — g = 0 folgt mit Satz 2.36, dass £ < 0 und damit v < w auf

ganz Q. Folglich ist

u(x) = sup v(x) < w(x)
vESy

fiir alle z € Q. O

DEFINITION 2.39. Eine offene, beschréinkte Menge {2 C R™ geniigt der &uBeren Ku-
gelbedingung, falls fiir alle © € O} eine Kugel B C R™ \ Q existiert mit Q N B = {x}.

LEMMA 2.40. Es seien 2 C R™ eine offene, beschriinkte Menge, die der dufieren
Kugelbedingung geniigt, g € C'(9N2) und

u(x) := sup v(x).

vESy
Dann gilt u € C(Q) und
(2.20) %% u(z) = g(y) Yy e .
zEQ

BEWEIS. Nach Lemma 2.37 ist u € C(2), zu zeigen ist also nur noch (2.20). Seien

dazu y € 9Q und Br(z0) hierzu eine duBere Kugel, d.h. Q@ N Br(zg) = {y}. Betrachte
die Funktion
R?>™" — |z — x>, n >3,
H(.’E) = |$ - .’L‘0|

log 7 n=2.

Wir halten fest:

(a) H ist harmonisch in einer Umgebung von €.
(b) H>0auf 9Q\ {y} und H(y) = 0.

Zu einem beliebigen & > 0 wihlen wir nun ein ¢ € (0, 1) mit
lg(x) —g(y)l <e Va € Bs(y) NoQ.
BEHAUPTUNG. Es gibt ein C; > 0 mit
lg(z) —g(y)| < e+ C.H(z) Vzxe .

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Ist |z — y| < 4, so gilt

(b)
lg(z) — g(y)| < e < e+ C-H(x)
fiir jedes C. > 0. Sei also noch |x — y| > § mit x € 9. dann ist

H(z)
l9(x) — g(y)| < |g(@)| + [9()] < 2[lgllL~(a0) 2
mit
. (b)
Hs == min H(z) > 0.
eI
|z—y|>0
Folglich gilt
21gll oo
o) — 9(0)] < =+ CH(x) mit €. = 21200
)

und die Behauptung ist gezeigt.
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Es folgt nun
gly) —e—C.H(z) < g(z) <gly) + e+ CcH(z) Yz e Q.

Daher und wegen (a) ist

(2.21) gy) —e—C.H(-) €S,
und
(2.22) g(y)+e+C.H(-) € T,.

Nach Definition von  ist wegen (2.21) dann

g(y) —e—C.H(z) <ulx) YreQ
und Lemma 2.38 zusammen mit (2.22) impliziert

u(z) < g(y) +e+ C-H(z) Vre.
Aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir

lu(z) — g(y)| < e+ C.H(x) VxeQ.
Da ¢ beliebig klein sein darf und H stetig ist und in y verschwindet, folgt hieraus
Ju(z) — g(y)| =% 0.
(|

Als unmittelbare Konsequenz aus den Lemmata 2.37 und 2.40 erhalten wir im folgen-
den Satz die Existenzaussage, die Eindeutigkeit wurde bereits in Korollar 2.18 gezeigt.

SATZ 2.41. Seien 2 C R" eine offene, beschriinkte Menge, die die dufiere Kugelbe-
dingung erfiill, und g € C(0)). Dann besitzt das Dirichlet-Randwertproblem

Au=0 inf,
u=g  auf 0,

genau eine Losung u € C%(Q) N C(Q).
2.13. Nichtexistenz klassischer Losungen

Wir bezeichnen Punkte im R? als (z, 2) mit z = (21, 22) € R?, 2z € R und betrachten
die Funktion

! sds
2.23 = .
o2 ) = || e 2

Wir berechnen

ov _/1 (z — s)sds
0z o (|22 + (s — 2)2)%*

@ B 3/1 (2 — 8)2sds _/1 sds
0z2 o (22 +(s—2)2)"* Jo (Ja]2 + (s — 2)2)*?
und
1 1
Veu(z,z) = 7/ [lsds 3/21 = —x/ sds 372
o (|22 + (s — 2)2)%? |z o (|2 + (s — 2)?)
1 1 2
Avo(r.z) = 72/ sds 3/2+3/ |z|?sds -
0 (lz]24 (s —2)?) 0 (224 (s —2)?)

Somit erhalten wir

(2.24) Av = —3/1 sds +3/1 (|zf* + (z — 5)?) sds 0
. 0 (lz2+ (s — 2)2)* 0 (Jz2+ (s — 2)2)*/?
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fir alle (z,2) € R3\ {(z,2) e R® |2 =0, z € [0,1]}.
Das Integral in (2.23) kann in geschlossener Form ausgerechnet werden, dazu schreibe
vz, 2) = VP +(1-2)2 = Ve + |2
=iv1

+zlog|[(1—2) + VP + (T =2 - [+ VIeP + 27|

=v2

—2zlog |z .
——
=:v3
Es gilt
lim v(z,2) = 1,
(z,2)—0
lim wy(z,z) = 0,
(z,2)—0
(2.25)
. L -\ _
lim ws(z,z) = lim (22) = 7,
(z,2)—=0 2—0 2z
Lorso
und daher
1. b = 1 )
g D) = 140
o] =e 2=

2>0,v7>0
d.h. v ist nicht stetig im Punkte (0,0) € R3.
Nun seien ¢ > 0 beliebig und
Q= {(x,2) € R®|v(x,2) < 1+c}nN B1(0).
Dieses (2 erfiillt nicht die duBere Kugelbedingung, denn es gibt keine Kugel B C R? \
mit QN B = {(0,0)}.
Sei nun
v(xz), x €N\ B1(0),
l4¢, z€ 89031(0)

Offenbar ist g € C'(992).
BEHAUPTUNG: Das Dirichlet-Problem

{Au 0 in€,

(2.26)
U=y auf 092,

besitzt keine klassische Losung, d.h. es gibt kein u € C?(Q) N C(Q), das (2.26) geniigt.

BEWEIS. Nach (2.24) ist v harmonisch in €. Ferner gilt v(z) = g(x) fiir alle z €
00\ {(0,0)}. Da (0,0) € 99 ist, ist jedoch v ¢ C(Q). Somit ist v keine klassische
Losung von (2.26).

Angenommen, u ist eine klassische Losung von (2.26). Dann ist u € C(£2) und folg-
lich ist |u(x, z)| beschridnkt. Weiterhin wissen wir, dass 0 < v(z,z) < 1 + c fiir alle
(z, z) € Q gilt, und daher

(2.27) Jeq > 0mit |u(z, 2) —v(z, 2)| < cq  V(z,z) € .
Sei e € (0,1) beliebig. Betrachte
Q.= Qn{(z,2) € R®||(z,2)| > ¢}
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Die Funktionen u und v sind harmonisch in €2, und stetig in Q.. Bertachte die Funktionen

w(z,2) = cq =+ (u—w).

_c
|(z, 2)]
Sie sind harmonisch in €2.. Es gilt
_c
|(z, 2)]
Seinun (z, z) € Q. N 0B, (0) beliebig. Dann ist
@27
wE=cq+(u—v) > 0.

. =

+

w(x,2) = cq >0 V(z,z) € dU:\ IBA0).

Aus dem Maximumprinzip folgt wZ (z, 2) > 0 fiir (x, z) € €. und somit

€
CQ|(:L.7y)| t(u—v)>0 V(z,z) €.
= c > > - V(z,z) € Q
cQ ZU—v 2 —Co X, 2
|(z, y)l |(z,y)] )
COE
= |Ju—v < —— V(z,2)€ Q..
(2, y)| )
Nun wihle (z, z) € Q beliebig (Bemerke: 0 ¢ €2). Dann ist
ce
"ZL(LC, Z) - ’U(LC, Z)' <
(2, y)|
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Folglich ist u = v, jedoch ist v wie gezeigt keine
klassische Losung von (2.26). [l

2.14. Beweis von Lemma 2.37

LEMMA 2.42. Sei Q C R™ offen, beschrinkt und zusammenhiingend. Sei v € C(£2)

subharmonisch. Fiir beliebige Kugeln B,.(y) mit B,.(y) C § setze
u(x), z € Q\ B (y),

(yﬂ’)( )._ 2 | |2 ( )
u xTr) = T r—1Y u\z
B .
nVpr /aBr( dole), =< Bl)

Dann gelten
(@) u<ul¥minQ,

(b) w) ist subharmonisch in .

BEMERKUNG. Die Funktion «(¥") ist harmonisch in B, (y) und stetig in €, denn sie
ist die Losung der Randwertaufgabe

Av =0 1in B.(y),
v=u  auf 0B, (y).

BEWEIS VON LEMMA 2.42. (a) u — u¥") ist subharmonisch in B,(y). Aus dem
Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen (Satz 2.36) folgt
u(x) —u"(z) < max (u(z) — u(y’r)(z)) =0, x€ B,(y)
2€0B,(y)
und somit u < u¥") in Q.
(b) Angenommen, u(¥"") ist nicht subharmonisch. Dann gibt es ein 2o € Q und ein

R > 0 mit Bg(zg) C Q und

1
(2.28) w7 () > 7/ w7 () do ().
@) > e [, et

BEHAUPTUNG: x¢ € B, (y).
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BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Angenommen, zg € 2\ B,(y). Dann gilt

1 / (5.7) @_1
—_ u¥"(2)do(z) > — u(z)do(z)
nV, R"=1 OBR(z0) nVn, Rt OBR(zo)

> u(zo) = u¥"(xo),

doch dies steht im Widerspruch zu (2.28).
Betrachte
uv) (z), x € Q\ Br(zo),
— 2 _ 2 (y,r)
’U)(x) M / ui(zn)da—(z), sonst.
nV, R 0Br(wo) 1T — 2|
Wegen (a) ist
(2.29)
u(x), x € Q\ Br(zo),
> 2 _ 2 — (Io,R)
wie) 2§ B e~z / U5 _5(z), @€ (o) )
nV, R OBR(z0) |‘77 - Z|

fiir alle z € Q.
Da w harmonisch in Br(x) ist, erhilt man aus (2.28) die Ungleichung

=y
—_ w(z)do(z) = w(xg).
nV, Rt OBR(z0) (

Der Rand der Schnittmenge Br(zo) N B, (y) ldsst sich schreiben als Vereinigung

8(Br(wo) N B, (y)) = (é)BR(xO) N Br(y)> U (8Br(y) N BR($0)> — R, UR,.

(2.30) um) (z0) >

Die Funktion u(¥") — 1 ist harmonisch in B,.(y) N Br(zo) # @ und u¥") — w = 0 auf
R1. Mit dem Maximumprinzip erhalten wir aus (2.30) die Existenz eines Punktes z; € Ro
mit u¥") (x1) > w(z;). Dau®") =y auf OB, (y) ist, gilt

(2.29)
u(zy) > w(z) > u(x“’R)(zl).

Das jedoch ist ein Widerspruch zu (a). U

BEMERKUNG. In (2.30) wurde die folgende Variante des Mittelwertsatzes fiir harmo-
nische Funktionen benutzt: Sei w € C?(Bg(wg)) N C(Br(xo)) harmonisch in Bg(xo).
Dann gilt

1
—_ w(z)do(z) = w(xg).
R . () = wizo)

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei R > 1. Nach Satz 2.15 gilt fiir p < R

1 / 1
—_— w(z)do(z) = / w(ps)do(s).
nVup" JoB, (z) Vo JoB (wo)

Da u in Br(xg) gleichmiBig stetig ist, gilt

w(wg) =

lim w(ps) = w(Rs)
p—R

gleichmiRig in s € 9B () und wir erhalten

1
lim w(ps)do(s) = / w(Rs)do(s) = ﬁ/ w(z)do(z).
p—=R 8B1(z0) aBl(wo) R 6BR(CUO)

O
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LEMMA 2.43 (Konvergenzsatz von Harnack). Sei Q C R"™ offen, beschrinkt und zu-
sammenhdngend. Sei u; : 0 — R, j € N eine monoton steigende Folge von harmonischen
Funktionen, d.h. wji1(x) > u;j(z) fiir alle © € ). Es gebe einy € ) so, dass die Folge
(uj(y))jen beschrinkt ist. Dann konvergiert (u;);en lokal gleichmdflig gegen eine har-
monische Funktion u : ) — R.

BEWEIS. Ubungsaufgabe. O

LEMMA 2.44. Seien vy, ...,vn € C(Q) subharmonisch. Dann ist die Funktion
v(z) = ax | v (z)
ebenfalls subharmonisch.
BEWEIS. Ubungsaufgabe. O

BEWEIS VON LEMMA 2.37. Es ist zu zeigen, dass

u(z) = sup v(z)
vESy

harmonisch in €2 ist. Infolge des Maximumprinzips gilt

< Q.
u(z) < maxg(y) Vo€

Zu einem festen y € Q kénnen wir nach Definition von u eine Folge (v;)jen in Sy wihlen
mit
(2.31) lim v;(y) = u(y).

J— 00
Nach Lemma 2.44 ist 9, (x) := maxy=1,..; vx(x) subharmonisch, auBerdem ist die Folge
(9;) jen offenbar monoton steigend und

(2.32) lim ;(y) = u(y)

Jj—oo
wegen v;(y) < u(y) und (2.31).
Sei r > 0 mit B, (y) C 2. Betrachte

f)j(m)v xEQ\Br(y)

~(y,m) 2 2 ~

vj (.Z') = = |Z‘ B y‘ / U]‘(Z) dO'(Z) reB (

_ e : r(Y).
nV,r 9B (y) |z — z|»

Die Folge (5§y,r) )jen ist monoton steigend und beschrénkt. Nach Lemma 2.42 ist 9 (x) <

@](-y’r) (z) fir alle z € 2, auBerdem ist 17](-y’r) subharmonisch in €2 und harmonisch in B,.(y).
Weiter gilt
o e Sy = () > 0" (@) > 5(w),

und wegen (2.32) ist
lim 17](9”) (y) = u(y).
j—o0

Aus Lemma 2.43 folgt nun, dass
lim ﬁ;yr)(a:) =:u(z) V€ B.(y)

j—o0
punktweise existiert und dass @ : B,.(y) — R harmonisch ist. AuBerdem ist @(y) = u(y).
BEHAUPTUNG: 4(z) = u(x) fir alle z € B,.(y).

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Sei 2o € B, (y) mit z9 # y beliebig. Sei (v}) en eine
Folge in S, mit

(2.33) lim v (x0) = u(zo).

Jj—o0
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Setze 0 () := max{;(z), v (v),...,vj(z)} firalle z € Q. Dav; € S, ist, gilt fiir alle
x € Q die Ungleichung 9, (x) < u(z). Aus (2.33) folgt, dass
‘lim ﬁj (.’Eo) = u(xo)
j—o0
ist.
Betrachte
() ﬁj(x)v xeﬁ\Br(y)
~(y,r )2 2 .
vj (LC) . r |Qj y‘ / UJ(Z) dJ(Z)7 o= Br(y)
d

nVp,r By 1T — 2"

Die Folge (") jen ist monoton steigend und beschrinkt. Nach Lemma 2.42 ist 9 (z) <

j
i)](»y’r) () fiir alle > € ©, auBerdem ist {)J(»y’r)

Weiterhin gilt

subharmonisch in 2 und harmonisch in B, (y).

oW e 8y = u(z) >0 (@) > o).
Mit (2.33) folgt daraus, dass
hm 6§y7T) (Zo) = U(IEO).
j—o0
Mit Lemma 2.43 folgt schlieBlich, dass
lim 0" (2) = d(z) Vz € B, (y)
j*)OO
punktweise existiert, dass 4 : 2 — R subharmonisch und @ : B,.(y) — R harmonisch ist.
AuBerdem gilt 4(z) < u(z) fir alle z € Q und 4(xg) = u(xo).
Es gilt
0(x) 2 (@) = o (@) 25" (2) = ale) 2 lz) V€ B(y),
und daher ist
w(zx) :=4(x) —a(z) >0 in B.(y).
Mit ﬁ§y’r) (x) < u(x) ist aber
u(y) = ay) < aly) < uly),
und daher w(y) = 0. Aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (vgl. Satz
2.17) folgt dann, dass w(z) = 0 in B, (y) ist.
Da y €  beliebig war und @ : B,(y) — R harmonisch ist, folgt mit der soeben
gezeigten Behauptung, dass « harmonisch ist in (2. U



KAPITEL 3

Schwache Losungen elliptischer Differentialgleichungen

3.1. Elliptische Differentialgleichungen

Wir betrachten zunichst die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung

(3.D AUy + 20Uzy + Clyy + dug + euy + fu =g.

Der Einfachheit halber seien die Koeffizienten a, . . ., f konstant. Die Matrix

w3 )

ist symmetrisch mit reellen Eintrigen und besitzt daher zwei reelle Eigenwerte A, Ao
(A1 = Ag ist moglich) mit Eigenvektoren

Qg o) 2 o\ o (o)
<61) ’ (@) €L dhM (@-) =N (&)’ =12

Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass a? + 32 = 1 ist und die Eigenriume
senkrecht zueinander sind, d.h.

()G

Die Matrix
a1 Q9
U =
( 1 52)
ist orthogonal, d.h. es gilt
v, (1 0
U'U = (0 N
Setze u(z,y) = v(a’,y") mit
/
3)=oC)
Y Y

dann ist Vu(z,y) = UVv(2/, y’). Somit erhalten wir

o 9 .
(3.2) AUgy + 20Uy 4 + CUyy = (6$¢9y M (z% 8%) u
—
=Vu
— 9 0 T 9 0
(3.3) = (81"33/) UTMU (5% 5 ) v

Weiterhin ist
ap o2 ar Qo A0
MU =M =
(/31 52) (51 ﬁz)(o )\2)

T (A0
UMU—(O )\2>.

und daher

58
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In Gleichung (3.2) eingesetzt liefert das

d
0 0 A0 7

AUgy + 20Uy o + CUyy = (895’ 3y’> (01 /\2> <a§ ) V= MUgig + AaUyryy
oy’

und die partielle Differentialgleichung (3.1) erscheint in der Form
M Vgigr + AoUyryyr + (a1d + Bre)vy + (aad + /826)1}y/ + fv=g.

Hier unterscheidet man die drei wichtigsten Fille:

(1) det M >0< A A2 >0
Die PDGL heilt elliptisch, z.B. ug, + uyy, = 0.
2) det M <0< AA <0
Die PDGL heift hyperbolisch, z.B. die Wellengleichung g, — uy, = 0 oder

Ugy = 0.
(3) det M = 0, aber entweder A\; = 0 und a1d + S1e # 0 oder As = 0 und
Oégd + 526 7£ 0

Die PDGL heiit parabolisch, z.B. die Wirmeleitungsgleichung u, = .

Sei nun n > 2 beliebig und sei 2 C R™.

DEFINITION 3.1. Der Differentialausdruck

n n

Lu(z) := — Z @i (%) Uy, o, (T) + Z bi(z)ug, (z) + c(x)u(z)

i,j=1 i=1

heifit (gleichméBig) elliptisch, wenn ein 6 > 0 existiert mit

- &
Z ai,j(ﬁ?)gifj > Hlf‘z VE= ER™, 2€Q
3,j=1 ‘.

oder dquivalent alle Eigenwerte von (a; ;()): j=1
(man sagt auch ,,von Null weg beschrdnkt®).

n von unten beschrdnkt sind durch 0

,,,,,

Das einfachste Beispiel eines elliptischen Differentialoperators ist L = —A. Hier ist
a;; =1,4,j =1,...,nund man kann 6 = 1 wihlen.

DEFINITION 3.2. Sei L elliptisch. Dann heif3t die Evolutionsgleichung u; + Lu = 0
parabolisch und die Evolutionsgleichung us + Lu = 0 heifst hyperbolisch.

3.2. Sobolev-Riume

3.2.1. Banach- und Hilbertrdume. Wir erinnern uns an die folgenden Begriffe und
ihre Eigenschaften, welche aus der Linearen Algebra bekannt sind:

Ein Vektorraum B iiber R (bzw. C) heifit Banachraum, wenn er mit einer Norm || - ||
ausgestattet und beziiglich dieser vollstindig ist. Ein Banachraum 7 iiber R heif3t (reeller)
Hilbertraum, wenn die Norm hierbei von einem Skalarprodukt (-, )3 : H X H — R in-
duziert wird, d.h. ||u||3 = v/{u, u)4 fiir alle uw € H. Nicht jeder Banachraum ist auch ein
Hilbertraum, betrachte z.B. C([0, 1]) mit ||u|| = max{|u(z)| | z € [0, 1]}. In Hilbertrdum-
en gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(w, )] < lullallvllze, w0 e,
wobei genau dann Gleichheit eintritt, wenn v und v linear abhingig sind.

Wir erinnern uns an einige aus der Analysis III bekannte Beispiele. Im Folgenden ist
stets 2 C R™.
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(1) Der Raum LP(£2) der Aquivalenzklassen von zur p-ten Potenz iiber {2 Lebesgue-
integrierbaren Funktionen, p € [1, 00). Formal definieren wir diesen also als den
Faktorraum

LP(Q) := LP(Q)/NP(Q)

LP(Q) = {u Q=R ‘ / |u(z)|Pdz < oo} ,
Q
NP(Q) := {u € LP() |u = 0 fast iiberall in Q}

ullLe () == (/Q |u(3:)pdx>:].

Dann ist LP(£2) ein Banachraum und im Falle p = 2 sogar ein Hilbertraum, denn
die Norm wird dann induziert von dem Skalarprodukt

und

(u,v)12(q) = / uvdr, wu,v € L*(Q).
Q

(2) Der Raum L>°() der wesentlich beschriinkten messbaren Funktionen auf ).
Formal erhalten wir diesen als

L=(Q) == L2(Q)JNZ(Q).

mit
L>(Q) = {u Q=R ‘ eSj—ES;;lp lu(z)| < oo} ,
N®(Q) :={u € L>*(Q) |u = 0 fast iiberall in Q}
und

|ul| oo () := ess-sup |u(x)].
zeQ

Auch L*>(Q) ist ein Banachraum.
(3) Es gilt die Holder-Ungleichung, d.h. fiir w € LP(Q)) und v € L9(2) mit % + % =
1(L :=0)istuv € L*() und

luvl[Lr @) < llullze@)llvllLe)-
(4) Analog konnen wir so auch vektorwertige Funktionen betrachten. Hierbei ist

LP(Q;R™) i={u = (u1,...,um) |us,...,um € LP(Q)},

P

m
l[ull Lo (mm) = Z ||uj||1[),p(g)
j=1

und wieder erhalten wir im Falle p = 2 sogar einen Hilbertraum mit
m

<'LL,U>L2(SZ;]R7M) = Z<Uj,Uj>L2(Q) = / <U,U>dl‘.
Q

=1

3.2.2. Sobolev-Réaume. Seien Q2 C R” offen, p € [1, 0], u € LP(Q) und € (Np)™
ein Multiindex. Ist die Distribution D*w regulér, so heiit D“u die schwache Ableitung
von u. Fiir u € C1*(Q) stimmt die schwache Ableitung D®u mit der klassischen Ablei-
tung iiberein. Im Gegensatz zur klassischen Ableitung folgt aus der Existenz einer schwa-
chen Ableitung jedoch nicht die Existenz der schwachen Ableitungen niedrigerer Ordnung
(Ubungsaufgabe!).
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DEFINITION 3.3. Fiir k € Ny und p € [1, 0] definieren wir den Sobolev-Raum
WEP(Q) := {u € LP(Q) | fiir |a| < k existiert die schwache Ableitung D“u
und sie liegt in LP(Q)}.
Fiir p = 2 schreibt man auch H*(Q) := W*2(Q).

DEFINITION 3.4. Wir definieren die Sobolev-Norm als

(Spajen Jo ID2u(@)Pdz) ", pe[1,00),

2ol <k €ss-sup [D%u(z)], P = 00.

lwllk,p =

Fiir p = 2 schreibt man auch || - ||, == || - ||x,2-
In der Ubung wird gezeigt, dass W (Q) beziiglich || - ||, ein Banachraum ist.

BEHAUPTUNG. Der Sobolev-Raum H*(Q), k € N, ist ein Hilbertraum mit dem Ska-
larprodukt
(u,v)p = Z (D%u, D*v) 2.
| <k
BEWEIS. Symmetrie und Bilinearitit folgen unmittelbar daraus, dass (-, -) ;.2 ein Ska-
larprodukt ist und Differentiation linear ist. Ist (u, u); = 0, so folgt auch

<’LL, U’>L2 + Z <Dau7Dau>L2 = Oa
1<|a|<k >0

also ist (u,u)r2 = 0 und damit auch u = 0 fast iiberall in §2. So ist mit der Definitheit
auch die letzte Eigenschaft eines Skalarproduktes nachgewiesen. Offensichtlich induziert
\/{, )& auch die Sobolev-Norm und mit dieser ist H*(2) in der Tat vollsténdig. O

BEMERKUNG. Offenbar ist

(u,v)1 = (u,v)r2(q) + (Vu, V) 12(0irn)
und
lullf = HU”%%Q) + ||Vu||2L2(sz;Rn)~
Insbesondere folgt aus Konvergenz u; — w in H'(Q) auch u; — w in L?(2) sowie
Vu; — Vuin L2(Q;R").

3.2.3. Sobolev-Riume Wé“ P(Q). Um schwache Losungen zu Randwertproblemen
zu finden, bendtigen wir Sobolev-Funktionen, die auf dem Rand 92 bestimmte Werte an-
nehmen. In den meisten Situationen ist 02 jedoch eine Nullmenge und im Sinne einer
Aquivalenzklasse von Funktionen ist eine Vorgabe wie z.B. u|pq = 0 folglich ohne Be-
deutung. Abhilfe schafft die in diesem Abschnitt beschriebene Begriffsbildung, welche
durch den folgenden Satz motiviert wird.

SATZ 3.5. Seien k € N und p € [1,00]. Ist Q@ C R™ offen und beschriinkt, so liegt
C>(Q) dicht in WkP(Q).

Mit anderen Worten existiert zu jedem u € W*P(Q) eine Funktionenfolge (u;); C
C>(Q) mit u; — uin W*P(Q), d.h.

li - =0.
ji}n;loH“J ullk,p =0

DEFINITION 3.6. Sei Q2 C R™ offen. Dann setzen wir
k, e R
Wo (@) = Cgo (@) 7,

d.h. WEP(Q) ist der Abschluss von C§°(S2) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||1.p. Fiir p = 2
schreiben wir HY () := Wéc’z(Q)'
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BEMERKUNGEN.

(1) WEP(Q) (ausgestattet mit der Sobolev-Norm || - || k,p) ist per Definition ein ab-
geschlossener Teilraum von W¥*?((2) und als solcher ein Banachraum.
(2) In einem gewissen Sinne gilt hiermit in der Tat

WEP(Q) = {u € WFP(Q) | D*u = 0 auf 0Q V|a| < k — 1}.

Um diese Eigenschaft zu prizisieren, braucht man den sogenannten Spuropera-
tor, der eine Verallgemeinerung der Restriktionsabbildung f — f|aq darstellt.
In diesem Sinne ist H{ (2) die Menge aller Funktionen aus H(f2), deren Spur
auf dem Rand 0f) verschwindet. Mit Hilfe des Spuroperators lassen sich auch
Sobolev-Funktionen mit allgemeineren Randbedingungen festlegen, dies iiber-
steigt jedoch den Umfang dieser Vorlesung.

(3) WJP() = WHhP(Q) ist mbglich, z.B. ist WP (R") = Wk»(R™).

(4) Tstallerdings 2 C R™ offen und beschrinkt, so ist WP (Q) # W(f P(Q) fiir alle

€ [1,00].

(5) Ist WhP(Q) = WEP(Q), k € N, p € (1,00), so ist R \ 2 eine Nullmenge

(Satz von Lions).

3.3. Schwache Losungen elliptischer Randwertaufgaben

Sei (2 € R™ offen und beschrinkt. Betrachte den Differentialausdruck

n

Lu(z) := — Z (a;,;(2)ug, (x) w +Zb x)ug, () + c(x)u(z)

i,7=1

n

==Y ai;(@)ua,q, (@) + Z Z aij(2))s, | e, (@) + cla)u(z)

i,j=1
mit a; 5, b;, ¢ € L>(12). Sei L gleichmiBig elliptisch, d.h. es gebe ein 6 > 0 mit

n

3 @) > 0lEP Ve = cq.

ij=1

Betrachte die Randwertaufgabe

Lu=f inQ,
u=0 auf 99,

wobei zunichst alle Koeffizienten a; ;, b;, c von L glatt seien. Ist u eine klassische Losung,
so erhalten wir fiir jedes v € C5°(§2)

/Q o(@)f(z)dz = /Q o(z) Lu(z)dz
= —/Qv(ac)div(A(x)Vu(a:))dx—i—/Qv(x)<b(x),Vu($)>Rndac
—|—/Qv(x)c(a:)u(x)dx.

Hier ist A :  — R™*™ die matrixwertige Funktion mit (A(x));; = a; ;(z) und b : Q —
R™ die vektorwertige Funktion mit (b(x)); = b;(x). Mit partieller Integration erhalten wir

/ o(@)div (A(z)Vau(z))ds "SC @ _ / (Vo(z), A2) Va(e))gn do
Q Q
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und schlieBlich
3.4) /Qv(a:)f(x)dx = L(Vu(x),A(x)Vu(x))Rndx

+/Qv(w) (b(x), Vu(z))gn d:v+/ﬂv(x)c(x)u(a:)dm

DEFINITION 3.7. Sei ‘H ein Hilbertraum. Eine Abbildung B : H x H — R heifst
Bilinearform, wenn fiir alle o, 5 € R und u, uy, ug,v,v1,v9 € H gilt

(a) Blauy + Pug,v] = aBluy,v] + B[ug, ],
(b) Blu,av; + Bvs] = aBlu, v1] + SB[u, va).

Betrachte fiir alle v, u € H} (1) die Bilinearform

(3.5) Blv,u] := /Q(Vv(a:),A(x)Vu(x)}Rndx

+ / o(@) (b(x), V() d + / o(@)e(x)u(e)de
Q Q
Gleichung (3.4) motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 3.8. Sei f € L?(). Eine Funktion u € Hg(S2) heifit schwache Losung
der Randwertaufgabe

(3.6) {Lu:f in €,

u=0  aufdfl,
wenn Blu,v] = (f,v)2(q) fiir alle v € Hg(Q) gilt.

Im néchsten Abschnitt studieren wir die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen
Losungen dieser Randwertaufgabe.

3.4. Satz von Lax-Milgram, Poincaré-Ungleichung

SATZ 3.9 (Satz von Lax-Milgram). Seien H ein Hilbertraum und B : H X H — R
eine Bilinearform. Es gebe Konstanten o, 5 > 0 mit
(@ |Blu,v]| < allull - |lv|, u,v€EH, (Beschrdnktheit)
) Bllul|®* < Blu,u], ue€H. (Koerzivitdit)
Dann gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional | : H — R genau ein w € H mit
Blu,v] = l(v) fiir alle v € H.

BEMERKUNG. Fiir ein festes f € L?(Q2) ist die Abbildung HJ(Q) 3 v — (v, f)12(0)
ein stetiges lineares Funktional: Die Linearitit ist hierbei offensichtlich, die Beschrinktheit
und damit die Stetigkeit folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, denn

(v, 2@l < vllz2) - 12 < vl - 1 llz2@)-

Wir wollen nun den Satz von Lax-Milgram auf # = H}(Q) und die Bilinearform
(3.5) anwenden, um die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losungen der Rand-
wertaufgabe (3.6) zu zeigen.

LEMMA 3.10. Seien a; j,b;,c € L* (). Dann ist die Bilinearform (3.5) beschrnkt.

BEWEIS. 1.) Fiir das erste Integral in (3.5) gilt

A(Vu(m),A(m)Vu(m»dx = ‘<VU7AV’U/>L2(Q;R7L)

< HVUHL2(Q;R") : HAVU’”Lz(Q;R")
S H’Ulll . ||AVUHL2(Q;RH).
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Weiter ist
||AVuH2L2(Q;R") :/Q(A(m)Vu(x),A(x)Vu(x))dx:/Q|A(x)Vu(x)|2dx.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir eine lineare Abbildung 7" : R” — R" und
ein o € R"
T8

I&]

|TO[‘ < ”THR"A)]Rn . |Oé| mit HT||R”~>R" = sup

gilt. Damit erhalten wir

[ 1a@va@Pas < [ 1A@)R s Vaa) s

< s |A@) s [ [Vulo)Pds
< esssup [|A() &g [|ull?.

Sei o € R™ beliebig. Betrachte

[(A(z)a);| = |(i-te Zeile von A(z), )| < [i-te Zeile von A(z)| - |«
< av/nlal
mit @ := 1g1ax ess-sup |a;, ;(z)|. Damit ist
|A(z)a| < y\/n (a\/ﬁ|a\)2 = nala/|
Folglich ist

[A(z)|gr R < na
und somit insgesamt

< nalfvl[1[ull1.

/ (Vu(z), A(z)Vu(x)) dz
Q

2.) Fiir das zweite Integral gilt

/v(m)(b(x),Vu(x))dw < ZHb IS Q)/ lv(x)] - [Vu(x)|dz
Q
< Z||bz'||Loo(Q)||v||L2(Q)HVUHL2(Q;Rn)
i=1
< > Ibillze @ lolllull-
i=1
3.) Fiir das dritte Integral gilt
/v(x)c(x)u(z)dx < lellzee )y (u, v) 2 ()
Q
< llellze@llvllzz@)lullz2@)
< lellze@llvllllul-

4.) Kombinieren wir alle Teilergebnisse, so erhalten wir

| Blv, ul < (na+ D llbill e oy + ||C||L°°(Q)> [ol[x]lullx

i=1
und somit die Behauptung. O
LEMMA 3.11. Es gibt o, B > 0 mit
allullf < Blu,u] + Bllullizq)  Vu € Hy(Q).
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BEWEIS. Da L gleichmiBig elliptisch ist, gilt

9/Q|Vu|]?§ndx < i,jzzl/fzai’j(w)um(@u%(x)dx
— Bluu] - /Q () (bla), Vu(z))de — /Q o(w)u(x)?da
<

Mit der elementaren Ungleichung ab < a? + b? ist auch
b b?
ab = (av/e)(—=

< ea® —, e>0.
VB Ser

Hiermit erhalten wir die Abschitzung

/Q )0, V)| de <3 iz /Q ()] - |Vu(z)|de

IN

Wihlen wir ¢ so klein, dass

- 0
EZHbiHLm <3
=1
SO ist

0
0 [ 1Vu(a)Pde < Blu,u) + 5 [ [Va@)lde -+ 8 ulffxo
Q Q

1 n
A= <5Z |bi||Loe> + lell <oy 2 0,
i=1
also schieBlich

0
f/ \Vu(z)|?dr < Blu, u] —|—ﬁ’/ lu(z)|?d.
2 Ja Q

Daraus folgt die Ungleichung

0
Ollull < Blucul+ | u@)lde, 5=+ >0

Blu,u] + /Q [u(@)(b(x), Vu(@))| dz + el L= oy lullZ2 ()

n 2
> it [ (M5 +evutoR) as
i=1 Q

65

O

SATZ 3.12. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Dann gibt es ein 3 > 0 so, dass
fiir jedes > 3 und jedes f € L?(Q) genau eine schwache Losung v € HE(Q) der

Randwertaufgabe

Lu+pu=f inQ,
u=0 auf 082,

existiert.

BEWEIS. Setze Bi[v,u] = Blv,u] + pu(v,u)12(q), v,u € Hj(Q). Mit Lemma 3.10

folgt dann

|Bi[v,ul] < |Blv, ul| + pl{v, ) 2o

< Clollllully + pllvll 2@ llull2 @)
< (C+plvllillul,

d.h. By ist beschrinkt. Aufgrund von Lemma 3.11 ist

Bifu,u] = Blu,ul + pllul[ ) = Blu, ul + Bllulliz (o) = ollullf,
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d.h. Bj ist auch koerziv. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es daher genau ein v €
HY(Q) mit By[v,u] = (v, f)e. O

BEMERKUNG. Der Satz macht keine Aussage iiber schwache Losungen der Poisson-
gleichung Au = f. Dafiir brauchte man eine Variante des Satzes mit u = 0, im Allgemei-
nen gilt er in dieser Situation allerdings nicht: Es ist moglich, dass die Randwertaufgabe
dann entweder gar keine oder unendlich viele Losungen besitzt. Unter geeigneten zusitzli-
chen Voraussetzungen kann man die eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe aber auch
fiir 4 = O beweisen.

3.4.1. Poincaré-Ungleichung.

SATZ 3.13 (Poincaré-Ungleichung). Ist Q@ C R"™ offen und in einem Wiirfel der Kan-
tenliinge s enthalten, so gilt

||u||L2(Q) < SHVUHL?(Q;R”) Yu € Hé(Q)

BEWEIS. 1.) Zeige die Poincaré-Ungleichung fiir v € C§°(€2). Ohne Einschrinkung

sei ) C W := (0, s)™. Setze
Q
ii(z) = u(z), =€Q,
0, xeW\Q,

offensichtlich ist dann @ € C§°(W). Fiir feste xo, ..., 2, € (0, s) betrachte die Funktion
v(x1) := @(x1,...,o,). Dannist v(0) = 0 und fiir z; > 0 folgt aus dem Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung
/ o' (t)dt g/ [v'(t)|dt
0 0

< (/0 dt)l/Q </0 |v’(t)|2dt>1/2 <5 (/O v'(t)th>1/2.

S S
/ |v(z1)|?dey < s sup |v(zp)]? < 52/ [V (t)|?dt.
0 z1€[0,3] 0

[o(@1)] = |v(z1) —v(0)] =

Daher gilt

Dies bedeutet

S S
/ |ﬂ(z1,...,xn)|2dxl < 52/ |ﬂz1(x1,...,xn)\2d:r1,
0 0

woraus wir

[ @< [ Ja, @Pde < [ @Pde s [ i, @)Pde
w w w =Jw

= $*|IVal 2w pn
erhalten. Da supp @ C €2 ist, folgt also
[ullZ2) < $*IVull72(@mn)-

2.) Sei nun u € H{ () beliebig. Da C§°(2) dicht in H} () ist, gibt es eine Folge
(uj); mit w; — u. Damit ist

lullrz@) < llw—wujllp2e) + llujllcz)
< lu = wllzea) + sVl L2 ey
< lu—ujllez) + sV = Vullz2eny + sl Vul L2z,
und im Limes erhalten wir die Behauptung. (]

BEMERKUNGEN:
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(a) Man sieht leicht, dass
[[ulll == VullL2(@rn)

eine Norm auf Hg () ist. Tatséchlich sind die Normen ||| - ||| und || - ||; sogar
dquivalent, denn wihrend trivialerweise |||ul|| < |Ju||; gilt, erhalten wir mit der
Poincaré-Ungleichung auch

[ull? = llulliz o) + [Vulliz@en < (> + 1) [l ull?

(b) Eine Variante der Poincaré-Ungleichung fiir Sobolev-Funktionen aus H*(2) lau-

tet
u—i/u(x)d;v
€] Ja

3.4.2. Schwache Losungen der Poissongleichung. Es sei

S C”vu”LQ(Q;R‘”) Yu € HI(Q)
L2 ()

Lu:=—-Au+cu

mit einer nichtnegativen Funktion ¢ € L (). Dies ist in der bisherigen Situation als der
Spezialfall enthalten, in dem A die Einheitsmatrix ist und b = 0.
Ohne Einschrinkung sei Q C (0, s)™ mit s > 1. Nun ist

9 9 Poincaré |
Blu,u] = [Vulz2qmny + | cl@)u(@)" dz = Fllullr2
Q~— $
>0

und daher
1

1 1 1 1 s>1 ]
Blu,u] = zBlu,u] + -z Blu,u] > @HUHL?(Q) + §HVU”L2(Q;R") > @HUH%

2 2
Also ist B koerziv, beschrinkt ist B ohnehin bereits wegen Lemma 3.10 und mit dem Satz
von Lax-Milgram erhalten wir hieraus das folgende Ergebnis:

SATZ 3.14. Es seien Q C R™ offen und beschréinkt und f € L*(Q2). Dann besitzt die
Randwertaufgabe

—Au=f inQ,
u=20 auf 02,

genau eine schwache Losung.



KAPITEL 4

Die Wirmeleitungsgleichung

Es sei (2 C R"™ offen. Wir betrachten die Wirmeleitungsgleichung
ur(t, ) — Agu(t,z) =0, (t,z) € Ry x Q,
bzw. die Warmeleitungsgleichung in inhomogener Form

up(t,x) — Agu(t,z) = f(t,z), (t,z) € Ry x Q.

4.1. Die Fundamentallosung

SATZ 4.1. Die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch

ze 7, reR"E>0,
0, zeR™t<0,
d.h. im distributionellen Sinne gilt &; — A, ® = 6.

BEWEIS. 1.) Fiirt > Ound z € R"™ gilt

lz>  n

Qy(t,z) = <4t22t (t, z),
T

(I)ﬂ"](t7x) = 727iq)(t7x)a

3:? 1
@Ijﬂ?]‘ (t7l') = E — 27]5 (I)(t,x)

und somit ®; (¢, x) — A, P(t, z) = 0, das heit P ist eine klassische Losung der homogenen
Wirmeleitungsgleichung auf R, x R”.

2.) Fiir t > 0 gilt

1 ||2 1 =12
(bt d s T d = — T T4 d .
JR (4m)2/ne 2 e (4m)2j1_11/e E de,

oo
I
g
A=
—s
—
le)
o
jo 8
oo
I
N
‘ —
—
D
,
jo 8
I
N———
3
I
L

Wegen des Satzes von Fubini ist also ® € L} (R x R™) und wir knnen & via

DR xR") 3¢ — / dt/ dx ®(t, z)p(t, )
R n

als reguldre Distribution auffassen.

68
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3.) Sei ¢ € D(R x R™) beliebig. Betrachte

@ -80)e) = - [ dt [ dwd(to)eta) + Arplt,a)
R Jrn
= — lir% dt dz (t,2)(p(t, ) + App(t, x))
E— e R
= li_r)% [/ dx ®(e,z)p(e, )
—|—/ dt dr (P4(t,x) — Ay ®(t,x)) p(t, x)
€ Rn ~
4.1) = lim [ dz ®(e,x)p(0,2)
e—=0 Jpn

+ lim dx ®(e,z)(p(e,z) — p(0,x)).

e—0 R

Hierbei gilt

[ v (o) - p(0.0)do

MWS
< C’e/ D(e, z)dx =% 0.
=1
Zeigen wir nun noch

lim D(e,2)p(0,z)dz = ¢(0,0),

e—0 Jrn

so folgt die Behauptung. Dazu betrachten wir

O (g, 2)p(0,2)dx — (0, 0) =
J. |

[ #eao.) - p(0.0)ds

< / (e, )l (0,2) — (0, 0)ld

Taylor

| o a(Vapl0,0) | )l
< c’/ (e, )|z]dz
= _“ ﬂ/ e*%mdx

(4me)2 Jgn

_ C'nVy, [ 22 ng
= =EA e”=r"dr

r=2pve C'nV,(2y6)" ! / e ndp
(4me)= 0

= oo
O

BEMERKUNG. Fasst man T} := ®(¢, - ) fiir festes t > 0 als Distribution in D’(R"™)
auf, so zeigt die letzte Rechnung, dass man auf diese Weise eine regulidre Approximation
der Deltadistribution erhalt.

SATZ 4.2. Sei g € C(R™) N L*°(R™). Fiir die Funktion

ult, ) = / CB(ta—ylgly)dy,  (10) ERy x BT,

gilt dann
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(@) ue C°(R; x R™),

(b) ws(t,z) — Agu(t,x) = 0V(t,z) € Ry x R™,

c lim  wu(t,z) = g(xg) Vg € R™.

© (t,z)—(0,z0) ( ) g( 0) 0

t>0
BEWEIS. 1.) Die Abbildung (¢, z) — ®(t, z) liegt in C*° (R x R™). AuBerdem sind

fiir jedes § > 0 die Ableitungen auf [§, co) x R™ majorisiert durch eine integrierbare Funk-
tion, da es sich im Wesentlichen um Polynome multipliziert mit der Fundamentallosung
handelt (die Details seien dem Leser iiberlassen). Da g ferner beschrénkt ist, erhdlt man
hieraus u € C*°((4, 00) x R™) fiir alle 6 > 0, also letztlich v € C*° (R4 x R™), wobei

n

ug(t, ) — Agu(t,x) = / (D4(t,x) — AL D(t, 2)) g(y)dy = 0.

2.) Seien zy € R™ und £ > 0 beliebig. Wihle § > 0 so, dass
l9(y) — g(xo)| <&, falls |y — zo| < 6.

Fiir |z — 20| < § betrachte

lu(t, x) — g(xo)| =

[ vtte =)o) - glao)dy
< [ #ea—vls) ooy

+ / B(t,x — y)lg(y) — g(wo)ldy
R"\Bs(z0)
=: I+ J

Fiir diese beiden Integrale erhalten wir

Igs/ @(t,x—y)dygs/ Otz —y)dy =¢
Bs(z0) "

bzw.
C _lz—y|?
J < 2|g]| Lo (mmy O(t,x —y)dy < — e A dy.
R\ B (wo) b2 Jrm\Bs(wa)
Hier gilt
ly—zo| = ly—z+z—z0| < ly—2|+lr—

s 1
< ly—z[+35 = ly—2l+35ly - 2o,

also |y — x| > 3|y — xol. Damit erhalten wir

C ly—aq|?
J T/ e~ 6 dy
t2 JRrm\Bj (o)

= gn/ e_%dz
12 Jro\Bs(z0)

Cl oo 2
= e~ Tor Ly
5

IN

g
_ C«//t% [e’e]
r=dpvit 3 /6 e pnldp 280,

i
Somit gilt I + J < 2¢ fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. O
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Mit C12(R, x R") bezeichnen wir die Menge aller Funktionen v : Ry x R" — R,
deren partielle Ableitungen %—7; sowie D%u, || < 2 existieren und stetig sind. Es sei
Cé (R, x R™) die Menge aller Funktionen aus C':2(R,. x R™), deren Triiger kompakt
in R*1 (1) ist. limg_, u(t, ) = 0 braucht also fiir u € 01’2(R+ x R™) nicht zu gelten.

SATZ 4.3. Sei f € C’O (R+ x R™) beschrinkt und sei u gegeben durch

u(t, x) /ds/ndyfbt—sx— y) f(s,y).

Dann gilt
(@) u € CL2(Ry x R"),
) ug — Azu= finRy xR,
(c) lim  w(t,x) = 0 fiir alle v € R™.
(t,z)—(0,z0)
t>0
Der Beweis verlduft im Wesentlichen genauso wie bei der Poissongleichung.
KOROLLAR 4.4. Seien g € C(R")NL>®(R™) und f € Cy*(Ry x R™). Die Anfangs-
wertaufgabe

ur —Azu=f inRy xR",
u(0,-)=g auf R™,
wird gelost von

u(t,z):/n B(t,z —y) dy+/ds/ndy<btfs:z:f W) F(s,y).

4.2. Mittelwertsatz und Maximumprinzip

Zunichst fithren wir einige Begriffe und Notationen ein. Zu 7' > 0 sowie 2 C R”
offen und beschrinkt heilt Qp := (0,T) x § parabolischer Zylinder und eine klassi-
sche Losung der Wirmeleitungsgleichung darin heiflt kalorische Funktion. Der Rand des
parabolischen Zylinders ist

Oy ={0} x QU{T} x QUI0,T] x 99,
die Teilmenge
Iy ={0} xQU[0,T] x 9Q
bezeichnet man als den parabolischen Rand von Qr. Zu (t,2) € Ry x R und r > 0
definieren wir die sogenannte Wirmekugel (engl. heat ball)
2 .

E(t,z,r) := {(s,y) ERXR" | ®(t—s,2—y) > 1}.

Wie man an der Gestalt der Fundamentallosung abliest, ist E (¢, x, r) beschrinkt. Einige
weitere hilfreiche Eigenschaften fasst das folgende Lemma zusammen.

LEMMA 4.5. (a) Fiir alle (t,x) € R x R™ und r > 0 gilt
2
E(t,z,r) C [t — ,t> x R™.
4n

(b) Fiir alle (t,x) € Qr \ I'r und hinreichend kleine r > 0 gilt
E(t,z,7) C Qp.
(c) Fiir alle (t,z) € R x R™ und r > 0 gilt

2
// y| dsdy—4r
E(t,x,r)
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BEWEIS. (a) Fiir (s,y) € E(t,z,r) ist nach Definition

t—s>0 ! ey > 4
— 8 s 7716 t—s > —
(4 (t —s))2 rn
und folglich gilt
1 1 2
> S 0<dn(t—s) <1 = t>s>t—
(An(t—s))z — ™ 4

(b) Bemerke, dass Q7 \ I'r = (0,T] x Q. Sei r < 1. Wegen (a) ist (s,y) € E(t,z,r)
genau dann, wenn

s o =P n
t——.,t — >1 —1 A7 (t —
| 47r’)’ 1= ) 2 ogr g log[dm(t =)

r 2

& se t—Z,t), |z — y|* < —4(t — s)logr — 2n(t — s)log [47(t — s)]

T

r 2 2 2

= s¢€ t—r,t), |a:—y|2§—T—logr—llnr—logrﬂ)()7
| 4m ™ 47

wobei benutzt wurde
2

t—s< Z%r = 47T(t—s)§r2<1.
Wiihlt man nun ein € > 0 mit B.(z) C £ und dann  so klein, dass

r2 r2 2
——logr —4n—1logr <e und —
T 4 4

soist B(t,,r) C [t — =,t) x B.(z) C (0,T) x Q = Qp.

-z
(¢) Wegen ®(r?7,rz) = —-®(, 2) erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel

|z —y|? // lyl?
dsd = ~—dsd
// (t— 2" 2 W
E(t,x,r) E(0,0,r)

y=rz
2

s=r°T n,.2 |,'AZ|2
= // r’r (7’27')2de2

E(0,0,1)
2
= r’ // %dez
T
E(1)

wobei E(1) := E(0,0,1). Nach (a) und der Rechnung in (b) ist (7, z) € E(1) genau dann,
wenn

< t,

1
Te { 4,0) sowie |z|? < 2n7log(—47T).
T

Mit A(7) := {z € R"||2|? < 2n7log(—47T)} ist dann wegen des Satzes von Fubini

2 o 4
// %dezz/ = / |z|?dz | dr.
) T _ T A(T)

1
E( 47
Wir berechnen erst
s 2nT log(—4mT) V. n+2
/ |2|%dz = nVn/ S = S ( 2n7’10g(—47r7'))
A(r) 0 n+2
nV,(2n)2 1

" (T 10g(—47r7))%+1
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und damit
2 V 2 £+1 0 n n
J[ Bz = MU [ s oy ar B
T n _ 1
EB(1) “
S=—T nVn(Zn)%H /417' n_q n_q Z241
— —_n\= 2 —1)2 log(4 27 d
e s D (oglams))® s
=(—log(4ms)) 2 T
o=4ms nVn (2”)%4_1 /1 n +1
n—|—2(47r)5 1 o o ( oga) o}
Dabei ist

n 5+2 oo
=Y 23" / e *22
n 0
2\ 272 n
= =) r(5+2)
(o) G
2\*" /n
= ) GryrGey
(n> (2 * 2 *
und unter Verwendung von V,, = F(nil) rechnet man leicht nach, dass
W (2n)5t0 (222
nVy (2n)27 (2 (5+1)r(5+1) =14
n+2@4mr)z"t \n 2 2
gilt. Damit folgt die Behauptung. ]

SATZ 4.6. (Mittelwertsatz) Es sei u € C12(Q) eine kalorische Funktion. Dann ist

—y\2
= // ) 5 dsdy

E(t,z,r)

fiir jedes E(t,x,r) C Q.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei (¢,x) = (0,0), fiir £(0,0,r) schreiben wir kurz
E(r), r > 0. Wie im Beweis von Lemma 4.5 ist

2 2
// sy|y|dsd // u(r?r,rz) ‘drdz

Wir berechnen mit majorisierter Konvergenz

// (Zl Uy, 2 g uz7_|2> drdz

E(1)

T
ﬂw“
=
=
[\~]
/N
3
(]
S
<
‘F
o=
+
Do
=
~
U
U
<

1 Y y2
Tn+1//<|| Z ylz+2us|>dsdy— I+ J.
=1

E(r)
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Betrachte
(59,7 i= log (1" (s, y)) = — 7 log(—4rs) + 11
mit s < 0. Diese Funktion verschwindet auf dem Rand von E(r), denn
P(s,y,m) =0 & r"®(—s,y) =1 & B(—s,y) = ri” < (s,y) € OE(r).

Auflerdem gilt

2 n
Iyl Zy —QZWM syt

also erhilt man

2 n
Y 4
J = e //ué‘ | dsdy = o //usZyiz/)yi(s,y,r)dsdy
i=1

E(r)
part.
Int.
= o // us(s,y, r)dsdy — P //w (s,y,r Zusylyldsdy
E(r) E(r)

Daraus ergibt sich

J = g //usw (s,y,r)dsdy + — Tl //% (s,y,r Zuyiyldsdy

E(r)
yI*\ <

- 7‘"+1 us(s,y,r)dsdy + s — 4t Zuyiyidey

E(r) E(r) =1
= o // us¥(s,y,r)dsdy — P // Zuylyldsdy

E(r) E(r) -

Y
Tl //| Z“ylyzdey
E(r)

=1
Wegen ¢’ (r) = I + J ist daher

or) = gy // us Y(s,y,r)dsdy — —— T // Zuylyldsdy

E(r) =A
part.
Int r”“ //Zuyz 8, z/)yl s,y,r)dsdy — TH// Zuylyldsdy
E(r) B(ry =1

25

= 07

d.h. @ ist konstant. Zusammen mit Lemma 4.5 ist dann mit majorisierter Konvergenz

2 2
—hm// prZ|‘deZ—UOO//||deZ—4u(OO)
p—0

und der Beweis somit Vollendet. (]
SATZ 4.7. (Maximumprinzip) Seien @ C R" offen und beschrinkt, T > 0 und u €
CY2(Qr) N C(Qr) eine kalorische Funktion.

(a) Esgilt max u(t,z) = max u(t,x) (schwaches Maximumprinzip).
(t,x)EQr (t,x)el'r
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(b) Ist Q zusammenhiingend und gibt es ein (to,x¢) € Qr \ T'r mit

u(to,zo) = max_ u(t,z),
(t,x)EQr

so ist u konstant in Qr (starkes Maximumprinzip).

BEWEIS. Wir zeigen die allgemeinere Aussage (b), daraus folgert man (a) ganz ge-
nauso wie beim Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen.
(b) Es gebe ein (g, zo) € Qp \ I'r mit u(to, zg) = M := u(to,x0) = max u(t,z).
(t,z)eQr
Nach Lemma 4.5 ist E(to, xo,7) C Qr fiir hinreichend kleine 7 > 0 und mit dem Mittel-
wertsatz erhalten wir

— - \ Lo —Z/|2
M = u(to,z9) = u(s,y) 5 dsdy

—5)?
to,woﬂ‘)

_ 2
// ‘xo y| o zdsdy = M,

E(to Zo, 7“)

IN

d.h. u = M auf E(tg, o, 7). Sei nun (sp,yo) € T'r mit 59 < to. Da 2 zusammenhéngend
ist, gibt es einen stetigen Weg L von (to, o) nach (sg, yo) in Q7. Setze

7o :=inf{s > so | u(t,z) = M V(t,x) € Lmits <t <t}

Da L abgeschlossen und u : Qr > R stetig ist, ist das Infimum sogar ein Minimum.
Wir zeigen nun 79 = Sp, dann folgt die Behauptung. Angenommen, 7y > sg. Dann ist
u(7o,20) = M fiir ein (79, z9) € L N Qp. Dann aber folgt genau wie oben, dass u = M
auf F(79, 2o, 7) fiir alle hinreichend kleinen 7 > 0. Es gilt

E(To,Zo, )DLU(QX {7’070<t<7'0})
fiir ein ¢ > 0. Damit ist u(t,2) = M V(t,z) € L mit 9 — o < t < 79, was jedoch der

Definition von 7 widerspricht. O

4.3. Eindeutigkeit der Losungen

SATZ 4.8. Seien Q) offen und beschrénkt und T' > 0. Dann gibt es héchstens eine
Losung u € CY2(Qp) N C(Qr) der Anfangsrandwertaufgabe

42) uy = Au  in Qr,
u=g auf T'p.

BEWEIS. Sind u1,us zwei Losungen von (4.2), so 16st w := u; — uo die Anfangs-
randwertaufgabe

wy = Aw  in Qp,
w=0 auf I'r.

Mit dem Maximumprinzip folgt also w < 0 und somit u; < us in {27. Analog erhilt man
durch Betrachtung von —w die umgekehrte Ungleichung. O

SATZ 4.9. Es seiu € CY2((0,T) x R*) N C([0,T] x R™) eine Losung von
{ut =Au in(0,T) xR,
u=g auf {0} x R™.
Ferner geniige u der Wachstumsbedingung
u(t,z) < Ae®*® vp e R, i € [0,7]
fiir geeignete Konstanten A, a > 0. Dann gilt

sup u(t,x) = sup g(y).
(t,2)€[0,T]xR" yeRn
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BEWEIS. 1.) Zu festen 1 > 0, ¢ > O und y € R" betrachte die Funktion

7 exp |z —y|?
(T+e—t): 4T +e—t)

Diese 16st die homogene Wirmeleitungsgleichung in (0,7') x R™, denn es gelten

v(t,x) == u(t,x) —

0 1 oy Tl
9 ex
AN\ (T+e—03 PaT+e—1)

n 1 |z =yl |z —y/?
= = 7 7 XPp 77—
2T +e—t)3t 4T +e—1)35+2) " PuTre—%)

Voep 2ol wmy o eyl
VAT +e—t) 2(T +¢e—1) 4T +e—-t)
|z — y|? . |z —y|?
Agexp—— I = divV,exp I
R T B T -

_ n |z —yl? |z —yl?
= + exp .
2T +e—t) 4T +e—1)? 4T +e—t)
Zu beliebigem r > 0 setze nun  := B,(y). Dann ist v € C(Qr) N C?(Qr) eine
kalorische Funktion und mit dem Maximumprinzip erhalten wir

43 t,x) = t,2).
“.3) (tﬁﬁ%’éﬂ( z) (t,rf)aé)&“( z)

2.) Sei x € R™ beliebig. Da u positiv ist, gilt

4.4 v(0,2) = u(0,z) — T+o)? exp z|Lg(cT_-|-y|52) < u(0,z) = g(x)
Fiir jedes € 0B, (y),0 < t < T, erhalten wir
viba) = ulho) - (T+£— £ P 4(i|;;+€yﬁ )
2
< el - (T + 57 1z P 4(¥+ sy|— )
S (T -fs)% P 4(Trj— &)

Zunichst sei T > 0 so klein, dass 4T’ < 1 ist. Dann gibtes eine > O mit 4a(T +¢) < 1
und folglich ist v := ﬁ — a > 0. Hiermit ist

v(t,x) < Aelyl+n)? _ w(4(a + fy))%e(‘”"y)"z Vi € 0B, (y).
Es gilt
lim Aea(lvl+m?* _ 1(4(a +’y))%e(a+7)’“2 -

r—00

und insbesondere ist

AeWHD" — y(d(a + 7)) et < sup g(2)
z€R"™
fiir alle hinreichend groBen » > 0. Fiir ebensolche gilt dann insgesamt
4.5) v(t,z) < sup g(z) Vz € dB,(y), Vt €[0,T].
z€R™
3.) Aus den Gleichungen (4.4) und (4.5) folgt

max v(t,z) < sup g(z),
(t,z)elr zE€R™
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und mit Gleichung (4.3) schlieBlich
max_v(t,z) < sup g(z).

(t,x)eQr z€R"
Also ist L
ty) — ————— =v(t,y) < vt e |0, T
u(t,y) Tre—pz v(ty) < sup g(2) [0, 7]
und somit

u(t,y) < sup g(z) Vtel[0,T].
z€R™

4.) Zuletzt entledigen wir uns noch der im zweiten Schritt gemachten Zusatzbedingung an
T'. Seien also nun 7" > 0 beliebig und a > 0 so, dass 4a7" > 1. Betrachte die Intervalle
[0, T1], [Ty, 2T1), ..., [kTy, T) mit Ty = &~ und k < Tll,k: € N. Damitist4aT} < 1 < 1.
Benennt man nun die Zeit t' = ¢t — Ty € [0,71] usw., so konnen wir den Satz auch fiir
groBle T auf die Schritte 1 bis 3 zuriickfiihren. (]

BEMERKUNG. Geniigt die Losung der Anfangswertaufgabe der unteren Schranke
u(t,z) > —Ae™l" vt e (0,77,
so gilt
yelh g u(0) = i g(y).

KOROLLAR 4.10. (Eindeutigkeitssatz) Seien g € C(R™), f € C([0,T] x R™). Dann
besitzt die Anfangswertaufgabe

u—Au=f in(0,T)xR",
u=g auf {0} x R™,

héchstens eine Losung u € CH2((0,T) x R™) N C([0,T] x R™), die der Wachstumsbe-
dingung

lu(t, )| < Ae=*® vy e R™ vt e [0,T]
mit Konstanten a, A > 0 geniigt.

BEWEIS. Sind uq, ug zwei Losungen, so 10st w := u; — ug die Gleichung

wy —Aw =10
w=0 auf {0} x R"

und geniigt der Wachstumsbedingung w(t, z) < 2Ae?l*l” Mit Satz 4.9 folgt dann w < 0
und damit u; < ug. Analog erhélt man durch Betrachtung von —w3 die andere Unglei-
chungen. (I

BEHAUPTUNG. Die Anfangswertaufgabe

us —Au=0 1in (0,00) x R,
u=0 auf {0} x R,

besitzt unendlich viele Losungen.

BEWEIS. Zu beliebigem @ > 1 setze

und
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Aus der elementaren Theorie der Potenzreihen folgt u € C° (R x R),

limu(t,z) =0 VreR
10

und
(o) oo
RETD() o B (@) s
wlto) —un(ta) = Y = =Y oo
k=0 k=1
> p(k+1) (4 > (k+1) (¢
_ Z ()ka_Z ()m2k:0_
(2k)! (2k)!
k=0 k=0
Damit erhilt man fiir jedes o > 1 eine Losung, also unendlich viele. U
4.4. Schwache Losungen
Betrachte
uy — Au+cu=f inQr,
(4.6) u = ug in {0} x Q,

g—’l'f—&—au:g auf (0,7") x 09,

mit ¢ € L>®(Qp), f € L*(Q7),9 € L*((0,T) x 9Q),a € L>=((0,T) x 9Q),a > 0.
Definiere

ou
8361-

T 3
lullos :== (/ dt/ dz (u2 + Vu2)> .
0 Q

(H%Y(Qr),]l - [lo,1) ist ein Hilbertraum. Ebenso ist

9u Ou
81”8%1'

T
11 0= / dt [ dx (u?® + |Vul® +u?)
0 Q
ein Hilbertraum.

Multipliziere die Gleichung (4.6) mit einer Funktion v € H!(Q7) mit v(T,-) = 0 und
integriere iiber Q7:

/ vutdtd:c—/ vVudtdx+/ cvudtdzx :/ fudtdx.
QT QT QT QT

HO Q) = {u € L?(QT)( € L2(Qp)Vi=1,... n}

mit der Norm

H"Y(Qrp) = {u € L*(Qr) cL*Qr)Vi=1,... n}

mit der Norm

1
2

[l

=:17 =:1s
Dabei sind
part. Int.
1 bt (u(T,z)v(T,z) — u(0,z) v(0,x))dx — / uvedtde,
Q= Qr
=0 =uo()
ou
L = - (Vu, Vu)gndtdz + — wdtdx

Qr 0,1)x00 OV,

=g—oau
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und damit
4.7 —/ uvtdtdx—l—/ (Vu, Vv>Rndtdm+/ cuvdtdx—i—/ auvdtdzx
QT QT QT (O,T)XBQ
= fvdtdac+/ gvdtdx—i—/ uo(x)v(0, x)dx.
Qr (0,T)x 00 Q

DEFINITION 4.11. Eine Funktion v € H%'(Qr) heit schwache Losung der An-
fangsrandwertaufgabe, wenn (4.7) fiir alle v € HYY(Qr) mit v(T, x) = 0 gilt.

SATZ 4.12. Gleichung (4.6) besitzt genau eine schwache Losung.



ANHANG A
Erganzungen

A.1. Der Integralsatz von Gauf} und die Greenschen Formeln

DEFINITION A.l. Seien Q@ C R", n > 2, offen und p € N. Der Rand OS2 heif3t
CP-glatt, wenn es zu jedem y € 9 ein v > 0 und eine Funktion ¢ € CP(B,.(y)) gibt mit

QN B, (y) ={z € B.(y) | ¢(x) <0, Vo(x) # 0}.
Nach dem Satz von der inversen Funktion ist
N B, (y) ={z € B:(y) | ¢(x) =0, Vo(x) # 0}.

eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Oft verwendet man auch die folgende dquiva-
lente Charakterisierung der Glattheit.

LEMMA A.2. Der Rand 0X) ist genau dann CP-glatt, wenn es zu jedem y € 052 ein
r > 0 und eine Funktion ¢ € CP(R"1) gibt so, dass in geeigneten Koordinaten (x1,v)
gilt (0,¢(0)) =y und

QN B, (y) = {(x1,v) € R" |21 < p(v),v € R"'} N B, (y),

d.h. Q) lisst sich lokal als Subgraph einer Funktion ¢ darstellen. Dabei lisst sich der Rand
0N lokal als Graph der Funktion o darstellen.

LEMMA A.3. Sei Q C R™ offen mit C*-Rand. Dann gibt es zu jedem x € O} genau
einen Vektor v(x) € R™ mit
(1) v(z) L T,(0Q) (Tangentialraum) und |v(z)| = 1,
(2) z+tv(xz) ¢ Qfiirt > 0 hinreichend klein.
Das Vektorfeld v : Q2 — R", x — v(x), ist stetig und heifst duBere Normale von €.

SATZ A4. (Gaufscher Integralsatz) Sei 0 C R™ offen und beschrinkt mit C L_Rand.
Fiir jedes u € C(Q; R™) N CY (€ R™) mit divu € L1(Q) gilt

[ divude = [ (to).vm)as)

KOROLLAR A.S. (Greensche Formeln) Sei 2 C R™ offen und beschrinkt mit C'-
Rand. Fiir alle u,v € CQ( ) N CY(Q) mit Au, Av € LY(Q) gelten

) /Audx— ey d

2) / Vu, Vv)dz = —/uAvdx—i—/—uda
?3) f (uAv — vAu)dz = f (gl“ju — Uay) do.
Q o0
BEMERKUNGEN. (1) Formel (2) ist eine natiirliche Verallgemeinerung der partiellen

Integration
b b ,
/ w'v'de = —/ w'"dz + w'|, .
a a

(2) Die Voraussetzungen von Satz A.5 sind insbesondere fiir u,v € C*(Q) erfiillt.

80
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A.2. Einige niitzliche Resultate aus der Analysis

LEMMA A.6. (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sind (0 C R™ offen und
[ € L},.(Q) mit
/ f(x)p(z)de =0 fiiralle p € C§°(8),
Q
so gilt f = 0 fast iiberall.

LEMMA A.7. (Mittelwerte stetiger Funktionen) Seien f € C() und x € . Dann
gelten

1
5.0 o mf(y)do—( ) — f(a)
und
| B (z |/ e—0 o f@)

GLATTUNG DURCH FALTUNG: Betrachte

n(z) = {Cexp(|m2 1) lz| < 1,

0, |z| > 1,

wobei C' so gewihlt ist, dass [, 7(z)dx = 1. Setze
ne(z) =" (E) , >0
£
Es gilt

ne € C5°(R™), / Ne(x)dx =1, suppn. = B:(0).
Zu Q C R offen sei
Q. = {z € Q|dist(z,00) > €}.

Ist Q # &, so ist . # O fiir alle hinreichend kleinen € > 0.
Sei f : 2 — R lokal integrierbar. Dann ist

fo(@) o= (e * () = /Q ne( — 1) f (w)dy = / RN
fiir alle x € €. definiert.

LEMMA A8. (a) f. € C*(Q,),
(b) f- — [ fastiiberall fiir e — 0,
(c)Ist f € C(Q), so konvergiert f. — [ lokal gleichmdifig auf 2,
(d)Ist f € L}, (), 1 < p < o0, so so konvergiert f. — f in LP(K) fiir alle kompakten
K cqQ,
(e) Ist f € C*(Q), k € N, so gilt (D*f).(z) = D*f.(x) fiir alle * € . und jeden
Mutliindex o der Ordnung |o| = k.

FOURIER-REIHEN: Sei g € C'(R) 27-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten

Z: }: \/12—%/0%9(@{ ngggzg } dp, keN,

der Funktion g besitzen die folgenden Eigenschaften:

(a) ag, by, — 0 fiir k — oo (Lemma von Riemann und Lebesgue),

(b) Ist g € CP(R), p € N, so gilt |ag|, |bx| < Ck™ P,k €N,

(©) Ist g € CPT(R), p €N, q € (0,1), (dh. g € CP(R) und [g")(p + h) — g (p)| <
L h? fiir alle ¢ € [0, 27) und h > 0), so gilt |ay|, |bx| < C kP71,
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